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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Beweisen Sie, dass für I = [0, 1] der Operator K : C(I)→ C(I) mit

(Kf)(x) =

x∫
0

f(ξ) dξ

kompakt ist, aber keinen Eigenwert besitzt. (Tipp: Arzela-Ascoli)

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Sei H := L2(I) mit I = [0, 1]. Der Operator G sei definiert durch

(G(v))(x) :=

∫
I

g(x, y)v(y) dy

mit g(x, y) :=

{
(1− x)y für 0 ≤ y ≤ x,

(1− y)x für x ≤ y ≤ 1.

Zeigen Sie:

(a) G ∈ L(H;H) und G ist vollstetig,

(b) Die von Null verschiedenen Eigenwerte von G sind
(

1
jπ

)2
, j ∈ N, mit Eigen-

funktionen vj = sin(jπx).

Tipp: Berechnen Sie (Gv)′′(x) für glattes v. Wieso ist v glatt?

(c) Die Eigenfunktionen bilden eine vollständiges Orthonormalsystem von H.

(d) Diskutieren Sie die Lösbarkeit der Gleichung (G−λId)v = f mit λ ∈ R\{0}.
Tipp: Entwickeln Sie f in Eigenfunktionen.

Aufgabe 3 (7 Punkte)

(a) Sei H ein komplexer Hilbertraum und T ∈ L(H;H). Weiterhin sei

ρ(T ) := {λ ∈ C : (λId− T )−1 existiert und ist stetig},
σ(T ) := C \ ρ(T ) = {λ ∈ C : λId− T ist nicht stetig invertierbar},

Zeigen Sie, dass σ(T ) kompakt ist.

Tipp: Zeigen Sie, dass für |||T ||| < 1 die Reihe
∑∞

n=0 T
n gegen (Id − T )−1

konvergiert. Folgern Sie hieraus, dass ρ(T ) offen ist.

(b) Zeigen Sie, dass es für jede kompakte MengeK ⊂ C einen Operator S ∈ L(l2; l2)
gibt mit σ(S) = K.

Tipp: Versuchen Sie S((xn)n∈N) := (dnxn)n∈N.


