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Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei ¢ der Raum der Folgen mit der Metrik

[e.e]

, b
pla.b) = 22’]7% :

= 1la+bl

(k

Zeigen Sie, dass eine Folge a®) € ¢ genau dann gegen a € ¢ konvergiert, wenn

ag-k) LA a; fiir alle j € N.

Aufgabe 2 (8 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Zeigen Sie die Aquivalenz von:
(a) A ist iiberdeckungskompakt,

(b) A ist folgenkompakt,

(c) (A,d) ist vollstindig und A ist priakompakt, d.h. fiir alle € > 0 existieren
endlich viele, offene e-Kugel, die A iiberdecken.

Tipp: Ringschluss. (c) = (a): Sei (Uy)aea eine offene Uberdeckung von A. Eine
Teilmenge C' C A habe die Eigenschaft (E) genau dann, wenn C' sich nicht durch
endlich viele U, iiberdecken ldsst. Also hat A die Eigenschaft (E). Sei ¢, := 27"
Da A sich mit endlich vielen £; —Kugeln iiberdecken lésst, hat eine davon ebenfalls
Eigenschaft (E). Diese Kugel sei B;. Wiederholen Sie dieses Argument mit B;.
Konstruieren Sie damit eine Cauchy—Folge x,, € B,,. Die Existenz des Grenzwertes
und die Konstruktion der Folge ergeben dann den gewiinschten Widerspruch.

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei V' ein Vektorraum mit einer translations- und skalierungsinvarianten Metrik p,
d.h.

plu+w,v+w) = plu,v), p(Nu, M) = A p(u, v)

fir alle u,v,w € V und A € R (bzw. A € C). Zeigen Sie, dass durch ||u| := p(u,0)
eine Norm auf V' definiert wird.



Aufgabe 4 (6 Punkte)

1

a) Fiir 1 < p < oound a € RY sei [lal|, := ]\i a;|? ;.Zeigen Sie, dass
p =1

lall, = sup{a - o[ [|bfl,y =1}
Folgern Sie hieraus, dass || - ||, eine Norm auf RY definiert.

(b) Ubertragen Sie die Aussage von (a) auf den Folgenraum

" ={(ar, az,...) [ |lall, < oo}

=

mit flall, == (252 Jail?)”.



