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Aufgabe 1 (11 Punkte)

Sei 2 C R offen und 1 < p < oco. Eine messbare Funktion u : 2 — R liegt im
Raum LP := LP () (schwach—L?), wenn es eine Konstante c¢q gibt so, dass fiir
alle A > 0 gilt:

p({alu@)] > 2} < ()" 1)

Das Infimum der Konstanten ¢ fiir die ([ll) erfiillt ist, wird mit || f||.» bezeichnet.

(a) Beweisen Sie, dass || - ||zr eine Quasinorm ist, d.h.

() Vf e s : [1fll > 0.

G) Vel (Iflm=0 = f=0),

(i) ¥ € LWy € R ¢ 1Sl = 1 11,

(iv) Es existiert eine Konstante K > 0 derart, dass:
Vi.ge Lt o |f +glly < K(IIfllzz + lgllzz)-

Eine Quasinorm besitzt also die gleichen Eigenschaften wie eine Norm, nur
dass die Dreicksungleichung durch eine verallgemeinerte Dreiecksungleichung
ersetzt wird.

(b) Zeigen Sie, dass LP eine linearer topologischer Vektorraum ist, d.h. zeigen
Sie, dass die Vektorraumoperatoren stetig sind. Dabei wird die Konvergenz
auf LP definiert durch: f, — f genau dann, wenn ||f, — f||zz — 0. (Dies
entspricht der von den Umgebungen B,(z) := {y € LE |||z — y|» < r}
erzeugten Topologie.)

(c) Zeigen Sie, dass die Einheitskugel B := {f € L, ||| f||z» <1} nicht konvex ist.
Tipp: Fir p =1 sei f(2) = X(0,00)3 9() = X(-002) 775~
(d) Zeigen Sie, dass L* S LE. Tipp: f(z) := X(0,00) 1 falls p = 1.
(e) Sei Q beschrénkt. Zeigen Sie, dass L2t G LP fiir alle € > 0.
Tipp: Sei 1 < ¢ < oo und g € L4(Q2). Dann gilt
lg()]

/|g(ac)\qu:// %X]*ld/\dx: %///\qIX{erHf(a:)»\} d\dx
) Q0 Q0

e 5// A Y weq| jg@) > 2y dz dX = é/AHM({fE € Qlg(x)] > A}) d.
0 Q 0

Benutzen Sie diese Gleichungskette mit ¢ := p und g € LP*=.



Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei

1 firt>
o) =4 M=o
0 firt<O.

Dies ist die sogenannte Heavyside-Funktion. Zeigen Sie, dass das Delta—Funktional
§ auf C([—1,1]) die folgende Darstellung hat:

(5, ) zflfd@-

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei © C R eine offene Menge, D := C§°(Q2) und K eine kompakte Teilmenge von
Q. Sei u,, € D mit suppu,, C K und ||V*u,| s < C fiir alle n € N. Zeigen Sie,
dass es eine Teilfolge u,; und ein v € D mit suppu C K gibt, mit

1V (ttn, — 1)]|e 2 0.



