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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien X, Y ein Banachräume und sei A : X → Y ein linearer Operator. Zeigen Sie,
dass A genau dann stetig ist, wenn A schwach–schwach stetig (d.h. aus xn ⇀ x
folgt Axn ⇀ Ax) ist.
Tipp: Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei V ein normierter Vektorraum und ϕ : V → R linear. Zeigen Sie: Die Hyper-
ebene {ϕ = α} ist genau dann abgeschlossen, wenn ϕ stetig ist. Gilt dies auch
für topologische lineare Vektorräume?

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei g eine Young–Funktion (d.h. g(t) =
∫ t

0
γ(s) ds für t ≥ 0 mit γ : R+

0 → R
+
0 ,

γ(0) = 0, γ(s) > 0 für s > 0, γ ist rechtsseitig stetig, γ ist nichtfallend auf (0,∞),
lims→∞ γ(s) =∞.)
Zeigen Sie, dass g stetig, nichtnegativ, strikt wachsend und konvex auf [0,∞) ist
und

g(0) = 0, lim
t→∞

g(t) =∞,

lim
t→0+

g(t)
t

= 0, lim
t→∞

g(t)
t

=∞,

g(αt) ≤ α g(t) für α ∈ [0, 1], t ≥ 0,

g(βt) ≥ β g(t) für β > 1 t ≥ 0.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei V ein normierter Raum und g : V → R ∪ {∞}. Zeigen Sie:

(a) g ist unterhalb stetig genau dann, wenn epi(g) abgeschlossen ist.

(b) g ist konvex genau dann, wenn epi(g) konvex ist.

Aufgabe 5 (3 Punkte)

Sei V ein normierter Vektorraum und u ∈ V . Dann existiert ein f ∈ V ∗ mit
‖f‖V ∗ = ‖u‖V und 〈f, u〉 = ‖u‖2

V . Sei zusätzlich ‖ · ‖V ∗ strikt konvex, d.h. aus
‖f0‖V ∗ = ‖f1‖V ∗ = 1, f0 6= f1 folgt ‖(1−t)f0+tf1‖V ∗ < 1 für alle t ∈ (0, 1). Zeigen
Sie, dass f eindeutig bestimmt ist.


