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Kapitel 0

Einfiihrung

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit unendlich-dimensionalen Vektorrdumen
(iiber R oder C), in denen ein Konvergenzbegriff (Topologie) gegeben ist, sowie den
Abbildungen zwischen ihnen. Besonders angestrebt sind Ergebnisse, die sich auf kon-
krete Funktionenriume (z.B. Cla,b], L?(Q2) etc.) und konkrete Gleichungen (z.B. In-
tegralgleichungen oder partielle Differentialgleichungen) anwenden lassen.

Die Betrachtungsweise der Funktionalanalysis, Funktionen als Punkte in einem
unendlich-dimensionalen Raum aufzufassen und geometrische Uberlegungen u.i. an-
zuwenden, hat sich als sehr fruchtbar erwiesen und zu einer enormen Bereicherung
der Analysis gefiihrt. Die Sétze der Funktionalanalysis sind sehr allgemein und geben
ein tieferes Verstdndnis zahlreicher Zusammenhénge.

Die Funktionalanalysis ist ein Produkt dieses Jahrhunderts (Beginn ca. Anfang dieses
Jahrhunderts). Der Name kommt von dem Wort ,, Funktional“. Ein lineares Funktio-
nal ist eine lineare Abbildung eines Vektorraumes in seinen Grundkorper. Ist dieser
Vektorraum selbst ein Funktionenraum, so sind die Argumente des Funktionals Funk-
tionen. Um nicht von einer Funktion von Funktionen zu sprechen, verwendeten unsere
Vorfahren das Wort ,,Funktional“. (Heute wiirde man sich daran weniger storen.) Da
in den Anwendungen der Funktionalanalysis viel mit solchen Abbildungen - also Funk-
tionen von Funktionen, letztere aufgefafit als Punkte eines Vektorraumes - gearbeitet
wird, erklart sich auf diese Weise der Name ,,Funktionalanalysis®.

Ein groleres Teilgebiet der Funktionalanalysis ist die lineare Funktionalanalysis. Sie
befalt sich z.B. mit der Losbarkeit von linearen Gleichungen Au = f oder Eigen-
wertproblemen (Spektraltheorie). Ein anderes wichtiges Teilgebiet ist die nichtlineare
Funktionalanalysis, die sich z.B. mit Fixpunktsétzen, mehrdeutiger Losbarkeit nicht-
linearer Gleichungen A(u) = f etc. befafit.

In der Funktionalanalysis, welche mit unendlich-dimensionalen Vektorrdumen arbei-
tet, gibt es viele, im Vergleich zur Analysis im R™ ungewohnte Effekte. Wir zdhlen
einige von diesen auf:

a) Surjektive lineare Abbildungen konnen einen nichttrivialen Kern ha-
ben.

Beispiel: Sei V' = {(c1,¢2,¢3,...)|¢; € R} der unendlich-dimensionale Vektorraum
mit der komponentenweisen Addition als additiver Verkniipfung und der komponen-
tenweise Multiplikation mit Skalaren o € R als Skalarmultiplikation. (Man konnte
V' = R* oder besser R schreiben.) Die lineare Abbildung A : V' — V sei definiert
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durch

Ac = (co,c3,¢4,...), c=(c1,09,03,...).

Offensichtlich ist A(V) =V, aber A(¢y,0,0,...) = (0,0,...).

b) Ist der Kern N(A) einer linearen Abbildung trivial, so ist A nicht not-
wendig surjektiv.

Beispiel: V' sei wieder wie oben definiert. Es sei Ac = (0,c¢y,¢a,¢3,...). Aus Ac =0
folgt ¢ = 0, also N(A) = 0. Offensichtlich ist aber A(V') echter Teilraum von V.

Die in a) und b) beobachteten Effekte kénnen im endlich-dimensionalen Fall nicht
eintreten.

Man bemiiht sich in der Funktionalanalysis, durch Zusatzbedingungen an A die im
R™ bekannten Sétze zu retten.

c) Lineare Abbildungen - selbst einfachster Art - miissen keinen Eigen-
wert haben.

Beispiel: Ca,b] = Raum der R- oder C-wertigen stetigen Funktionen auf [a, b]. Sei A
diejenige lineare Abbildung, welche definiert ist durch

(Af)(z) = (sinz) - f(z), fe€Cla,bl, x¢€la,bl.

A ist also ein sehr simpler Operator, ndmlich ein Multiplikationsoperator - die Multi-
plikation mit sin x.

A hat keinen Eigenwert. Andernfalls existiert f € Cla,b], f # 0 (d. h. f ist nicht die
Null-Funktion) und A € R (oder C) mit (sinz)f(z) = Af(x). Da f # 0, existiert ein
xo € |a,b] mit f(x) # 0 fur 2 € U(zp) und es gilt

sinz = \ = const, x € Ulxy).

Dies ist nicht moglich, sin # const auf einer offenen Menge.

In der Funktionalanalysis gibt man Klassen von linearen Operatoren (= Abbildun-
gen) an, fiir die das Eigenwertproblem #hnlich wie bei n x n-Matrizen behandelt
werden kann. Auflerdem werden verschiedene Abschwéchungen des Begriffs | Kigen-
wert eingefithrt, um eine Analogie zu n x n-Matrizen zu bekommen. Zudem sind
diese Abschwéichungen durch die Quantenphysik motiviert. Hiermit beschéftigt sich
die ,,Spektraltheorie®.

d) In unendlich-dimensionalen Riumen gibt es hdufig mehrere natiirliche
Konvergenzbegriffe.

Im R" gibt es aufler der euklidischen Topologie natiirlich noch beliebig viele andere
Topologien - diese sind aber alle dquivalent.

Beispiel: V = 1% = {(c1,¢9,¢3,...) | 2 |¢]? < o0 }.
i=1

Man hat z.B. die Topologie der punktweisen Konvergenz

d—ec e dog (j — o0) fiir alle € N.
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Ferner gibt es die starke [2-Konvergenz

d—c e ||d—clp—0 (j — 00).

Hierbei ist |jw| = (3 Jwe|?)Y2.
k=1

Schlieflich kennt man noch die schwache [2-Konvergenz, die wir spiter kennenlernen.

Die drei Konvergenzen sind nicht dquivalent.

e) Lineare Abbildungen sind nicht notwendig stetig.

Sei V' der Vektorraum der Polynome auf [—2, 2], versehen mit der gleichmdjfSigen Kon-
vergenz als Konvergenzbegriff, d.h. p/ — p < ||p’ — pllec — 0 (j — o00). Hierbei ist
l4llee = max {|q(z)| |z € [-2,2]}.

Wir definieren die lineare Abbildung A : V' — V| indem wir sie auf den Basiselementen
2™ definieren:
Ax" =3"x".

Mit p,(x) = ﬁx” gilt p, — 0 (n — o0), aber
37L . 2n
Ap, = .

Die stetigen linearen Abbildungen und Klassen von unstetigen linearen Abbildungen
werden in der Funktionalanalysis besonders studiert.

Schliellich betonen wir noch, dafl man auch das Studium konkreter Funktionenridume
zur Funktionalanalysis zéhlen kann, wenn auch die Grenzen flielend sind. Es gibt
zahllose Funktionenrdume in der Analysis. Der Anfénger kennt vermutlich die Raume
Cla,b] , C*, C™, C¥, C*, L*(Q), LP(2). Man benétigt die vielen Funktionenriume
u.a., um Sétze der Funktionalanalysis einer konkreten Situation anzupassen.
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Kapitel 1

Steilkurs: Lebesgue-Malf3,
Lebesgue-Integral

1.1 Das Lebesgue-Maf

Das Mafl p(A) von Mengen A C R" ist eine natiirliche Erweiterung der intuitiven
Begriffe Lénge (1D), Flacheninhalt (2D) und Volumen (3D) von Strecken, Flidchen
und Korpern auf allgemeinere Mengen. Dabei sollen intuitiv natiirliche Eigenschaften,
wie

Positivitat des Mafles,

Ubereinstimmung des Mafies mit bekannten Formeln fiir Wiirfel und Kugeln,

- Monotonie, d.h. AC B = u(A) < u(B),

Additivitéat, d.h. p(lJ Ai) = Z,u(Ai), mit A; paarweise disjunkt,

erhalten bleiben. Dariiber hinaus soll eine moglichst grofle Klasse von Teilmengen
erfasst werden.

1.1 Definition. Fiir jede beliebige Teilmenge A C R™ definieren wir

p(A) = inf {Zvol([k); AC U Iy, Iy, ist ein offenes Intervall} :

k=1 k=1

FEin offenes Intervall I C R"™ hat die Form I = (a1,by) X ... X (ap,by,), a; < b; € R,
i =1,...,n und das Volumen vol(I) = (by —ay) - ... (by, — ay). Die so definierte
Funktion p* : 28" — RU {occ} heifit dufSeres Lebesgue Maf, wobei 28" die Menge
aller Teilmengen des R™ 1ist.

Offensichtlich ist p*(A) > 0 fiir alle A € R™ und es gilt: A C B = p*(A) < pu*(B).
Aus der Definition folgt auch, dass p* translationsinvariant ist, d.h. fiir alle x € R"
und alle A C R" gilt:

WH(A) =t (x + A).
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Allerdings kann man mit Hilfe des Auswahlaxioms zeigen, dass es disjunkte Mengen
A, B C R gibt mit (siehe Barner, Flohr, Analysis 2, S. 220 ff)

p(AUB) < p*(A) + p(B).

Also miissen wir das Mengensystem, auf dem wir ein Mafl erkldren konnen, ein-
schranken.

1.2 Definition. Fine Menge A C R" heifst Lebesgue messbar, wenn fir alle Teil-
mengen T C R™ gilt:
pr(T) = p (TN A)+p"(T'\ A).

Das System aller Lebesgue - mef$baren Mengen bezeichnen wir mit M und definieren
das Lebesgue Maj3 von Mengen M € M durch

u(M) = " (M)

e Die Identitét in 1.2 bedeutet, dass die Menge A messbar ist, wenn sie beliebige
Testmengen 7" des R™ in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt, auf denen das &uflere
Lebesgue Maf} p* additiv ist.

1.3 Satz. Fiir beliebige Teilmengen A; des R™ gilt:
e (U Aj) <Y (4. (1.4)
j=1 j=1

BEwWEIs : Sei A = | AjaZM*(Aj) < oo und sei € > 0 fest aber beliebig. Nach
Jj=1 j=1

Definition finden wir offene Intervalle I mit
e s . N I
AcUn, Y ovol(B) <w(A)+ 5
n=1 n=1

Dann gilt:

AcJn wd )<Y+
7j=1

j,n=1

e DaT C (TNA)U(T\ A) gilt, reicht es aufgrund von Satz 1.3 zu iiberpriifen
ob,
p(T) =z p (TN A)+p™(T\ A),

um zu zeigen das A mefbar ist. Man kann sich sogar auf 7" mit p*(7) < oo
beschrénken.

e Jede Funktion p*, die monoton und nichtnegativ ist, sowie (1.4) und p*(0) =0
erfiillt, heiffit AuBeres Maf3.
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e Sei X eine Menge und p* ein dufleres Mafl auf X. Fiir beliebige Teilmengen
A C X definieren wir die Restriktion p*|4 von p* durch:

pla(B) = u (AN B), VB C X. (1.5)
Man beachte, dass fiir beliebige Teilmengen A C X gilt:

B ist bzgl. u* messbar = B ist bzgl. u*|4 messbar. (1.6)

1.7 Definition. Fin System S von Teilmengen einer Menge X heifst o-Algebra,
falls:

(1) X €S,
(i1) AeS = X\AeS,

(ZZZ) A]’ES = UAJ‘GS.
=1

J

1.8 Satz. Das System aller Lebesgue-messbaren Mengen M ist eine o-Algebra.

BEWEIS :
e Offensichtlich ist R™ € M, da fiir alle T C R gilt: TNR™ =T und T\ R™ = {). Da

TAR\A) =T\A, T\(R"\A)=TnA

gilt, sind die Komplemente R™ \ A von Lebesgue - messbaren Mengen A wieder Le-

besgue - messbar.
e Seien A, B € M. Dann gilt fiir alle " C R"”

P (T) = (T'NA)+ p(T'\ A),
p(TNA) = (TNANB)+u* ((TNA)\ B).

Wenn man 7'\ (AN B) als Testmenge wihlt und die Messbarkeit von A benutzt erhélt
man:

T\ (ANB)) = p (T\ (AN B)) N A) + p*((T'\ (AN B)) \ A)
=P (TN A\ B)+p T\ A).

Aus diesen drei Identitdaten folgt sofort
p(T) =p (TN (ANB)) +p (T \ (AN B)).

Also ist M abgeschlossen bzgl. endlichen Durchschnitten (Induktion) und bzgl. Kom-
plementsbildung, also auch bzgl. endlichen Vereinigungen. In der Tat gilt:

Ja =R\ @\ J4) =R\ (R 4).

J
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e Seien A; € M paarweise disjunkt. Wahlt man T = A; U Ay und benutzt die
Messbarkeit von A; erhilt man

p (AU Ag) = p*(Ar) + p'(As),

und iiber Induktion die analoge Aussage fiir endliche disjunkte Vereinigungen. Also

gilt
o) k k 00
Zlu*(Aj) = lim Zlu*(A = lim p’ <U1 Aj) <y <U1 AJ) :
J= J= J= J=

Die umgekehrte Ungleichung gilt nach Satz 1.3, und somit haben wir bewiesen

I (U Aj) = w(4)). (1.9)
j=1 j=1
e Sei {Ar} C M eine monoton aufsteigende Folge, d.h. A; C ... C Ay C Ap 1 C ...

Wir haben
k
Ae=A U A\ 4500),

=2

wobei A; \ A,;_; paarweise disjunkt sind. Also gilt nach (1.9):

lim p*(Ay) = 1 (A)) +ZM (A \ Ap_1) (U Ak> . (1.10)

k—o0

e Sei {A;x} € M eine monoton fallende Folge mit p*(A;) < oo, dh. 4; D ... D A; D
Agy1 2 ... Dann gilt nach (1.10) und der Messbarkeit von A

p(Ay) = lim gt (Ag) = lim gt (Ar\ Ag)

= (U an) = (a0 1)

k=1

> (Ay) — (ﬂ Ak) :

Aufgrund der Monotonie von p* gilt

und somit

Lim g (Ay) = (ﬂ Ak) - (1.11)
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J
e Seien nun A; C M beliebig. Wir setzten B; = |J Ai. Somit ist B; eine monoton
k=1

aufsteigende Folge messbarer Mengen und es gilt | J Ay = |J By. Fiir T C R” beliebig,
k k
mit ©*(T") < oo gilt unter mit Hilfe von (1.6), (1.10), (1.11):

- (m ¥ Ak> » <T\ U Ak> il (G(B@) il (ﬁ(R” \ Bk>>

k=1 k=1 k=1 k=1
= lim %7 (By) + lim 7|7 (R™\ By)
= u(T).

Somit ist |J Ax messbar und der Satz ist bewiesen. "

k=1

e Aufgrund der Komplementseigenschaft der o- Algebra M sind natiirlich auch
beliebige Durchschnitte messbarer Mengen messbar.

1.12 Folgerung. Seien A € M.

(1) Fir paarweise disjunkte Ay gilt:

BEWEIS : Wurde bereits bewiesen. n

1.13 Satz. Sei I CR"™ ein beschrinktes Intervall. Dann gilt:
w (1) =vol(I).

BEWEIS : Sei @, eine Uberdeckung von I aus offenen Intervallen. Sei .J ein kom-
paktes Intervall das in I enthalten ist. Dann gibt es p € N und @4,...,Q, welche
J iiberdecken. Wir zerlegen J in endlich viele nicht iiberlappende Intervalle J; (d.h.
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Int(J;) NInt(Jy) = 0, fir @ # k wobei Int(A) die Menge der inneren Punkte von A
ist) derart, dass J; in einem der @);, i = 1,...,p, enthalten ist. Wir haben

vol(J) = ZVOl(JZ') < ZVOI(Qi) < Zvol(@i).

Da die Differenz vol(I) — vol(J) beliebig klein gemacht werden kann folgt

vol(I) < Z vol(Q;)

d.h. nach der Definition des duleren Mafles p* gilt

vol(I) = u*(I).

1.14 Satz. (a) Jede offene Teilmenge des R™ ist messbar.
(b) Falls p*(A) =0, dann ist A messbar.

BEWEIS : Sei H = (—o00,¢) x R"! d.h. ein Halbraum und sei T C R", mit p*(T) <
oo beliebig. Fiir € > 0 existieren offene Intervalle ); mit:

TclJ@, D vol(@) < p(T) +e.
et =1

Wir nehmen offene Intervalle I;, K; derart
LUK; 2Q;, @ NHCI, @Q;\HCKj,
W) + p(KG) < Q) +e27
Nach Folgerung 1.12 gilt:
pH(TOH)+p (T\H) <Y vol(I;) + Y vol(K;)
] J

J
< p(T) + 2.

Da ¢ beliebig war ist der Halbraum H messbar. Jede offene Menge kann als Vereini-
gung von abzdhlbar vielen Intervallen dargestellt werden. Jedes dieser Intervalle ist
der endliche Durchschnitt von Halbrdumen. Da M eine o-Algebra ist ist also jede
offene Menge messbar. Sei A derart, dass p*(A) = 0. Dann gilt fir beliebige " C R

pi(T) < p (TOA) +p (TN A) < pt(T\ A) < p*(T),

also ist A messbar. =
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e 7Zu jedem System 7 von Teilmengen des R™ existiert eine kleinste o-Algebra
S, die das gegebene System 7 enthélt. (Man nehme den Durchschnitt aller 7°
enthaltenden o-Algebren.) Man sagt, dass S von 7 generiert wird. Die von den
offenen Mengen generierte o-Algebra heifit Borel o-Algebra. Satz 1.14 zeigt,
dass die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen die Borel o-Algebra enthélt.

1.15 Satz. Fir A CR" gilt
p(A) = inf{u(G); G offen, G O A}.
BEWEIS : Aus der Monotonie von p* folgt
p*(A) <inf{u(G); G offen, G D A} .
Sei p*(A) < oo, dann gibt es fiir alle ¢ > 0 offene Intervalle @); mit
AclJn  mlJ@) < vol@) <u(A) +e.
j=1 i=1 i=1

Somit gilt auch die andere Ungleichung, denn

inf{(@), G offen} < inf {u( U Qj), Q; offene Intervalle}
J

< p(A) +e¢.

und € > 0 ist beliebig. ]

Durch den Ubergang zum Komplement kann man zeigen (siche Evans Measure Theory
and fine properties of functions S. 8)

1.16 Satz. Sei A C R"™ messbar. Dann gilt
w(A) = sup{u(K); K kompakt, K C A}.
1.17 Satz. Set A CR"™. Es sind dquivalent:
(i) A ist messbar,
(it) fiir jedes beschrankte Intervall I gilt:

pr) = pr (I A) +p*(I\ A),

(iti) fir alle € > 0 existiert eine offene Menge G O A mit u*(G'\ A) < ¢,

(iv) es gibt eine Gs-Menge D D A, d.h. D ist der abzihlbare Durchschnitt offener
Mengen, mit p*(D\ A) =0,

(v) es gibt eine Fs-Menge B;, d.h. B; ist die abzihlbare Vereinigung abgeschlossener
Mengen, und eine Gs-Menge B, mit B; C A C B, und p*(B. \ B;) = 0.
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BEWEIS : (i) = (i7) ist klar. Wir nehmen nun an, dass (i7) gilt, wihlen ein beliebiges
e > 0 und bezeichnen I, = (—k, k)". Aus Satz 1.15 folgt die Existenz offener Mengen
Gk und Hk mit IkﬂAg Gk, Ik\Ag Hk
/L(Gk) S ,U*(Ik: N A) + 52_k ,

Wir kénnen annehmen, dass Gy und Hj Teilmengen von I sind und also G \ A C
Gy N Hy, gilt. Aus (i7) und der Messbarkeit offener Mengen und I, = Hy U (Gy \ Hy)
folgt:

1(Ik) + (G N Hy) < p(Hy) + w(Gr \ Hy) + p(Gy 0 Hy)
n(Hy) + p1(Gr)
< (I \A) + pt (I, N A) +e277!
= ,u(]k) + 82_k+1 .

Wir setzen G = |J Gy und da u(1;) < oo gilt:
k=1

p(G\A) < u(Gen Hy) < 2,
k

d.h. (i) gilt. (797) = (iv) ist klar (man setzt D = ()G 1, mit G1 aus (4i7)). Um
(iv) = (v) zu zeigen, wendet man (iv) auf A und R" \ A an und erhélt Mengen
B. DA DDOR'\ A mit p*(B.\ A) = 0 und p*(D \ (R"\ A)) = 0. Wir setzen
B; = R™\ D und erhalten

0 <™ (Be\ Bi) < p*((Be\ Bi) \ A) + p*((Be \ Bi)) N A) <0,

denn (B, \ Bi)\AC B.\Aund (B.\B)NA=A\B,=A\(R"\D)=AND =
D\ (R"\ A). Falls A (v) erfiillt, haben wir A = B; U (A \ B;) mit messbaren Mengen
B; (abgeschlossene Mengen sind messbar und M ist abgeschlossen bzgl. abzéhlbaren
Vereinigungen) und A\ B; (A\ B; € B, \ B; und p*(B. \ B;) = 0 plus Satz 1.14 b).
Also ist A messbar. (]

Der hier vorgestellte Zugang kann vollig analog auf beliebige Mengen X verallgemei-
nert werden. In diesem Falle werden folgende Begriffe und Bezeichnungen benutzt:

e Sei S ein System von Teilmengen von X. Eine nichtnegative Funktion p: S —
[0, 0o] heifit MaB, falls

(1) S eine o-Algebra ist,

(i) u(@) =0,
(79) fiir jede Folge paarweiser disjunkter Mengen A; € S gilt:

1 (U Aj) = Z,U(Aj) -

Das Tripel (X, S, 1) heift Mafiraum.
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e Aus (uii) folgt, dass u monoton ist, dh. A C B = pu(A) < u(B). Die
Eigenschaft (ii7) heifit o-Additivitit.

e Man sagt, dass ein Mafl endlich ist, falls ;(X) < oo; im Falle u(X) =1
spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsmafl. Eine Teilmenge A C X
heifit o-endlich, falls man Mengen By; u(By) < oo findet mit A = | By.

k

e Ein Ma8 heifit vollstindig, wenn folgendes gilt:!
BeS, wB)=0, ACB = AecS.
Eine Menge mit Mafl Null heifit Nullmenge.

e Sei p ein Mafl auf X und EF € §. Wir definieren die Restriktion des Mafles
p auf E durch p|g(A) = p(ANE) fir A € § und bezeichnen mit Sp die
o-Algebra {M € §, M C E} von Teilmengen von E. Auf S definieren wir
ple(M) = p(M) fir alle M € Sg. Somit tibertragen sich alle Eigenschaften des
Mafiraumes (X, S, 1) auf (F,Sg, it|g).

e Wir haben also gezeigt, dass das Lebesgue Mafl p auf M ein vollstandiges,
o-endliches Maf ist, wobei alle Borel Mengen Lebesgue - messbar sind. Die
Restriktion des Lebesgue Mafles auf beliebige messbare Mengen A hat vollig
analoge Eigenschaften wie das Lebesgue Mafl auf R"™.

1.2 Messbare Funktionen

In Sektion 1.1 haben wir gesehen, dass es gute Griinde gibt das Lebesgue Maf3 nicht
auf allen Teilmengen des R"™ zu definieren. Analog kann man auch nicht erwarten
eine verniinftige Integrationstheorie fiir beliebige Funktionen zu erhalten. Also muf
man sich auf ein angemessenes System von Funktionen beschrénken, das natiirlich
beschrinkte glatte Funktionen und Indikatorfunktionen von messbaren Mengen ent-
halten soll. Fiir A € M ist die Indikatorfunktion x4 : R" — R definiert durch

0 r g A,
XA(x):{l r € A.

Im folgenden sei (X, S, i) ein vollstdndiger Massraum. Man stelle sich das Lebesgue
Maf3 auf R™ oder messbaren Teilmengen des R"™ vor.

2.1 Definition. Sei D € S. Eine Funktion f : D — R = RU{+oco} heifit u-messbar
auf D, falls die Menge

{reD; f(x)>a}=A{f>a}

p-messbar ist fir alle a € R.

1Sei X eine Menge und S eine o-Algebra, die nicht alle Teilmangen von X enthiilt. Das Maf p
definiert durch p(A) = 0 fiir alle A € S ist nicht vollsténdig.
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e Da o-Algebren abgeschloflen bzgl. des Komplements sind, ist f messbar genau
dann, wenn {f < a} € S fiir alle a € R ist. Da

(za)=>a-1)

gilt, kann man in der obigen Definition die Bedingung {f > a} € S durch
{f > a} € S ersetzen.

2.2 Satz. Seien f,g auf D definierte messbare Funktionen. Dann gilt:
(1) {f <gt={zeD; flz)<yg@)}eS,
(ii) f~1(o0), f1(~00) € S.

BEwWEIS : Da

{r<at=Udr<an{g>qp,

q€Q
f_l(oo) = m{f > n}>
neN
gilt, folgen die Behauptungen sofort. [

2.3 Satz (Eigenschaften messbarer Funktionen). Seien f,g: X — R, f,: X —
R messbare Funktionen, A € R und ¢ eine stetige Funktion definiert auf einer offenen
Menge G C R. Dann sind auch die folgenden Funktionen messbar

(1) M, f+ g max(f,g),min(f,q), f*, f7,1f], fg, f/g falls g # 0,

(13) sup fy,inf f,,limsup f,, liminf f,,, lim f,, falls der Grenzwert existiert,

(i4) o f, falls f(X)C G.

BEWEIS : (i) Da {po f < a} = {z; f(x) € ¢} (—00,a)} und ¢! (—0c0, ) eine
offene Menge ist, die also als abzédhlbare Vereinigung von offenen Intervallen dar-
gestellt werden kann, welche wiederum Durchschnitte von Halbgeraden der Form
(—00,a), (b,o0) sind, ist die Behauptung klar.

(1) Sei @ € R. Die Messbarkeit von Af ist klar. Es gilt {f +g > a} = {f > a — g}.
Aber a — g ist messbar und Satz 2.2 liefert die Behauptung. Die Funktionen |f]|, f?
und é sind nach (i7i) messbar. Wir haben

f+:max(f,0), f_:max(—f,()),
Fo=5(/+9) =1 ~4).
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(i4) Wir haben
{sup f > a} = J{fn > a},
{ngffn > a} = ﬂ{fn > a}v

welches die Messbarkeit von sup f,, und inf f,, liefert. Die Formeln

hm 1nf fn =sup lIlf fns

m>1n m

limsup f, = 1nf sup fn

n—oo n>m

beenden den Beweis. m

e Der Tréager einer messbaren Funktion f : R™ — R ist die Menge

supp(f) = {z € R*; f(x) #0}.

e Sei Q C R” eine offene Menge. Wir bezeichnen mit C(§2), C*(Q) bzw. C*°(Q) die
Menge der stetigen, k-mal stetig differenzierbaren bzw. unendlich oft differen-
zierbaren Funktionen. Mit Cy(Q), CE(Q) bzw. C5°(£2) bezeichnen wir die Teil-
mengen der obigen Rdume bestehend aus Funkionen mit kompakten Trégern,
d.h. supp(f) CC Q. Hierbei bedeutet A CC €2, dass A C Q und A eine kompakte
Menge ist.

2.4 Satz (Lusin). Sei A C R" eine offene Menge mit pu(A) < oo und f : R* — R
messbar. Fir alle e > 0 existiert eine kompakte Menge K = K(g) C A so, dass

(i) WA\ K) < =;
(i1) flx ist stetig.
BEWwWEIS : Fiir alle ¢ € N seien {Bij};; C R paarweise disjunkte Borelmengen mit

U Bij = R so, dass fiir den Durchmesser gilt: diam (B;;) < 1. (Man nehme Intervalle
j=1
der Form (Z, (Jt.l)] ) Dann sind die Mengen A;; = AN f(B;;) messbar und es

gilt A = (J Aj;. Satz 1.16 liefert die Existenz kompakter Mengen K;; C A;; mit
j=1
1(Aij \ Kij) < 57 . Dann haben wir

M(A\UKij> =M<UAij\UKij>
(U] <5
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N 00
Da lim p (A\ U Kij) =pu (A\ U Kij) gilt, existiert eine Zahl N (i) mit

9
=1

N(5)
Die Menge D; = U K;; ist kompakt. Fiir alle 4,7 wiahlen wir ein b;; € B;; und

definieren ¢; : D; — R durch g;(x) = b;; fiir x € Ky (7 < N(4)). Da K, ..., King
kompakte disjunkte Mengen sind haben sie einen positiven Abstand voneinander. Also
ist g; stetig. Wir haben auch

S| =

[f(2) —gi(2)| <= VeeD;. (*)

Wir setzen K = [ D;. Diese Menge ist kompakt und es gilt
i=1

WA\ K) gi (A\ D)

Aus (*) und der Definition von K folgt, dass g; gleichméfig gegen f auf K konvergiert.
Also ist f|x stetig. n

Es gilt folgende, stérkere Version vom Satz von Lusin.

2.5 Folgerung. Unter der Voraussetzung von Satz 2.4 gibt es ein g € Co(A) mit
sup |g(z)| < sup |f(z)]
zER" zERn
p{z e R fx) # g(x)}) <e

BEWEIS : Evans S. 16. =

2.6 Definition. Fine Treppenfunktion f ist eine endliche Linearkombination von
Indikatorfunktionen messbarer Mengen, d.h. es gibt a; € R und A; € S mit

f = ZaiXAi :
=1

o Treppenfunktionen nehmen also nur endlich viele Werte an.

2.7 Satz. Sei f > 0 eine messbare Funktion. Dann existiert eine monoton steigende
Folge { f,} nichtnegativer Treppenfunktionen mit f, /" f.

BEWEIS : Firm € Nund £ =1,2,..., m2™ setzen wir

k—1
r={reX;——

o < f(2) < Qﬁm}
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und definieren

%, falls x € F, .,
fm xr) =
(@) m, falls 2 € X \ U Fnk -
k

Offensichtlich sind f,,, Treppenfunktionen fiir die gilt: f,,(z) / f(z) fir allex € X. =

Da im Allgemeinen Nullmengen fiir die Integration keine Rolle spielen ist folgender
Begriff von fundamentaler Bedeutung.

2.8 Definition. Wir sagen eine Funktion h ist fast iiberall definiert, falls der Defi-
nitionsbereich D € S die Bedingung u(X \ D) = 0 erfillt. Seien f und g Funktionen,
die fast iberall auf X definiert sind. Wir sagen f(z) < g(x) fast diberall, falls es
eine Menge N € § gibt mit f(N) = 0 und f(z) < g(x) fir allex € X \ N gilt.

e Analog wird der Begriff .fast tberall oder .fast alle® in anderen Zusam-
menhdngen verstanden, z.B. fast iiberall Konvergenz.

e Die Relation ,f = g fast iberall* ist offensichlich eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der messbaren Funktionen. Man kann also eine gegebene Funktion f
auf einer beliebigen Nullmenge beliebig umdefinieren und bleibt in der gleichen
Aquivalenzklasse.

In den weiteren Kapiteln werden wir oft nicht zwischen der Funktion f und ihrer
Aquivalenzklasse [f] unterscheiden. (Etwas ungenau aber sehr praktisch.)

2.9 Satz (Egoroff). Sei A C R" messbar mit p(A) < oo und seien f, : A — R
messbare Funktionen mit f, — g fast diberall. Dann existiert fir alle ¢ > 0 eine
messbare Menge B C A mit

(1) n(A\ B) <e,
(1) frx = g gleichmdflig auf B.

BEWEIS : Sei C;; = U{z € Alfi(x) —g(x)] > 27}, 4,5 = 1,2,.... Dann ist
k=j

Cij+1 C Gy fiir alle 4, j € N. Da 1(A) < oo haben wir mit Folgerung 1.12 (iii)
hm,u <ﬂC’”): , 1=1,2,...

Also gibt es ein N (z) mit u(Ci n)) < €27°. Wir setzen B = A\ |J C; y(i) und erhalten
i=1

g

Fiir alle 4, alle x € B und alle n > N (z) gilt

d.h. f, = g auf B. L]
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1.3 Das Lebesgue Integral

Das Riemann Integral der Indikatorfunktion eines beliebigen Intervalls ist gleich seiner
Lange. Demzufolge ist es natiirlich fiir das Lebesgue Integral

/XAdH:N(A)a AeS,

zu fordern. Dariiber hinaus sollten Additivitdt und Monotonie des Integrals gelten
und das System der integrierbaren Funktionen so grofl wie moglich sein. Im folgenden
sei (X, S, u) ein vollstéandiger MaBraum. Im Falle des Lebesgue Maflies 4 im R™ werden
wir die traditionelle Integralnotation, d.h.

[raei= [ 1

benutzen. Treppenfunktionen haben eine Darstellung

f =Y Bixs,
j=1

mit 3; € R, B; € S, wobei B; paarweise disjunkt sind. Allerdings ist diese Darstellung
nicht eindeutig.

3.1 Lemma. Seien Aq,...,A,, € S und By,...,B, € S paarweise disjunkte Mengen
und seien o, 3; nichtnegative reelle Zahlen. Dann gilt:

Z%’Xm < ZﬁjXBj = Z%M(Ai) < ZﬁjM(Bj)~
1=1 j=1 i=1 j=1

BEWEIS : Wir setzen ap = Gy = 0, 49 = X\ JA, Bo = X\ U B;. Fur
=1 j=1
i€40,...,m},j €{0,...,n} gilt entweder A; N B; = 0 oder o; < ; und somit?:

ZOW(A@-) =D Y am(ANB) <Y Y Biu(AiNBy)

i—0 j—0 i—0 j—0
<> Biu(By).
=0
| ]

3.2 Definition. Sei D € § und s eine nichtnegative Treppenfunktion mit einer Dar-

stellung s = ZBJXBJ., wobei B; paarweise disjunkt sind und 3; > 0. Wir setzen
j=1

/sdu = Zﬁj,u(D N B;).

D 7=l

2Hier und im Folgenden benutzen wir die Konvention 0-00 =00-0 =10
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e Lemma 3.1 zeigt, dass die Definition des Integrals einer Treppenfunktion unabhdngig
von threr Darstellung ist.

3.3 Definition. Sei f > 0 eine messbare Funktion und D € S. Wir definieren das
Lebesgue Integral

/f dp := sup /s du; 0 < s < f auf D,s Treppenfunktion
D D

e Nach Satz 2.7 existiert fiir jede nichtnegative messbare Funktion f eine Folge von
Treppenfunktionen s, > 0, s, / f. Dies zusammen mit Satz 3.6 ist die Idee hinter
unserer Definition des Lebesgue Integrals.

e Lemma 3.1 zeigt wiederum, dass die Definitionen 3.2 und 3.3 im Falle einer Trep-
penfunktion f {ibereinstimmen.

3.4 Definition. Sei f eine auf D € S definierte messbare Funktion. Wir setzen

[[fdurzD/f*du—[[f‘du,

falls wenigstens eins der Integrale auf der rechten Seite endlich ist.

o Sei f eine auf X definierte Funktion und sei M € S. Dann gilt offensichtlich

AlfduzX/fodﬂ,
deu:X/fdv,

wobei v = p|yr die Restriktion von p auf die o-Algebra Sy = {A € S, A C M}
ist. Also ist es keine Finschrinkung der Allgemeinheit wenn wir im weiteren
nur Integrale tiber ganz X betrachten.

e Fulls f nur fast diberall auf X definiert ist, d.h. es existiert ein D € S, so dass
f auf D definiert ist und u(X \ D) =0, dann setzen wir

[tin=[1dn,

X D

falls das Integral auf der rechten Seite definiert ist.

3.5 Definition. Die Menge aller messbaren fast tiberall auf X definierten Funktionen
f, deren Integral definiert ist wird mit L*(u) oder L* bezeichnet. Weiter bezeichnen
wir

c-cw={recws [ra erf,

und sagen, dass Elemente f € L'(u) integrierbare Funktionen sind.
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Das Herzstiick der Lebesgueschen Integraltheorie ist der folgende Spezialfall des Satzes
iiber monotone Konvergenz.

3.6 Satz. Seien f, > 0 messbare Funktionen auf X und gelte f, /' f, dann gilt:
fin [ o= / fp.

BEWEIS : f ist als Grenzwert mefibarer Funktionen wiederum mefibar und nicht
negativ. Also sind alle Integrale definiert. Aus f, < f,41 und der Definition 3.3 folgt,

dass {[ f.du} eine nichtfallende Folge reeller Zahlen ist, deren Grenzwert wir mit
X
a bezeichnen, d.h. o = lim fon du. Da f, < f gilt haben wir also a < fo du.

Falls a = oo ist die Behauptung des Satzes klar. Sei nun @ < oo und sei s eine
Treppenfunktion mit 0 < s < f. Wir werden in mehreren Schritten zeigen, dass
[ sdp < o ist, was sofort die Behauptung liefert.

(a) Sei 7 € (0,1) und sei E,, :={z € X; f,(z) > 7s(z)}. Dann ist £, € S, E, C
E,ypyund | E, = X. Inder Tat, falls f(z) = 0 dann ist x € Fy; falls f(z) > 0

n=1
dann ist 7s(x) < lim f,(x). Also gilt nach Folgerung 1.12 (73) fir alle A € S

lim p(E,NA) = pu(A).

n—oo

k
(b) Sei s = Zﬁjxgj, wobei B; paarweise disjunkt sind. Dann haben wir
j=1

/fndu> /fndu> /Tsdu—T/Zﬁij dp

E'!L

= TZ@‘M(BJ' NE).
j=1

(¢) Wenn wir in dieser Ungleichung zur Grenze n — oo iibergehen erhalten wir
unter Benutzung von (a)

k
a> TZﬁju(Bj) = T/S du .
j=1

X

Da 7 € (0,1) beliebig war erhalten wir a > [y.s dpu.
u

3.7 Lemma. Sei g € L* und f eine messbare Funktion mit f = g fast tberall. Dann
gilt:

feL(n) undX/fduz/gdu~

X
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BEWEIS : Sei D € S mit f = g auf D, u(X \ D) = 0. Dann gilt:

/fdu /fdu /gdu

ist definiert. -

Dies ist die genaue Formulierung der Aussage: , Mengen mit Mafl Null spielen fiir das
Integral keine Rolle.“

3.8 Lemma. Seien f1, fo nichtnegative messbare Funktionen. Dann gilt:
/(f1+f2)dM: /f1d,u+/f2du.
X X X

B S.:
asv Eg‘eien f1, fo Treppenfunktionen. Dann gibt es paarweise disjunkte Mengen
Ao, ..., Ay, Bo,...,B, und nichtnegative reelle Zahlen «;,5; mit |J A; =
=0

U Bj=X und f = Zam, fa= Z@XB Es gilt:
7=0

/f1+f2 dp = Zzaﬁ—ﬁ] (4i N B;)

=0 j=0

= Zaiﬂ<Ai) - Zﬁju(Bj)

:!ﬁ@+!ﬁ@.

(b) Im allgemeinen Falle finden wir Folgen von nichtnegativen Treppenfunktionen
{si}. {s2} mit sL /7 f1, s2 / f» und benutzen Teil (a) sowie Satz 3.6. n

3.9 Satz. Es gelten:
(a) Falls f € LY, dann ist [ fast diberall endlich.

(b) Fiir f,g € L* und o, 3 € R gilt:

/(Oéf+ﬂg)du=a/fdu+ﬁ/gdu.

X

(c) Aus f € L' folgt |f| € L' und es gilt die Abschitzung:

X/fdu sX/m .

(d) Aus f,g € L' folgt max(f,g), min(f,g) € L.
(e) Sei f messbar, g € LY und gelte | f| < g, dann gilt auch f € L.
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BEWEIS :

(a) Sei f € LY und A :={z € X; f(z) = oco}. Dann ist A messbar und es gilt fiir
allen € N: 0 < nyus < f*. Also haben wir 0 < [nxadp < [ fTdu < oo
und somit

1
pA) << [frdu, e,
X

was p(A) = 0 liefert. Analog geht fiir die Menge B := {z € X; f(x) = —o0}

vor.
(b) Aus der Definition des Integrals folgt sofort [,afdu = ofy fdp fir alle f €
LY o€ R.Fiir f,g € L! schreiben wir f = fT—f~, g=¢"—¢g und h = f+g
(aufgrund von (a) ist h fast iiberall definiert). Es gilt:
h=ht—h"=f"—f +g¢g"—g
und Lemma 3.8 liefert, da alle Funktionen messbar sind,

/h*d,u+/f_du+/g_du:/f+du+/g+du~l—/h_d;¢.
X

X X X X X

Die Behauptung folgt nun, wenn wir beachten, das [ T dpund / I~ dp endlich
sind. Dies ist aber der Fall, da

0<h"=(f+g9)" <f +g"
und die rechte Seite eine integrierbare Funktion ist.

(¢) Fiir f e LY gilt: |f] = f*+ f~ € L nach (b). Also
fdu| =\ [ fTdp— [~ du
Jro-lfre]
<[ frdul+| [ f du
[raf+]

:X/f+du+X/f_d/L:X/|f| .

(d) Die Behauptung folgt sofort aus (b) und (c), wenn man beachtet, dass

max(f, g) = %(f+g+|f—g|>-

Analog fiir min(f, g).
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(e) Fiir eine messbare Funktion f ist auch f* messbar und es gilt:

OS/f+du§/gdu<oo,

X X

da 0 < f+ < |f| < g. Also ist f* € £! und analog zeigt man f~ € L' Da
f=fT— f gilt, folgt die Behauptung.
|

Séatze iiber das Vertauschen von Integral und Grenzwert haben eine zentrale Bedeu-
tung in der Integrationstheorie und ihren Anwendungen.

3.10 Satz (Levi, monotone Konvergenz). Sei {f,} eine Folge messbarer Funk-
tionen mat f, /' [ fast tiberall und ses fo1 dp > —oo. Dann gilt:

lim /fndu:/fdu.
X X

BEWEIS : Der Satz wurde schon im Spezialfall f,, > 0 und f,, /" f iiberall bewiesen
(Satz 3.6). Der allgemeine Fall kann darauf zuriickgefithrt werden. Wir dndern f,, f
auf einer Menge vom Maf3 Null derart, dass f,, / f iiberall. Aus f,, > f; und f; € L*
folgt f, € L* fiir alle n € N. Falls fir n > ny [, fodu = oo ist die Behauptung
klar. Sei also f,, € £! fiir n € N. Wir setzen g, = f, + f; € £!, da f; € L! nach
Voraussetzung. Die Folge g,, besteht aus nichtnegativen integrierbaren Funktionen mit
gn /" [+ f1 . Satz 3.6 liefert also

/gndu—>X/(f+ff)du.

X

Da f~<frellund f+ f; = ft+ (fif — f7) liefert Lemma 3.8

Jo=au= [+ [0 - 5)d

X X X
— [sran= [1du+ [ 17 au
X X X
Z/fdwr/ffdu-
b'e X
Dies zusammen mit

/fndMZ/gndu—/fldu—>/(f+f1)du—/f1du

liefert die Behauptung. "
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3.11 Satz. Fliir nichtnegative messbare Funktionen f, gilt

[ tuin=3 [ 1.du
X n=1 n:lX
BEWEIS : Folgt sofort aus Satz 3.6 und Lemma 3.8. [

3.12 Satz (dominierte Konvergenz). Sei {f,} eine Folge messbarer Funktionen
mit f, — [ fast iberall. Wenn es eine Funktion h € L' gibt mit |f,| < h fast iberall
fiir alle n € N, dann gilt f € L' und

lim fndu:/fdu.

X X

BEWEIS : Der Beweis kann auf Satz 3.10 zuriickgefiihrt werden, wenn man be-
achtet, dass f = limsup f,, = liminf f,,. Wir setzen s, = sup{f., fot1,---}, tn =
inf{f,, fos1,...}. Dann gilt —h <t, <s, < h, s, \, f,tn, / [ fast iiberall und

—oo</—hdug/tld,ug/sld,ug/hd,u<oo.

X X X X

Satz 3.10 liefert also

n—oo

/mms/%ms/%w

X X X

/fdu— lim /t dp = lim sndu,

was zusammen mit

die Behauptung gibt. [

3.13 Folgerung. Sei {h,} eine Folge messbarer Funktionen und g € L'. Falls die
Reihe Zhj fast diberall konvergiert und falls fiir alle n € N gilt

j=1

il <y fast tiberall,

dann gilt auch
/ Zh du = Z / hdu .
x J=1

BEWEIS : Folgt sofort aus 3.12. n
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3.14 Lemma (Fatou). Sei {f,} eine Folge messbarer Funktionen und g € L'. Aus
fn = g fast dberall fir alle n € N folgt

n—oo

/hm inf f,, dp < liminf /fn du .
X

X

BEWEIS : Wir setzen g, := inf{ f,; £ < n}. Dann haben wir g, " liminf f,, und wir

konnen Satz 3.10 anwenden. m

3.15 Satz. Sei f > 0 eine messbare Funktion. Aus fo du = 0 folgt f = 0 fast
tiberall.

BEWEIS : Wir setzen 4, = {z € X; f(z) > +}. Aus UA ={z e X, f(z) >0}
und 0 < x4, < nf folgt sofort p(A,) =0 und somit die Behauptung "

3.16 Folgerung. Sei f € L' und fEf dp = 0 fiir alle messbaren Mengen E. Dann
folgt f =0 fast diberall.

BEWEIS : Wir setzen E = {f > 0}. Dann haben wir 0 = [, fdu = [, f" du. Aus
Satz 3.15 folgt f* = 0 fast iiberall. Analog fiir f~. "

3.17 Folgerung. Seien f,g € L'. Aus

E/fdué/gdu

E

fiir alle messbaren Mengen E folgt f < g fast tiberall.

BEWEIS : Wir setzen h = (f — g)*. Dann gilt A > 0 und

OS/hd/F / (f—9)dn<0.

E En{h>0}

Satz 3.15 liefert (f — g)™ = 0 fast iiberall, d.h. f — ¢ < 0. "

3.18 Definition. Sei 1 < p < co. Wir bezeichnen mit L? = LP(X, S, u) die Menge
aller messbaren Funktionen f mit

JR
X

Die Grofe

T / £ dp (3.19)
X



26 Steilkurs: Lebesgue-Maf3, Lebesgue-Integral

heifft LP-Norm der Funktion f € LP. Mit L = L2(X, S, 1) bezeichnen wir die Menge

aller messbaren Funktionen f fir die eine Konstante K € R existiert mit

IfI < K fast dberall.

Die Grdfse
Il =esssupf(@)| = inf sup |f(x)] (3.20)
zeX W(M) =0 zeX\M

heifst L>°-Norm der Funktion f € L.
Im folgenden werden wir zeigen, dass die so definierten Groflen wirklich Normen sind.

3.21 Lemma (Young—Ungleichung). Sei p,q € (1,00) mit ¢~ + p~' = 1. Fiir

nichtnegative Zahlen a,b gilt
al bl
ab < — + —.
p q

BEWEIS : Sei ab > 0. Die Konkavitat der Funktionen In liefert

P 1 1
In (a_ + b—) > —Inad’+ -Inb? =Ina+Inb = In(ab) .
p q b q

Da In monoton wachsend ist folgt die Behauptung. [
3.22 Lemma (Ho6lder—Ungleichung). Sei f € LP und g € L7 mit p,q € [1, 0],
g4+ pt=1.3 Dannist fg € L' und es gilt:

/mmswmwm
X

BEWEIS : Der Fall p = 1 ist klar. Sei also p € (1,00). Sei s = [|f|,,t = [|g],- Wir
konnen annehmen, dass st > 0. Aus Lemma 3.21 mit a = |f(z)| /s, b = |g(x)]| /t folgt
fiir alle x € X

p q
f@)g(z)  @lg@)|  f@I" | g
st - st ~ psP qt?

Also gilt:

1 1 1 1 1

5 [todn] < [1017 dus = [lal du= 42 =1,

st psP qt? P q

X X X

was die Behauptung ist. [

3.23 Lemma (Minkowski—Ungleichung). Seip € [1,00] und f,g € LP. Dann ist
f+ g€ LP und es gilt:
If +all, < [If1l, + llgll, -

3Wir benutzen die Konvention, dass p = 1,q = oo in der Identitit ¢g=' +p~! = 1 enthalten ist.
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BEWEIS : Der Fall p = 1 folgt aus der Dreiecksungleichung in R. Fiir p = oo sei
|f] < M fast iiberall und |g| < N fast iiberall. Dann ist |f 4+ g| < M + N fast iiberall
und die Behauptung folgt. Sei also p € (1,00). Aus Lemma 3.22 folgt mit ¢ = z%

p
/’ff [f gl du < /If!” dp /|f+g\(’"”q dp
X i b

-1
= I, I1f + gl

und analog

/wuf+m“2msumﬂu+gm*.
X
Somit erhalten wir
|u+g%=i/v+yfdusjﬁﬂu+gv1wk+/wuf+W’%m
X X X

< (ILFIL, + Ngl)ILf +glly ™
welches die Behauptung ist. ]

3.24 Die LP-Réume:. Lemma 3.23 zeigt, dass die Funktion f — || f|, definiert auf

LY p € [1,00] alle Eigenschaften einer Norm hat (Nichtnegativitit, positive Homo-
genitit, Dreiecksungleichung). Allerdings gibt es nichttriviale Funktionen g # 0 mit
lgll, = 0, ndmlich alle Funktionen aus

N={geLP; g=0 fast iberall} .
Um dieses Problem zu losen geht man zum Restklassenraum diber, d.h. man betrachtet

fl={g9€Ll; g=f fast dberall}
und definiert
LP = IP(X, 8, p) ={[f], f € L7} .

Auf LP definiert man die Operationen

1+l =1f +g), alf] =[af]
und die Norm
1IN, = 111, -

Diese Operationen hdangen offensichtlich nicht vom Reprdsentanten ab. Im weiteren
werden wir nicht zwischen [f] und [ unterscheiden.
Wir sagen, dass eine Folge {f,} € LP in LP gegen f € LP konvergiert * genau
dann, wenn

T — (n — ).

Man schreibt f,, — f in LP und spricht von der durch die Norm definierten Konvergenz
oder von der starken Konvergenz in L”.

4Man sagt auch beziiglich ||.||, konvergiert.
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1.4 Der Glattungsoperator

Der Satz iiber dominierte Konvergenz hat einfache aber wichtige Konsequenzen fiir
Parameterintegrale.

4.1 Satz. Sei (X,S,pn) ein Mafiraum, P ein metrischer Raum und U eine offene
Umgebung eines Punktes a € P. Ser F': U x X — R eine Funktion mit den Eigen-
schaften:

i) es existiert eine Nullmenge N C X, so dass fir alle Punkte x € X \ N die
Funktion F(.,x) stetig in a ist;

it) fir alle t € U ist die Funktion F(t,.) messbar;
iit) es existiert eine Funktion g € L'(X) so, dass fiir allet € U

[F(t, ) <g

fast diberall gilt.

Dann ist fiir allet € U die Funktion F(t,.) integrierbar, d.h. F(t,.) € L*(X), und die
Funktion

fit— [ F(t.)du
/

15t stetig in a.

BEWEIS : Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt sofort, dass F(¢,.) € L'(X)
nach Satz 3.9 (e). Die Stetigkeit der Funktion f im Punkt a ist dquivalent zu

lim [ F(t,.)dp = /F(a,.)du

Jj—00

X X

fir alle Folgen t; — a, t; € U. Dies folgt aber sofort aus Satz 3.12. [

4.2 Satz. Sei (X, S, un) ein Mafsraum, N C X eine Nullmenge und I C R ein offenes
Intervall. Sei F': I x X — R eine Funktion mit den Figenschaften:

i) fir alle x € X \ N ist F(.,x) differenzierbar in I;
it) fir allet € I ist F(t,.) messbar;

i11) es existiert eine Funktion g € LY(X) mit

iF(t,a:)

7 < g(x) fir alle x € X \ N, fir allet € I;

iv) es gibt ein ty € I so, dass F(ty,.) € L'(X).
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Dann ist F(t,.) integrierbar fir alle t € I und die Funktion
fltH/F(t,.)d/L
X

ist differenzierbar auf I mit der Ableitung

f(t) = %/F(f, )y = /%F(t, Y.

BEWEIS : Seien a,b € I, b # a, * € X \ N. Aus dem Mittelwertsatz folgt die
Existenz von ¢ zwischen a, b mit

’F(b, z) — Fla,z)

d
b—a = %F(ga'f)

< g(x).

Fiir a = ty erhalten wir also aus Satz 3.9 (e), dass die Funktion

F(b,z) — F(a, )
b—a

X —

integrierbar ist und somit auch F'(b,.). Fiir a € I folgt aus dem Satz {iber dominierte

Konvergenz
F(t;,.)— F(a,. d
lim (t:-) (a’)du:/ F(a,.)dp

Jj—00 tj —a %
X X

fiir beliebige Folgen t; — a, t; € I \ {a}. Dies liefert sofort

d s F(t,.)—F(a,.) ,  [d
7 F(a,.)d,u—lgrclb P d,u—/—F(a,.)du

X X X

4.3 Definition. Sei 0 C R" eine offene Menge. Sei J eine nichtnegative Funktion
aus C§°(2) mit den Eigenschaften

i) J(x) =0, falls ||z| > 1;
i) Jpud (@) de =1.

Fiir e > 0 definieren wir J.(z) = e "J(x/e), welche die Eigenschaften
i) J-(z) =0, falls ||z|| > ¢;

i) Jpnde(z)dr =1
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hat. J. heiffit Glattungsoperator und die Konvolution

(L*ﬂ@ﬂz/k@—yﬁwﬂw

welche fir Funktionen f definiert ist, fir die die rechte Seite Sinn macht, heifit Re-
gularisierung von f.

e Ein typisches Beispiel fiir J ist

J(z) = kexp(yp),  falls [lo] <1,
" falls [jo] > 1,

wobei k eine Normierungskonstante ist.

Bevor wir die Eigenschaften des Glattungsoperators untersuchen, zeigen wir, dass man
LP-Funktionen beliebig gut durch stetige Funktionen annéhern kann.

4.4 Satz. Sei Q C R" eine offene Menge und 1 < p < oo. Die Menge der stetigen
Funktionen mit kompakten Tragern Co(Q2) ist dicht in LP(QY), d.h. fir alle f € LP(Q)
und alle € > 0 ezistiert ein ¢ € Cy(2) mit ||f — ||, < e.

BEWEIS : Aufgrund der Zerlegung f = f* — f~ reicht es, den Satz fiir nichtnega-
tive Funktionen, zu zeigen. Sei 0 < f € LP(Q2) und € > 0. Satz 2.7 liefert die Exi-
stenz einer Folge nichtnegativer Treppenfunktionen s,, mit s, /" f punktweise. Da
0 < (sp)? < (f)P gilt, erhalten wir s, € LP(Q2). Aus (f(z) — sp(x))? < f(x)P und
dem Satz iiber dominierte Konvergenz erhalten wir s,, — f in LP(Q). Sei s, derart
gewahlt, dass

€
17 = snoll, < 5
Da s, eine Treppenfunktion ist und p < oo, muss der Triger von s,, endliches Maf§
haben. Wir kénnen annehmen, dass s,,(z) = 0 fiir x € R™ \ Q. Folgerung 2.5 liefert

also eine Funktion ¢ € Cy(€2) mit

lo(@)] < [[Snoll oo Vo € Q

o € 9 o) 2900 < (7 )

A [0l

Die Holder—Ungleichung liefert

1

s = ell, = ([ s ol 1)’
Qﬂ{sno #p}

< lsne = @lloe ul{z € 25 sng(2) # @(2)})

£ g
<2 —_ = —
= 2llnle 5,7 2

S =

Und somit haben wir [[f — ¢l|, <e. n
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4.5 Satz. Sei Q eine offene Menge des R™, f € L*(R"™) sei auflerhalb Q identisch
Null und € > 0.

(i) Fiir f € LY(Q) gilt J. x f € C®(R").
(1) Falls ® supp(f) CC Q, dann ist J. x f € C°(Q) fiir e < dist(supp(f), 99Q).
(13i) Fir fe LP(Q), 1 <p < oo, gill: J.x f € LP(Q) und
1= fll, < 1AM,
dim [T+ f = fll, = 0.
(iv) Fir f € C(Q2) und K CC Q gilt:
Eli%@r J.x f(z) = f(2) gleichmdfig auf K .

BEWEIS : Da J.(z — y) unendlich oft differenzierbar ist, liefert die wiederholte An-
wendung von Satz 4.2 die Identitét

D (J. # f)(x) = / D2 (e — ) f(y) dy (4.6)

R

wobei o = (a,. .., ay) ein Multiindex ist und D* = 021, ..., 05 gilt. Aus (4.6) folgt

1

sofort die Behauptung (7). Da J.(x —y) fiir ||z — y|| > ¢ verschwindet erhélt man auch
(ii). Sei f € LP(Q) und 1 < p < oco. Wir setzen p' = p/(p — 1), d.h. p~' + (p/)7}, und
erhalten aus der Holder-Ungleichung

\¢»

= | [J@=y) | fW)] dy
J

n

e x f(2)] < / J(x— ) dy / J(x— ) |f )P dy

Diese Ungleichung zusammen mit dem Satz von Fubini iiber das Vertauschen der
Integrationsreihenfolge (siche Evans S.22) liefert

[ e s@p o= [| [ 16— s aa

< R/ R/ J(x = )| f () dyda (4.7)
- / F@)P / T —y)dedy = | I

5Man schreibt K CC Q falls K C Q und K kompakt ist.
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Sei > 0. Nach Satz 4.4 existiert ¢ € Cy(f2) so, dass
Ui
I1f sl < 1.
Also impliziert (4.7) angewandt auf ¢ — f
Ui
[Jex o —Jex fl, < 3

Weiter gilt:

s % p(z) — plx)] = /@@—yxww—¢@»@

< sup |o(y) — ()] . (4.8)

lz—yll<e

Da ¢ gleichméBig stetig auf 2 ist, konvergiert die rechte Seite in (4.8) gegen Null fiir
¢ — 0T. Da der Triger von ¢ kompakt ist, konnen wir ¢ derart wihlen, dass

Ui

1Je o —ll, < 3

Insgesamt haben wir also || f — J x f||, < n. Somit ist (iii) fiir 1 < p < oo bewiesen.
Im Falle p = 1 folgt (4.7) direkt aus der Definition von J. * f ohne die Holder—
Ungleichung. Danach verlauft der Beweis analog. Die Behauptung (iv) folgt sofort,
wenn man in (4.8) ¢ durch f ersetzt. n

4.9 Satz. Sei Q C R" eine offene Menge. Dann ist C3°(2) dicht in LP(SY) fir
1 <p<oo.

BEWEIS : Dies folgt sofort aus Satz 4.4 und Satz 4.5 (i7), (iv). "



Kapitel 2

Hilbertraume

2.1 Der Hilbertraum

1.1 Definition. Ein Prd-Hilbertraum H (inner product space®) ist ein Vektor-
raum tber R bzw. C, in dem ein Skalarprodukt (.,.) gegeben ist, d.h. eine Abbildung
von H x H nach R bzw. C mit den Figenschaften

(1) Bilinearitat bzw. Sesquilinearitit

(cu + P, w) = a(u,w) + (v, w),
(u, az + Bw) = a(u, 2) + Blu,w) ,*

fir alle a,, 8 € R bzw. C und alle u,v,w,z € H.
(i1) (.,.) ist symmetrisch bzw. hermitesch, d.h.

(u,v) = (v,u) fiir alle u,v € H.

(111) (.,.) ist positiv definit, d.h.
(u,u) >0  fir alle w € H,
und (u,u) = 0 genau fir u = 0.

e Wir benutzen die Bezeichnung ||u]| = 1/(u,u) und werden zeigen, dass ||.|| alle
Eigenschaften einer Norm hat.

Wir notieren einige Standardfolgerungen aus den Eigenschaften des Skalarproduktes.
Zunéchst sei darauf hingewiesen, dass im komplexen Pra-Hilbertraum die Identitét

la + 0] = llall* + (a,b) + (b,a) + [IBlI* = [lal|* + 2Re(a, b) + [|b]

(Re = Realteil) gilt, da (b,a) = (a,b).

1.2 Lemma (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei H ein Prdi-Hilbertraum.
Dann gilt fir alle u,v € H
[(u, 0)] < lul] o]l

1@ ist die konjungiert komplexe Zahl zu .
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BEWEIS (fiir den reellen Fall): Es gilt

1
0< (au—gv, au—gv) = |af ull* + —5|lv]* = 2 (au, ~v),

IP

und somit
2 (u,v) < |of* Jul* + Tof lvll*. (1.3)
Mit o= ([Joll/llul))? , u # 0, folgt
(u, v) < flull f|v]].-
Ubergang von u zu —u ergibt die behauptete Ungleichung. [

BEWEIS (fiir den reellen und komplexen Fall): Es gilt mit « € R\ {0}, p € C

2
0 < (o= Zo.au = 20) = o ulP ~ 2Re(u, ) + Lol
1
Man setze a = (||v||/||u||) 2. Dann folgt
Re(u,pv) < [[ul o]l wnd  Re(p(u,v)) < |lull [lv]]
Setze p = |E“v falls (u,v) # 0. Dann folgt
[(u, )| < | o]
u
1.4 Lemma. Sei H ein Prd-Hilbert Raum mit Skalarprodukt (.,.). || .|| besitzt folgende
Eigenschaften:
(4) lowll = [af [[ull (Homogenitit),
(i1) lu+ | < Jull+ |Jv] , (Dreiecksungleichung).
BEWEIS :
. 2 _ 2112
(@) llaul” = (ou, au) = ad(u, u) = |af” [|ul]
(#) |lu+v]]* = ||lull® + 2 Re(u,v) + ||v|?
< lull® + 2| (w, )| + [lv]®
< lll® + 2 [[ullllvl] + lol* = (lull + llvl)*- .
Lemma 1.4 und Definition 1.1 rechtfertigen folgende Definition.
1.5 Definition. |ul| := \/(u,u) ist die durch das Skalarprodukt in H induzierte

Norm.
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1.6 Definition. Eine Folge (u;);en, u; € H konvergiert beziiglich ||.| (man sagt
auch in H*) gegen u € H genau dann, wenn

luj —ull =0 (J —00).

Man schreibt u; — w in H und spricht von der durch die Norm definierten Konvergenz
oder von der starken Konvergenz in H.

1.7 Lemma. Das Skalarprodukt ist beziiglich der Normkonvergenz stetig.

BEWEIS : Seien u; — w, w; — w in H. Somit ist ||u;|| < K fiir eine geeignete
Konstante K. Also gilt:

(g, wy) — (u,w)| < |(uj, w;) — (uj, w) + (uj, w) — (v, w)]
< gl lws — wl| + |lwl] [Ju; — ul|
< K Jwj —w|| + [Jw| fluj; — ull .

Daher gilt (u;, w;) — (u,w), welches die Behauptung ist. "

1.8 Definition. FEine Folge (u;)jen, u; € H heisst Cauchyfolge (beziglich ||.|)
genau dann, wenn Ve > 03lg € N mit: Vj,k > ly gilt

lu; — | < e.
Man schreibt auch etwas unprézise ||u; — ug|| — 0 fiir j, k — oo.

1.9 Definition. Fin Hilbertraum ist ein Prd-Hilbertraum, in dem jede Cauchyfolge
einen Limes besitzt. Man sagt auch: ,Der Hilbertraum st vollstindig. “

Beispiele:
a) R™ oder C" mit dem Euklidischen Skalarprodukt (.,.) sind Hilbertraume.

b) R™ oder C" mit dem Skalarprodukt
(U, U)A - (U, AU)
mit einer hermiteschen, positiv definiten Matrix A.

¢) Cla,b] mit dem Skalarprodukt

@w:jﬁw

ist ein Pré-Hilbertraum, aber kein Hilbertraum wie das folgende Beispiel zeigt.
Sei [a,b] = [0,1] und f,(2) = 0,z € [, 1], fu(x) = 1—nz,z € [0, +]. Dann gilt: f,, — f,

1
wobei f(z) =0 x € (0,1], f(0) = 1. Aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt
fn — fin L%*(0,1). Also ist f,, eine Cauchyfolge deren Limes keine stetige Funktion

ist.
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d) [? ist ein Hilbertraum. Hierbei ist

l2:{(01,cg,...)\chRoder(C,Z]cj]Q<oo}

j=1
(b,¢)z = (b, c) = Zbcj

e) L*(Q), Q offene Teilmenge des R", ist ein Hilbertraum. Das Skalarprodukt ist
erklart durch

mmp:mm:/wm.

Q
Die Vollstiandigkeit wurde auf dem Ubungsblatt 3 Aufgabe 2 bewiesen.

f) Der Sobolevraum H'?(Q), Q offene Teilmenge des R™ (siche nachfolgende Defi-
nitionen).

Wir erldutern im Folgenden dre: Definitionen des Sobolevraumes H'%(€2). Im Folgen-
den sei 2 C R" eine offene Menge und alle Funktionen seien reellwertig.

1.10 Definition. Sei H'? dic Menge aller Funktionen aus CY(Q) mit
[ (Jul* + |Vul?) dz < co. Beziiglich des (sogenannten H'2-Skalarproduktes)
Q

(u,v)lz/uvda:+/Vu-Vvdx:/uv+/ZDiuDivda:
Q Q o =1

)
ist HY? ein Prd-Hilbertraum.

1.11 Definition (Vervollstindigung). H"*(Q) ist der Restklassenraum der
Cauchyfolgen (u;)jen € H* nach den Nullfolgen (alles beziiglich der H%*-Norm,).

e Man kann sich H'? als die Menge aller Funktionen u vorstellen, fiir die eine
Cauchyfolge (u;) in der H'?-Norm existiert, so dass u; — w in L*(Q2). Die
Grosse L2-lim Vu; kann man sich als verallgemeinerte Ableitung von u vor-

J—00

stellen und schreibt Vu = lim Vu;. Durch die Restklassenbildung sieht man

j—00
Limites von Cauchyfolgen (u;), (v;) als gleich an, wenn u; —v; — 0 in A2 Die-
se Art der Definition des Sobolevraums H'? nennt man die ,,Definition durch
Vervollstandigung®.

Fiir die zweite Definition von H?(Q) (fiir den Anfinger am empfehlenswertesten)
benotigen wir zundchst den Begriff der verallgemeinerten Ableitung.

1.12 Definition. Sei u € L*(). Die Funktion u; € L*(Q) heisst (erste) verallge-
meinerte Ableitung von u beziiglich der i-ten Variablen, wenn

(w, Dip)r2 = —(us, @) 12 fiir alle ¢ € Cg°(Q). (1.13)
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e Die Funktion u; aus der Definition wird meist mit D;u bezeichnet.
e Hierbei ist C§°(2) der sogenannte Raum der Testfunktionen.

e Die Definition 1.12 ist motiviert durch die partielle Integration, falls v € C'(Q),
denn dann gilt

(u, Dip)r2 = —(Diu, )2 .

1.14 Lemma (Eindeutigkeit der verallgemeinerten Ableitung). FEs seien u;,
u; € L*(Q) verallgemeinerte Ableitungen vonu € L*(Q). Dann gilt u; = ; fast iberall.

BEWEIS :  Aus Definition 1.12 folgt, dass fiir alle ¢ € C§°(2)

/(ul — U;)pdr =0. (1.15)
Q
Da nach Satz 4.9 C§°(Q2) dicht in L?*(Q) ist, existieren ¢; € C§°(Q), mit |p;] < 2,
die fast iiberall gegen H(u; — ;) konvergieren. Hierbei ist die Heavyside Funktion H

definiert durch
1, falls s > 0,

H(z) =<0, falls s =0,
—1, fallss<0.

Einsetzen von ¢; in (1.15) und Grenziibergang j — oo, der aufgrund von Satz 1.3.12
moglich ist, liefern
Q

Nun liefert Satz 1.3.15 die Behauptung. ]

1.16 Definition (mit verallgemeinerten Ableitungen).
H"(Q) = {u € L*(Q) | u besitzt erste verallgemeinerte Ableitungen in L*(2)} .

Das Skalarprodukt wird dann mit Hilfe der verallgemeinerten Ableitungen definiert
durch

(u,v); = (u,v)2 + (Vu, Vo)rz .
1.17 Satz. H“?(Q) ist vollstindig.

BEWEIS : Sei (u;) Cauchy-Folge in H%*(Q). Dann ist (u;) auch eine Cauchy-Folge
in L*(Q) mit Limes u € L*(Q). Also gilt nach Lemma 1.7: (D, u;) EN (Djp,u) fiir
alle ¢ € C5°(Q2). Wir zeigen, dass u verallgemeinerte Ableitungen in L?(Q) hat. Da
(Dju;) ebenfalls eine Cauchy-Folge in L*((2) ist, gilt D;u; L @i € L3(Q) in L2(Q) und
—(D;ip,uj) = (¢, Diu;) EN (p, 4;) fiir alle ¢ € C§°(€2). Daher gilt @; = D;u. n
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1.18 Definition (Tonnelli). Es sei M die Menge aller Funktionen f € L*(Q) mit
der Figenschaft, dass die durch

gOz(g) = f(.Tl,(L’g, Ce ,xi_l,é,xiﬂ, .. SL’n)

definierten  Restriktionen ¢; bis auf eine Ausnahmemenge wvon  Punkten

(X1, T, Tig1, - -, L) mit  dem  (n-1)-dimensionalen Mass Null absolut
stetig ist. Die fast diberall definierte Ableitung d%%’ bezeichnen wir mit D;f. D;f
ist eine messbare Funktion. Gilt iberdies D;f € L*(Q), i = 1,...,n, so schreiben wir

f € HY*(Q). Das Skalarprodukt ist erwartungsgemdf definiert durch
(u,v) g2 = (u,v)r2 + (Vu, Vo) e .

e Damit die Definitheitsvoraussetzung gilt, muss die {ibliche Klassenbildung
durchgefiihrt werden, d.h. die Elemente von H?(Q2) sind Klassen von Funk-
tionen, die sich auf einer Menge vom Mass Null unterscheiden.

e Ein Gebiet (2, d.h. eine offene, zusammenhédngende Menge, deren Rand lokal
durch Lipschitz-stetige Funktionen beschrieben werden kann, heisst Gebiet mit
Lipschitz-stetigem Rand und man schreibt 9Q € C%!, wobei C%! die Menge
der Lipschitz-steingen Funktionen bezeichnet. Man kann zeigen, dass die drei
Definitionen fiir H%?(€2) im Falle von Gebieten mit 992 € C%! {ibereinstimmen
(sieche Necas, Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques, S. 63

ff, Alt, S. 55 ff)

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es von grosser Bedeutung,
zum Ausdruck zu bringen, dass eine H%?-Funktion am Rand des Gebietes in einem
verallgemeinerten Sinne verschwindet. Dies leistet der Raum

1

- ,2
Hég(Q) = OSO(Q)H = {U € H"? ’ Ju; € Cf° mit u; — u in H"? }
1.19 Lemma. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 0 € 2, und s < 5 — 1. Dann ist
lz|75 e HY?.
Fiir s > % — 1 ist |x|~° ¢ H"2.

BEWEIS : Der Beweis des Lemmas ist vielleicht am einfachsten, wenn man die De-
finition der Sobolevraume nach Tonnelli durchfiihrt. Die Funktion |z|~* ist dann fast
iiberall klassisch differenzierbar mit der Ableitung

V| = —sz|z| 57?2

!Eine Funktion f : (a,b) — R heisst absolut stetig, falls fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert so,

dass
N

N
D Bi—a)<d = D If(B) — flaw)| <e,

i=1 =1

fiir alle paarweise disjunkten Intervalle (o, 3;) C (a,b).
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und mit Hilfe von Polarkoordinaten erhilt man x; |z|7572 ~ |z|~*7! € L*(Q) genau
dann, wenn s < § — 1. In der Tat gilt

genau fiir n —1—2(s+1) > -1, dh. s < § — 1.

Um die im Lemma behauptete H'2-Inklusion im Fall der zweiten Definition nachzu-
weisen, arbeitet man am besten mit einer Abschneidefunktion T € C*°(R™), 7 =1 in
R" \ Bogr,7r = 0 in Bg,|V7r| < KR! Esist dann |z|~*7z € C*(R") und aufgrund
partieller Integration gilt fiir ¢ € C§°(Q2)

(Di<|x|_STR)a (IO)LQ(Q) = _(|x|_STR7 Di@)Lz(Q) - _(|x|_87 DiSO)LQ(Q) (R - O) )
da 7 — 1. Andererseits ist
(Di(|x|_STR)a @)Lz(ﬂ) = (—sx;|z| 7, )2 + (|$|_SDiTR; @)Lz(g) .
Es gilt |z|~*|D;7r| < KRR ' und somit [ |z|~*|D;7g| < ¢, KR™?*™ — 0 (R — 0),

Bor

wobei § = § — 1 — s. Somit erhélt man die Identitdt (R — 0)

—_s—2 -3 -
=s(@i |27 ) ra) = (Dill2]7), 9) 1) = — (1217, Dig9) 1 -

d.h. die verallgemeinerte Ableitung D;(]z|*) stimmt fast iiberall mit der klassischen
Ableitung —sz; |#|*? iiberein, und diese gehort zu L? unter den obigen Vorausset-

zungen. "
Fiir n = 3,4 ist also z. B. ﬁ ¢ H?, fiir n > 5 gilt die Inklusion jedoch. Fiir n > 3
ist |z|~!/* eine unbeschrinkte H'2-Funktion. Fiir n = 2 liefert Lemma 1.19 keine

unbeschrinkte H'2-Funktion. Allerdings ist

log

1
log —'

]
eine unbeschrinkte H'2-Funktion. Im Fall n = 1 sind H'2-Funktionen Holderstetig
zum Exponenten %

e Leider konnen H'2-Funktionen auf einer dichten Menge Singularititen haben,
z.B.

oo
—q )| —S . .
u(z) = g 2 ]’m—xm| , s wie im Lemma
J=0

2 durchliuft alle Punkte aus € mit rationalen Koordinaten.
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2.2 Der Projektionssatz

Ist H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum und V' ein linearer Teilraum, so gibt
es im Gegensatz zum endlich-dimensionalen Fall nicht notwendig eine Zerlegung der
Gestalt

H=VaoVt. (2.1)

Hierbei ist das ,,Orthogonalkomplement von V¢ definiert durch
Vi={zeH|(z,v)=0 YweV}.
Die Gleichung (2.1) bedeutet: Zu jedem u € H gibt es eine eindeutige Zerlegung
v=v4+w, veV, weVt.

Ein Gegenbeispiel zu (2.1) ist der Hilbertraum L?(I), I = (a,b) und der Unterraum
V = C&(I). In der Tat: Sei u € L*(I), u ¢ C3°(I). Angenommen, es wire © = v + w
mit v € C§°(I) und w € C§°(I)*, so folgt aus

/wgpd:p =0 fiir alle p € C§°(1)

I
w = 0. (Diese Implikation wurde im Beweis von Lemma 1.14 bewiesen.) Somit ist
u=uv € C§°(I), was ein Widerspruch ist.
Die Hilbertraum-Theorie startet mit dem Satz, dass die Zerlegung (2.1) fiir abgeschlos-

sene lineare Unterrdume V C H funktioniert.

2.2 Satz (Projektionssatz). Sei V' ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes
H. Dann gibt es zu jedem uw € H eine eindeutige Zerlegung

v=v+w, veEV, weV>t.
Man schreibt: H=V @ V+.

Der Beweis beruht auf der Tatsache, dass das Element v in Satz 2.2 dem Element u
,am néchsten® ist, d.h. [Ju — v|| = inf {|ju — y|| |y € V'}.

A

|

Zur Konstruktion eines solchen Elementes benotigen wir einen entsprechenden Satz
iiber die Annahme des minimalen Abstandes, den wir gleich allgemein fiir konvere
Mengen M formulieren.
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2.3 Definition. Fine Menge M C H heisst konvex, wenn fiir alle u,v € M und fiir
alle o € [0, 1] gilt
y=oau+(l—a)ve M.

M

2.4 Satz. Es sei M C H eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge und u € H.
Dann gibt es ein eindeutiges Element v € M mit

Ju—v|| =inf {|Ju—w||weM}=14d.

BEWwEIs : Wenn u € M, gibt es nichts zu beweisen (inf = 0). Sei also v ¢ M. Sei
(w;), w; € M, eine Minimalfolge, d.h. ||u — w;|| — d (j — o00). Wir benutzen die
Parallelogrammgleichung

la + 0] + fla — bl|* = 2 Jal|* + 2 [b]*

i =L, 1, p=1,_1 i
mit a = ju — wj, b= 5u — jwy. Dann gilt

lw = 5 (w; +wi) I* + 15 (we — w))II* = Fllu = w;|* + 5llu — wil|* — d*

fiir j, k — oo. Da M konvex ist und somit 3 (w;+wy) € M, gilt [Ju—3(w;+wy)|* > d2.
Damit folgt

d* + |5 (we — w)[I* < llu = 5(w; + w)|” + 15 (w, — w)) [ = d* +o(1),

und somit [|3(wy, — w;)|| = o(1), d.h. (w;) ist eine Cauchyfolge und hat einen Limes
v € M. (Beachte, dass M abgeschlossen ist.) Da w; — v, folgt ||ju — v||?* = d?, und
der Satz ist - bis auf die Eindeutigkeit - bewiesen. Das Element v € M ist das den
minimalen Abstand realisierende Element.

Die Eindeutigkeit folgt aus der folgenden Uberlegung: Sei v,v’ € M und |ju —v|| = d,
|lu — ¢'|| = d. Dann gilt im reellen Fall

lu = 5(0+ o) = llull* = (u,0) = (u,0") + FlJol* + 5 (v, 0') + gl
= gllu =l + 3llu = '* = gllvl* + 3 (v, 0) = F]1V'|?
=&’ —iflv =P <d? fallsv#£0.

(Im komplexen Fall ersetzt man in der ersten Zeile (u,v) und (u,v") durch Re(u,v)
bzw. Re(u,v’) sowie in der ersten und zweiten Zeile (v,v") durch Re(v,v’).) Falls
v # v, kann somit ||u — v|| und [ju — v’|| nicht der minimale Abstand von u zu M
sein. ]

BEWEIS von Satz 2.2: Aus Satz 2.4 mit M =V folgt die Existenz eines eindeutigen
Elementes v € V mit [|u — v||* = inf { [J[u — w||* |w € V } =: d®. Es gil

lu—v|)?> <|lu—v+tpl|*>, teRbzw. C, @€V.
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Daraus folgt, zunéchst im reellen Fall:
0<2(u—wv,tp) +* ol

Kiirzen mit ¢t > 0 und Grenziibergang t — 0 ergibt 0 < 2 (u — v, ¢) fiir alle p € V.
Ersetzt man in dieser Ungleichung ¢ durch —¢, erhdlt man 0 > 2 (u — v, ), also
insgesamt

0=2(u—wv,p) furallepeV

Man setze w = v — v. Dann gilt w1V undu=u—-v+v=v+w,veV, wlV.
Im komplexen Fall erhélt man
0 < 2Re(u—v,to) + [t o] (2.5)
und daraus wie eben
0=TRe(u—wv,p)

Um auch Zm(u — v, @) = 0 zu erhalten, wéhlt man in (2.5) t =i7 (i=+/—1, 7 € R,
7 > 0) und erhélt
0 <2Re(—i(u—v,9)) —7° ||

Kiirzen mit 7, und Grenziibergang 7 — 0 ergibt
0 <Re(—i(u—v,¢)) =Zm(u—uv,p)
Durch Ubergang zu —¢ folgt wieder insgesamt
Im(u—v,¢) =0

Die Eindeutigkeit der Zerlegung ergibt sich folgendermassen: Sei u = v+ w = v' + v/,
w,w LV, v,v" € V. Daraus folgt v — v = w’ — w. Skalare Multiplikation mit v — v’
ergibt

v —|]* = (W —w,v—1") = 0.

2.3 Beschrinkte lineare Funktionale und der
Rieszsche Darstellungssatz

3.1 Definition. Fin beschrinktes lineares Funktional F auf einem Hilbertraum
H ist eine lineare Abbildung H — R bzw. C mit der Eigenschaft, dass eine Konstante
K existiert, so dass

|F(u)] < Kljull fir alle w € H .

Die Menge der beschrdnkten linearen Funktionale wird auch mit H* bezeichnet und
heisst Dualraum des Hilbertraumes H .

3.2 Satz. Fin lineares Funktional auf einem Hilbertraum ist genau dann beschrinkt,
wenn es stetig st.
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BEWEIS :
(1) Beschrinktheit impliziert Stetigkeit. Dies ist trivial: Gilt u,, — u, so folgt

IF () — F(0)] = [F(ty — )| < Kl — ul] = 0.

(17) Stetigkeit impliziert Beschranktheit. F sei stetig. Angenommen, F' wére nicht

beschrankt. Dann gibt es eine Folge (un,), u, # 0 mit 'ﬁ&"ﬁ” = Q, — OO0
(m — 00). Setze
1 wu,
Uy 1= —
U [t
Dann gilt einerseits ||v,,|| — 0, andererseits |F(v,,)| = ﬁuﬂsﬁl)‘ =1,dh F

wére nicht stetig.
|

3.3 Definition. Die Norm eines beschrinkten linearen Funktionals F' : H — R ist
definiert durch

17| = inf { K [F ()| < Kllu]| fir alle we H }.

e Aquivalent sind die Definitionen

()]

[l

|Fll =sup{ S € Hyu 0 f = sup { [F(u)]; Jul] <1}

(Nachweis: Ubungsaufgabe Blatt 4)
3.4 Lemma. Die oben definierte Abbildung ||.|| : H — R ist eine Norm auf H*.

BEWEIS : Ubungsaufgabe Blatt 4 ]

3.5 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Zu jedem
F € H* ¢ibt es eindeutig bestimmtes Element f € H mit

Flu) = (u, f).

Man sagt daher: H lédsst sich mit H* identifizieren und schreibt - unpréziserweise -
H=H"

BEWEIS : Sei N = {z € H|F(z) = 0} der Kern von F. N ist abgeschlossener,
linearer Teilraum von H. Ist namlich u,, € N, u,, — u, so folgt 0 = F(u,,) — F(u),
d.h. w € N. O.B.d.A. diirfen wir N # H annehmen. (Andernfalls ist f = 0.) Es gibt
daher ein wy € H, das nicht in N ist. Nach dem Projektionssatz ist

wop=v+w mitveNwe Nt w0,

Wir beachten, dass F(w) # 0, daw ¢ N, und F(u— 5((;)) w) =0, also u— 11::((:2))@” € N.
Da w € N+, folgt

(u- £ w) =0
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und
_ [lwl]?
(u,w) = F(u) Flw)
somit L
F(w
F(u) = (u,ﬁw) .
Damit ist das darstellende Element konstruiert. n

Eine wichtige Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes ist der Nachweis eines
Existenzsatzes fiir elliptische Randwertprobleme der Gestalt

- Z D;(a(z)Dyu) + c(z)u= f in Q (3.6)

mit Randbedingungen fiir u auf 9. Hierbei ist Q ein Gebiet des R" mit 9Q € C%!,
f € L*Q), ay € L=(Q),c € L*(), und es gilt die Elliptizitidtsbedingung

n

D awbe& > Mlé?  fiir alle £ € R”. (3.7)

i k=1
mit einer positiven Konstante g (,,Elliptizitdtskonstante®). Ferner gelte
Ak = Qg (3-8)

und 2

c(x) > A >0 (3.9)

Wir versehen nun den Raum H'?(€)) mit einem neuen Skalarprodukt, néimlich

(u,v)a = Z/aikauDivd:E%—/cuvd:v

ik=1Y O

und beschrénken uns auf den reellen Fall. Die Bedingungen (3.7) und (3.8) stellen
sicher, dass (.,.) ein Skalarprodukt ist. Diese Vorgehensweise ist typisch fiir die An-
wendungen der Funktionalanalysis - man passt das Skalarprodukt dem Problem an.
Aufgrund von (3.8) und (3.9) erkennt man, dass die Skalarprodukte (.,.)g1.2 und (.,.)a
dquivalent sind, d.h. es gibt Konstanten K, K, mit

Killullge < lulla < Kal[ul[g2 . (3.10)

Aquivalente Skalarprodukte erzeugen den gleichen Konvergenzbegriff, H'2(€) ist al-
so auch Hilbertraum bzgl. (.,.)4 und wir kénnen den Rieszschen Darstellungssatz
anwenden, indem wir das beschriankte lineare Funktional ¢,

p(v) = (f,v)
durch ein Element v € H?(Q2) darstellen:

(u,v)a = (f,v) fiir alle v € H"*(Q)

2Fiir Nullrandbedingungen koénnte man A; = 0 zulassen.
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Ausgeschrieben bedeutet dies

Z/a,kauDvdx—l—/cuvdx—/fvdx fiir alle v € H"*() (3.11)

i,k= 1Q Q

und man sagt, dass u eine schwache Losung der Differentialgleichung (3.6) ist. Um
(3.11) zu interpretieren nimmt man an, dass u hinreichend glatt ist, z.B. u € C*(Q),
und macht man folgende Uberlegungen. Offensichtlich ist C§°(Q2) € H?(2) und somit
erhalten wir nach partieller Integration

—Z/D aszku)vdx—i—/cuvdx—/fvdx fur alle v € C5°(Q),

i,k=1¢ Q

was sofort (3.6) fast {iberall in Q liefert. Ausserdem folgt aus (3.11) noch die natiirli-
che Randbedingung (man wihle v € C*°(€2), integriere partiell und benutze (3.6))

n

Z a;r Dyuv; =0 auf 002, v = &dusserer Normalenvektor. (3.12)
ik=1

Somit sehen wir, dass die schwache Losung u von (3.11) eine Losung des ,verallge-
meinerten Neumann Problems (3.6), (3.12) ist. Statt H2(Q) lsst sich auch Hy™(Q)
als Grundraum nehmen, (3.12) entfillt dann und die schwache Losung v € Hy™(Q)
von (3.11) mit ,v € HY*(Q)* ersetzt durch v € Hé’Q(Q)“ ist eine Losung des ,,verall-
gemeinerten Dirichlet Problems* (3.6) mit u = 0 auf 0f2.

2.4 Beschrinkte lineare Abbildungen

4.1 Definition. Seien Hy, Hy Hilbertrdume. Eine lineare Abbildung A : Hy — H,
heisst beschrdnkt genau dann, wenn eine Zahl K € R existiert mit

| Aul| < K||ull fir alle v € Hy . (4.2)

o Fiir w € Hy, z € Hy wird das gleiche Symbol fiir die Norm verwendet: ||w]|[, ||z]|.
Wenn Verwechslungsgefahr besteht, kann man einen Index verwenden, z.B. ||w||1, ||z]2
ete.

4.3 Satz. Fine Abbildung A : Hy — Hy ist genau dann beschrinkt, wenn sie stetig
15t.

BEWEIS :
»,= Sei A beschrénkt und u,, — v in Hy, d.h. ||u,, — u|| — 0 (m — oc). Dann folgt
aus (4.2)

| Ay, — Aul| — 0,
d.h. Au,, — Au in Hs.
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,<=" Sei A stetig. Angenommen, A wére nicht beschrénkt. Dann existiert eine Folge
(Um)y Up, € Hyy Uy, # 0 mit

[ Auml||
=: Q,, — 00.
[t
Wir setzen v,, 1= o ! 4m Es gilt ||Av,,|| = 1 und [|v,,]| — 0. Dies widerspricht
M|t |

der Stetigkeit von A.

e Satz und Beweis gelten in beliebigen normierten Rdumen.
Beispiele beschriankter linearer Abbildungen in Hilbertraumen:
a) Hy = Hy = L*(Q), Q offene Teilmenge des R™. Sei A : H; — H, gegeben durch
(Au)(x) == g(z)u(x), ue L*(),
mit einer festen Funktion g € L>(2). A ist beschrankt, da [|Aul|z2 < ||g||ze ||w| L2-
b) H, = H“?(Q), Hy, = L*(Q).
(Au)(x) = Dyu(x),

wobei Dy die verallgemeinerte partielle Ableitung in Richtung e; ist. A ist be-
schrankt, da
1D1ull 2 < (Jullfe + [IVullZ2)? = [ullme.
c)Sei Hi = Hy = L*(Q) und K : QxQ —- R, K € L*Q x Q), dh.
[ [1K(z,y)|* dvdy =: C' < co. Dann ist die durch
Q0

=/memw@ (4.4)

definierte Abbildung beschrénkt. In der Tat haben wir

| Aul?, = /W/ny dy
//|K:L‘y dy/|u 2 dydx
//|K z,y)]| dydx/|u * dy = C|ul)?.

Die Abbildung in (4.4) heisst Integraloperator mit Kern K. Es gibt Kerne,
die so singulir sind, dass [ [|K(z,y)|°> dvdy = oo, sie aber dennoch einen
beschrinkten Integraloperator erzeugen.

d;z:
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d) Sei Q ein Gebiet des R™ mit 9Q € C', Hy = H"*(Q) und Hy, = L*(0Q). Jede
Funktion u € C*(Q) besitzt eine Restriktion Ru auf 9, die definiert wird durch

(Ru)(z) == u(z), z € 00).

4.5 Lemma. Es gibt eine Konstante K, die nur von § abhingt so, dass fiir alle
ue CHQ) gilt:

| Rull 200y < KlJul| 2 Vu € CH(Q).

BEWEIS : Da 9Q € C' kann man den Rand durch Bélle B, /»(z9) C R™ iiber-
decken, so dass er lokal durch C''-Funktionen ~(z’) beschrieben werden kann.

a) Sei xp € 0F2 und sei der Rand nahe xy flach, d.h. es gibt ein r > 0 so, dass
300N B.(xy) = {(«',z,); 2, = 0}. Sei Bf =: B.(x) N {(2',z,);z, > 0},
0 < s < r und sei 7 eine Abschneidefunktion, d.h. 7 € C§°(B,(z9)), 7 = 1 in
B, j2(x0). Dann gilt:

/ lu|? da’ < / lul® T da’ = — / Dy, ([u]*7) dx

B, /2(20)N0Q {zn=0} B (x0)
= _ / \u|? Dy, (1) + 2|u| sign(u) Dy, (u) T dx
B (z0)
<e / ul? + |Vl dz,
B;f (o)

wobei wir in der letzten Zeile die Young-Ungleichung benutzt haben.

b) Sei nun der Rand nahe x( nicht flach und durch (), v € C! beschrieben.
Durch die Transformation « — y = ®(z), wobei

O(x) =y = x4, i=1,...,n—1,
CDn(x) =Yn = Tn — ’7(‘%’,) )
hat das Bild ®(B,(z9)N0f?) einen flachen Rand nahe y, bzgl. der y-Koordinaten.
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Sei x = ¥(y) die Umkehrabbildung. Wir haben det(V,®) = det(V,¥) = 1.
Somit gilt fiir %(y) = u(¥(y)) unter Beriicksichtigung von a) und v € C*

[owras= [ @Ry fie vy

BT/Q(:(:O)W‘)Q ‘P(BT/Q(:Co)ﬂ(‘)Q)

<c / a* + |V, al* dy
&(By (20)NQ)
<c / |u)? + \V$u|2|Vy\If(<I>(:C))]2 dx

By-(m())ﬁQ
2 2
<c / [ul® + |Vu|* de .

B, ($0)QQ

¢) Da 99 kompakt ist existieren endlich viele Punkte zf, € 9Q, i =1,..., N so,
dass 9Q = UN.,00 N B,ijo(x), wobei fiir jedes ¢ = 1,..., N der Rand nahe )
durch eine Funktion +* (siehe b)) beschrieben ist. Eine wiederholte Anwendung
von b) liefert

N
/\u|2dS <y luf? dz
80 =1

B (z’z'))ﬁaﬂ

N
<ey / [l + |Vl do
=1

Br'i (a:f))ﬁQ

<c [P+ [vu iz,
Q

was gerade die Behauptung von Lemma 4.5 ist. [

3Wir schreiben 2 = (21,...,2,_1,7,) =: (2, 2,).
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R liisst sich durch Abschliessung auf ganz H2() zu einer beschrinkten linearen
Abbildung

R: HY(Q) — L*(09)
fortsetzen. R heisst Restriktions- oder Spuroperator. Die Abbildung R wird
verwendet, um Elementen von H'2, die eigentlich Klassen von Funktionen sind,
die bis auf eine Menge vom Mafl Null erklart sind, dennoch eine Restriktion auf
die Menge 02, welche Mass Null hat, zuzuordnen. An Stelle der Voraussetzung,
dass € einen Rand 09 € C!' hat, reicht es, zu verlangen, dass 99 € C%!,
d.h. © hat einen Lippschitz-stetigen Rand. Die Konstruktion von R geschieht
folgendermaflen:
Zu u € HY2(Q) existieren Funktionen u; € C*(Q) mit u; — u in HY*(Q)
(j — 00). (Beweisbediirftig, da u; € C'(Q) und nicht blof u; € C*(£2) verlangt
wird - die Glattheit von 02 wird verwendet. Siche Evans S. 127 ff.) Wegen
Lemma 4.5 gilt || Ruj— Rug|| 2(00) — 0 (j, k — o0), d.h. Ruy, ist eine Cauchyfolge
mit Limes v € L?*(9). Man definiert nun Ru = v und erhilt

||Ru||L2(8Q) S KHUHHL?(Q) VU 6 H1’2<Q).
Es folgen nun einige Losbarkeitssétze fiir lineare Gleichungen Au = f mit beschrank-
ten linearen Abbildungen A : H — H, H ein Hilbertraum.

4.6 Satz. Sei A eine beschrdnkte lineare Abbildung eines Hilbertraumes H in sich.
Es gelte die Koerzitivitdtsbedingung

Re(Au,u) > collul? fir allew € H, (4.7)

mit einer Konstanten co > 0. Dann ist die Gleichung Au = f fiir alle f € H eindeutig
l6sbar und die inverse Abbildung A™1 ist beschrinkt.

BEWEIS : Zunéchst bemerken wir, dass der Bildbereich A(H) abgeschlossen ist. Aus
(4.7) folgt || Aul| > col|lu||. Ist nun Au; — z, so folgt collu; — wg|| < [[Au; — Aug|| — 0
(4, k — 00), d.h. u; ist eine Cauchyfolge mit Limes u. Aus der Stetigkeit von A und
der Eindeutigkeit der Grenzwerte folgt z = Au. Wire nun A(H) ein echter Teilraum
von H, so gibe es ein Element w # 0, wLA(H). Aus (4.7) folgt der Widerspruch

0 = Re(Aw,w) > col|lw|]* >0,

d.h. A(H) = H. Die Eindeutigkeit und die Stetigkeit der Inversen folgen ebenfalls aus
der Ungleichung ||Au — Au'|| > col|u — o] n

Beispiel: H = L*(Q2), Au:=u— [ K(z,y)u(y)dy unter der Voraussetzung
Q

[ [i@raiy<q<.
Q

Q

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

(o [ Kwputoyds)| <l [ [ 1Py
Q Q Q
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Die Konstante ¢y in (4.7) ist dann 1 — g.

Eine der wichtigsten Anwendungen von Satz 4.6 liegt jedoch in der Theorie der el-
liptischen partiellen Differentialgleichungen. Hierzu benotigen wir den Begriff der be-
schrinkten Bilinearform (bzw. Sesqilinearform) und das Lemma von Lax-Milgram.

4.8 Definition. FEine beschrdnkte Bilinearform (Sesquilinearform) ist eine
Abbildung [.,.] von H x H nach R bzw. C mit den Eigenschaften

a) [u,v] ist linear in u und v (bzw. linear in u und antilinear in v ).

b) Es existiert eine Konstante K mit

[, v]] < K||ul| [|v]| fir alle u,v € H.

4.9 Definition. Eine Bilinearform (Sesquilinearform) heisst koerziv, wenn eine
Konstante ¢ > 0 existiert mit Re[u,u] > co|lul|* fir alle v € H. Man beachte,
dass wir keine Symmetrie fir [u,v] vorausgesetzt haben.

4.10 Lemma (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum und [.,.] eine koerzive, be-
schrinkte Bilinearform auf H. Dann gibt es zu jedem beschrinkten, linearen Funktio-
nal f € H* ein eindeutiges u € H mat

[v,u] = f(v) fir allev e H. (4.11)

BEWEIS : Fiir jedes u € H definiert die Abbildung ¢, (v) = [v,u] ein beschrénktes,
lineares Funktional auf H. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es daher ein
eindeutiges Element A(u) € H mit

[v,u] = (U,A(u)) .

Die Abbildung A ist linear, denn es gilt (v, A(Az + By) — AA(z) — BA(y)) = 0 fiir alle
v € H und somit A(A\x + fy) — AA(z) — fA(y) = 0. Wir schreiben daher A(u) = Au.
Da [.,.] eine beschréinkte Bilinearform (Sesquilinearform) ist, gilt ||Aul|? = (Au, Au) =
[Au,u] < K| Aul| [Ju||, woraus die Beschrénktheit von A folgt. Schliefllich ist
Re(Au,u) = Relu,u] > collul|?, d.h. A ist koerziv. Das lineare Funktional f stel-
len wir nach dem Rieszschen Darstellungssatz durch ein Element f, € H dar:

f(U) = (’U, fO) :
Die Gleichung (4.11) tibersetzt sich daher in die Form
(v, Au) = (v, fo) fir alle v € H |

oder, dquivalent,

Au:fo.

Da wir gezeigt haben, dass A beschrinkt und koerziv ist, folgt mit Satz 4.6 die ein-
deutige Losbarkeit von (4.11). n
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Beispiel: Sei a;, € L>®(Q), i,k =1,...,n, und es gelte die Elliptizitéatsbedingung

n

D an(€) & & = ol fiir alle £ € R™, Ao > 0. (4.12)

ik=1

Ferner sei ¢ € L®(Q), ¢ > A\ > 0. Sei H = H"*(Q) und die Bilinearform [.,.] auf
H x H definiert durch

n

[u,v] := Z (@i Dygu, Div) 2 + (cu,v)pe2 .
ik=1

Man iiberlegt sich fiir f € L*(2) leicht, dass [.,.] die Voraussetzungen des Lemmas
von Lax-Milgram erfiillt. Ferner ist das durch f(v) = (f,v)r2 definierte Funktio-
nal auch auf H'?(Q) beschrinkt (es ist sogar als Funktional auf L?(Q) beschrinkt).
Nach dem Lemma von Lax-Milgram gibt es daher eine eindeutig bestimmte Funktion
u € HY*(Q) mit

n

Z (ai Dyu, Div)z + (cu,v)r2 = (f,v) 12 Vo € Hl’Q(Q) )

i k=1
d.h. es gibt eine schwache Lisung der elliptischen partiellen Differentialgleichung
— Z D;(ay(x) Dyu) + c(z)u = f(z)
ik=1

mit natiirlichen Randbedingungen. Eine andere Randbedingung, ndmlich Nullrand-
bedingungen, erhdlt man, wenn man als Grundraum H3’2(Q) wahlt.

4.13 Definition. Die Norm ciner beschrdnkten linearen Abbildung A : Hy — Ho,
Hy, Hy Hilbertrdume, ist die Grisse

Al = sup {[|Au| | ull = 1}
oder dquivalent
JA = inf {K € R ||| Aul| < K|lul| fir alle u € H,}.
Man beweist leicht
IA+ Bl < [[Al+ 1B, Al = [A] A
sowie fir A: Hy — Hy, C': Hy — Hj
ICAl <l 1Al -

4.14 Satz (Neumann Reihe). Sei H ein Hilbertraum und A : H — H linear und
beschrdnkt mat
Al < g <1. (4.15)

Dann besitzt die Abbildung I — A eine auf ganz H definierte, beschrankte Inverse.
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BEWEIS : Wir wollen fiir beliebige f € H die Gleichung (I — A)u = f 16sen. Mit der
Bedingung (4.15) zeigt man leicht, dass die Reihe Sf = f+ Af + A2f + A3f +...in
H konvergiert. (,,Die Neumann Reihe S = >°° ) A7 konvergiert, wenn [|AJ| < 1¢) und
dhnlich wie bei der Berechnung der geometrischen Reihe erhéilt man fiir alle f € H

(I—-A)Sf=TF,

und somit (I — A)~" =372 A7, wobei A° := I. Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der
Inversen folgt aus

lu = Awll > Jlul] = [ Au]| = [lul (1= A1) = (1 = q) Jul-

2.5 Adjungierte Abbildungen

Es seien Hy, H, Hilbertraume und A : H; — H, eine beschrinkte lineare Abbildung.
Fiir jedes u € Hy wird durch ¢, (v) := (Av,u) ein beschrianktes lineares Funktional
@y : Hi — R bzw. C definiert. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz ldsst sich ¢,
durch ein Element, welches wir mit A*u bezeichnen, darstellen:

ou(v) = (v, Au). (5.1)

5.2 Definition. Sei A : Hy — Hj linear und beschrinkt. Die vermdige (5.1) definierte
Abbildung A* : Hy — Hy heisst die zu A adjungierte Abbildung.

5.3 Satz. A* ist linear und beschrinkt.

BEWEIS : Wir haben fiir alle u,w € Hs, a, 3 € R bzw. C

(v, A*(au + pw)) = (Av, au + pw) = a(Av,u) + B(Av,w)
= a(v, A*u) + B(v, A*w) = (v, aA*u + BA*W) fiir alle v € Hy

und also ist A*(au + fw) = aA*u + fA*w, d.h A* ist linear. Um die Beschranktheit
zu beweisen benutzt man:

|(v, A"u)| = [(Av, w)| < [lul |A] vl

Da fiir alle Elemente eines Hilbertraumes gilt ||w| = sup |(z,w)|, erhalten wir
llzl1=1

[A%u]| = sup [(v, A"u)| < [JA[} [Ju],

[[ol=1

d.h. A* ist beschrankt. n

5.4 Satz. Fualls A : Hy — Hy beschrinkt ist gilt A** = A. Ferner ist || A] = || A*]|.
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BewEls : Ubungsaufgabe ]

Die adjungierte Abbildung ist von grosser Bedeutung fiir die lineare Funktionalana-
lysis. Ein Beispiel ist der folgende Alternativsatz, den man aus der Linearen Algebra
endlich-dimensionaler Rdume kennt.

5.5 Satz. Es seien Hy, Hy Hilbertraume und A : Hi — Hy eine lineare beschrinkte
Abbildung mit abgeschlossenem Bildbereich A(Hy). Dann ist

Hy = A(Hy) & N(A*).
Hierbei ist N(A*) der Kern von A*.

5.6 Folgerung (Fredholmsche Alternative). Unter der Voraussetzung von Satz
5.5 gilt: Die Gleichung Au = f ist genau dann lésbar, wenn f1N(A*).

BEWEIS (Satz 5.5): Da A(H;) abgeschlossen ist, gibt es nach dem Projektionssatz
einen Teilraum V' C Hy mit

Hy=A(H) a8V,
d.h. jedes z € H, besitzt eine eindeutige Darstellung
z=w+v, weAH), veV, wlv.
Behauptung: N(A*) =V.

,C“ Sely € N(A*). Dann ist (Au,y) = (u, A*y) = 0 fir alle u € Hy, d.h. yLA(H,).
Aus der Zerlegung y = y; + 2, y1 € A(Hy), y2 € V, y1Lys, folgt y — yo = 11
und ||y — 2] = (y1,y — 2) = 0, d.h. y = yo € V. Damit folgt N(A*) C V.

,D“ Sei umgekehrt y € V. Dann ist y LA(H;) und 0 = (Av,y) = (v, A*y) fiir alle
v € Hy. Daraus folgt A*y =0 und y € N(A*), also V. C N(A*).

Damit ist N(A*) =V und Satz 5.5 bewiesen. "
Beweis (Folgerung 5.6):

,<="“ Sei fLN(A*). Nach Satz 5.5 haben wir eine Zerlegung f = f1 + fa, fi € A(Hy),

fg S N(A*>,f1J_f2 Somit ist Hf - f1H2 = (fg, f - fl) = 0, d.h. f = f1 c A(Hl),
d.h. es gibt ein v € H; mit Au = f.

,="“ Sei f = Au und v € N(A*). Dann haben wir (f,v) = (Au,v) = (u, A*v) = 0,
dh. fLN(A").

Beispiele von adjungierten Operatoren:

a) Hy = Hy = L*(Q), Q Gebiet im R™,
(Au)(o) i= [ Ko.g)uy)dy
Q
mit einem Kern K € L*(Q x Q). Es gilt

(A" 0)(y) = | K(z,y)v(z)de.
/
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b) Hy = Hy = L?(Q), (Au)(z) := g(z) u(z) mit g € L=(Q). A*v(z) = g(z) v(x).

¢) H = HY(), I = [a,b] C R, Hy = L*(I), Au = u'. Nach Definition ist
(u, A*v) g, = (v, v) 2 fur alle u € Hy, d.h.

(v, (A™0)") 1o + (u, A"0) 2 = (u',0).

Wir verschieben die Inhomogenitéat der rechten Seite durch die Substitution
y(t) = A*o(t) — f(: v(s) ds und erhalten

t
(u’, y/>L2 + (u, y+ Jo(s) dS)L2 =0,
d.h. y ist schwache Losung der Differentialgleichung
t
—y"+y+ [v(s)ds =0 (5.7)

mit den natiirlichen Randbedingungen y'(a) = 3/(b) = 0. Diese Differentialglei-
chung lasst sich fiir gegebenes v in y losen. A*v(t) = y(t) + f;v(s) ds ist dann
die gewiinschte Darstellung der adjungierten Abbildung. Offensichtlich ist bei

dieser Wahl der Grundridume nicht A*v = —v’, sondern aufgrund der verschie-
denen Skalarprodukte ergibt sich ein komplizierterer Ausdruck, der linear in v
ist.

5.8 Fredholmsche Alternative bei gewohnlichen Differentialgleichungen.
Sei HH = Hy = H, H = H"?(I) mit I = [a,b]. Sei A die vermdge des Rieszschen
Darstellungssatzes definierte Abbildung A : H — H, die definiert ist durch

(Au,v) e = (W',v") 12 + (cu,v) mit c € L*=(1).

L2
Sei f € L*(I). Die Gleichung*

(Au,v) g2 = (f,0)2 = (fo,v) g2 fiir alle v € HY*(I)
besagt, dass u eine schwache Lisung der gewdhnlichen Differentialgleichung

—u" +cu=f foii. in I

ist mit den natirlichen Randbedingungen u'(a) = u'(b) = 0. Da der Bildraum von
A abgeschlossen ist (nicht trivial, beweisbediirftig! siehe Abschnitt 2.8), ist nach der
Fredholmschen Alternative die Gleichung Au = fy genau dann lésbar, wenn

(fo, )2 = (f,v)p2 =0

fir alle v mit

(u, A"0) g2 = (Au,v) g2 =0 fiir alle w € HY*(I) .

4fo € HY2(I) ist das nach dem Rieszschen Darstellungssatz reprisentierende Element des Funk-
tionals v — (f,v),v € HY2(I)



2.5 Adjungierte Abbildungen 55

Dies bedeutet aber, dass v eine schwache Lésung der Differentialgleichung
"+ ce(x)v=0 fii.inl

mit den natirlichen Randbedingungen v'(a) = v'(b) = 0 ist. Wir stellen fest: Die
Gleichung
—u" +ecu=f infab, u(a)=1u'(b)=0

ist genau dann losbar, wenn f orthogonal beziiglich des L2-Skalarproduktes zu den
Lésungen von
—"+cv=0, v'(a)=0(b)=0

ist. Vollig analog behandelt man allgemeinere Differentialgleichungen oder auch
Probleme mit Nullrandbedingungen. Man arbeitet dann mit H&’Q anstelle von H2.

5.9 Adjungierte Abbildungen unbeschrinkter Operatoren. Fuasst man, wie
eben, die Differentation Au = v’ als beschrinkte Abbildung von HY? nach L? auf, so
ergibt sich A* als Losung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, ist also relativ
kompliziert. Eigentlich hdtte man ja ganz gerne eine Theorie, in der A*u = —u’
ist. Dies erreicht man, indem man lineare, nicht notwendig beschrdnkte Abbildungen
betrachtet, die nicht auf dem gesamten zugrundeliegenden Hilbertraum erkldrt sind.

Beispiel: a) H = L*(0,27), Au = u', D(A) = Definitionsbereich von A = C'*(0, 27).
A ist ein unbeschrinkter Operator, denn fiir u,(z) = sinnx € C*°(0, 1) gilt

unl22 =7, |l ll2e = n?r.

b) H=L*R), Au = u', D(A) = C5°(R). A ist ein unbeschrinkter Operator, denn fiir

up(z) = n%J(nz) :

wobei J der Glattungskern aus Abschnitt 1.2.4 ist, gilt
2 2
lunllze = 11172 < e Nlupllza = 0?1 Tl2 — o0 (n— o0).

In den Anwendungen der Funktionalanalysis ist der Definitionsbereich D(A) zumeist
nur dicht in H. Dann definiert man die adjungierte Abbildung wie folgt:

5.10 Definition. Sei A : D(A) — H eine lineare Abbildung, wobei D(A) ein linearer
dichter Teilraum von H ist. Dann hat die adjungierte Abbildung A* : D(A*) — H
den Definitionsbereich

D(A™) :=={v € H; p,(u) = (Au,v) ist ein beschrinktes lineares Funktional auf D(A)} .

A*v ist dasjenige durch den Rieszschen Darstellungssatz gegebene Element von H, fiir
welches
(u, A*v) = (Au,v)  fir alle u € D(A)

qgilt.
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Zur Definition von ¢, in der D(A*) definierenden Gleichung muss beachtet werden:
Zunichst ist ¢, nur auf D(A) erklart. Aber da fiir v € D(A*), (u;) € D(A) gilt

o (uy — w)| = (Aluy — ), v) < Klluy — (5.11)

lasst sich ¢, auf ganz H als beschrianktes lineares Funktional fortsetzen. Ist w € H
und nicht in D(A), so gibt es, da D(A) dicht in H ist, eine Folge (u;) mit u; — u in
H und (u;) ist Cauchyfolge. Wegen (5.11) konvergiert dann ¢, (u;) und der Limes
wird als ¢, (u) definiert. Die Definition ist unabhéngig von der Folge (u;), die gegen
u geht. Auf das so fortgesetzte lineare Funktional wird der Rieszsche Darstellungssatz
angewandt.

Beispiel: H = L*(R), D(A) = C§°(R) (oder H'*(R)), Au = u’. Sei v € D(A*), d.h.
v € L*(R) und
|(u',v)| < K,||u||2  fiir alle w € D(A). (5.12)

Aufgrund der Definition der verallgemeinerten Abbildung v’ bedeutet (5.12)
(w, o) < Kllull . Vue CF(R),
dies impliziert aber sofort v’ € L*(R), denn

[0 2 =sup |(u, V)] < K,
lull 2 =1
u € C&° (R)

also ist v € H"?(R). Umgekehrt fiir v € H»?(R) gilt (5.12) trivialerweise. Daher gilt
D(A*) = HY*(R),

und wir erhalten
(v, v) = —(u,?v'), (5.13)

d.h. A*v = —v'.(5.13) stimmt mit der iiblichen Formel fiir partielle Integration iibe-
rein, da die auftretenden Randterme wegfallen wegen u € D(A),v € D(A*).

5.14 Definition. FEine lineare Abbildung A : D(A) C H — H, wobei D(A) ein
linearer dichter Teilraum von H 1ist, heisst selbstadjungiert, wenn

i) D(A) = D(A¥) und
ii) Au= A*u  fir alle uw € D(A).
Beispiel:
a) Die Abbildung A : D(A) — L?(R) definiert durch
Au=+—14',  D(A)=Ce(R)
ist nicht selbstadjungiert, da D(A) zu klein ist. Wenn man jedoch D(A) =
H'Y2(R) wihlt, dann ist D(A) = D(A*) (siehe vorheriges Beispiel) und es gilt:

(Au, v) :/ﬁu'mt: —/\/—_mmt:/uﬁdt: (u, Av).

R R R
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Um zu zeigen, dass keine Randterme bei der partiellen Integration auftreten, be-
weist man obige Identitét erst fir u,v € C§°(R) und benutzt dann dass C5°(R)
in HY2(R) dicht ist.” Damit ist Au = v/—1u' mit D(A) = H“?*(R) selbstadjun-
giert.

Die Abbildung A mit D(A) = H"?(R) wird auch als Abschliefung der Abbildung
A mit D(A) = C5°(R) bezeichnet.

b) Der Laplace-Operator
Au=—-Au=-) Diu=-Y —— (5.15)

ist bei geeignetem D(A) als Operator A : D(A) — L*(Q) selbstadjungiert. Zum
Beweis bendtigen wir einige Hilfsmittel.

5.16 Satz (Poincaré-Ungleichung). Sei Q2 ein beschrinktes Gebiet des R™. Dann
gibt es eine Konstante K, die nur von n und dem Durchmesser von £ abhdngt, so
dass fiir alle u € Hy*(Q) gilt:

2 2
lulfagey < KD 1Dl - (5.17)
i=1
d-h. [Vull12q) ist eine dquivalente Norm auf Hy?(Q).

BEWEIS : Da C5°(Q)-Funktionen dicht in Hy?(Q) und L*(Q) sind reicht es (5.17)
fir solche Funktionen zu zeigen. Sei also ¢ € C§°(Q).

1 IS
Il = 2>~ [1oPrde = =23~ [ Dilpg)ada

=1 ) i=1 0

_ _%Zn:/wi@)xi d.

i=1 Q

Sei Q C {x;|x;| <d,i=1,...,n}. Dann erhalten wir mit der Holder-Ungleichung

2d -

2

lell72 < o ol 2 Z 1Diell 2
=1

d.h.

1

2d (¢ 2
lolls < 22 (30 [ 1Dl ae) (5.19
=1 Q

Wir erhalten also fiir p € C§°(Q)

el = el + 3 Dl < ( s 1) S Dl
=1

- n
=1

5Dies bedeutet, dass Hy*>(R) = H“2(R), was nur im Fall der Integration iiber die gesamte reelle
Achse gilt.
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Fiir beliebige u € Hy?(Q) nimmt man dann eine Folge u, € C$°(Q) mit u,, — u in
H,?(€) und geht in der letzten Ungleichung zur Grenze n — oo. Dies beweist (5.17).
u

e Oft wird die Ungleichung (5.18), die die L?-Norm einer Funktion nur durch
die L2-Norm des Gradienten abschiitzt, als Poincaré-Ungleichung bezeich-
net. Man kann auch noch folgende Version der Poincaré-Ungleichung beweisen.
Allerdings benotigt man hierzu Hilfsmittel, die wir erst in Abschnitt 2.8 zur
Verfiigung haben.

5.19 Satz. Sei Q ein beschrinktes Gebiet des R™ mit 02 € C%L. Dann existiert eine
Konstante K, so dass fiir alle w € H“(Q) gilt:

/|u — ug|® dx < K/ \Vu|* dz (5.20)
Q Q

1
uUQ ::][udx ::@/ud:ﬁ
Q Q

der Mittelwert von u tiber §) ist.

wobes

o Insbesondere ist also ||Vu|| . eine dquivalente Norm auf

HY2(Q) = {u e H**(Q);uq = 0}.

5.21 Die Riaume H"%(Q). Sei Q ein beschrinktes Gebiet des R™. Sei k € N und
u € L3(Q). Man sagt u besitzt eine verallgemeinerte Ableitungen k-ter Ord-
nung, falls es Funktionen D°u € L*(Q),a = (a1,...,an),; € No,|a] = k gibt, so
dass fiir alle ¢ € C5°(Q2) gilt:

(u, D) = (=1)"(D"u, ). (5.22)
Man definiert dann H*?(Q) als
H"(Q) = {u € L*(Q); wu besitzt verallgemeinerte Ableitungen D*u, |a| < k}

und definiert ein Skalarprodukt durch

(u, V) gr2() = Z (D%, D)2 . (5.23)

o<k

Oftmals sind Uberlegungen einfacher, wenn man mit periodischen Funktionen arbei-
tet. Sei @ = (—K, K)" ein Wiirfel des R” und sei v : R” — R eine periodische
Funktion mit Periode 2K, d.h. u(x + 2Ke;) = u(x),i = 1,...,n, wobei e; die Stan-
dardbasisvektoren sind. Wir bezeichnen mit H%2(Q) den Teilraum von H*?(Q) der
periodischen Funktionen versehen mit dem H"?2(Q)-Skalarprodukt. Hierbei wird die
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Konvention benutzt, dass H?(Q) = L*(Q) ist. Mit H*2(Q) bezeichnen wir den Teil-

per
raum von H:2(Q) bestehend aus Funktionen mit Mittelwert Null. Aufgrund von Satz
5.19 ist || Vul| . eine dquivalente Norm auf H2(Q).

e Wir betrachten nun folgendes Problem fiir den Laplace-Operator: Sei f € Lf)er(Q)

gegeben. Wir suchen u € HY2(Q) N H22(Q) mit

per per

—Au=f fast tiberall in @ . (5.24)

5.25 Lemma. Fir alle f € L2(Q) ezistiert genau eine Lisung u € H22(Q) N

per per

H22(Q) des Problems (5.24). Diese Lésung erfiillt die Abschitzung

per

[ull oz < KNSl 2 - (5.26)

BEwWEIS : Wir setzen

[u,v] = Z/DiuDivdx, Fv) = /fvdx. (5.27)
e Q

Dann ist F' ein beschrénktes lineares Funktional auf Hée%(Q) und es gilt

n
[u,u] 2 ) | Diullzz 2 ellulz

i=1

aufgrund der Bemerkungen vor dem Lemma iiber die Aquivalenz von Normen. Das
Lemma von Max-Milgram (Lemma 4.10) liefert die Existenz einer eindeutigen schwa-
chen Losung v € HL2(Q) des Problems

[u,v] = F(v) Y € H;;(Q) . (5.28)

Um zu zeigen, dass die Losung v auch in H%2(Q) liegt benutzt man die Methode der

per

Differenzenquotienten. Fiir 0 < h < %, wobei e; j = 1,...,n die Standardbasis-
vektoren des R" sind, definieren wir durch
Th(x) =Tjp(x) = x + he; (5.29)

einen Translationsoperator. Wir setzen
w(z) = w(Tjn(r)) — ulz),

welches wiederum eine Funktion aus H2(Q) ist. Somit kénnen wir in (5.28) als Test-

funktion v = h~2w(x) wihlen und erhalten
1 n
s / > "Di (u(x)) Di(u(Ty(z) — u(z)) da
o =1
1
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Wenn man h~%(u(z) — u(T-p(z)) als Testfunktion wihlt und y = x — he; substituiert
erhdlt man

12 [ LD T ) Di(u(Ti(a) ~ u(w) de
Q =1
_ % / F(T(@)) (w(Th(2)) — u(z)) da

wobei man noch ausnutzt, das aufgrund der Periodizitédt die Integrale iiber () bzw.
tiber {x + he;j;z € Q} gleich sind. Diese beiden Gleichungen voneinander abgezogen
liefern

z/\ p0 oy

% (F(T(@) ~ (@) (u(Ti(x)) — u(x)) da

(5.30)
/f 1) — 2u(z) + u(Tp(x)))
Q

Mit der Bezeichung ¢(z) = h™* (u(T}(z))—u(x)) kann man den letzten Term schreiben
als

——/f (T (@) do < (| flla 07 (0 = 00 T o

Unter Benutzung von Lemma 5.31 a) und der Young-Ungleichung kann man die rechte
Seite durch

1
2
clfli+ 3|

abschétzen. Dies zusammen mit (5.30) ergibt

|95, <2eliz.

il

Lemma 5.31 b) und die Periodizitit von u liefern nun®

> 1D Vullze < 2¢|£II7

d.h. u € H22(Q). Dies zusammen mit (5.27) fiir v € C2

per per

—Z/D?uvd:c:/fvd:c,
=lo Q

SEine Argumentationsmoglichkeit die Abschétzung auf ganz @ zu bekommen ist, die obige Rech-
nung auf den Wiirfel @ = (—3K,3K)™ durchzufiihren.

(Q) liefert
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woraus man sofort (5.24) fast iiberall folgert. n

Das folgende Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen dem klassischen Differenzen-
quotienten und den verallgemeinerten Ableitungen auf. Fiir Q C R™ mit 99 € C%!
bezeichnen wir

Qp = {x € Q;dist(z,00) > h}.
5.31 Lemma. Sei Q C R" ein Gebiet mit 9 € C%! und v € L*(Q).
a) Firu e HY(Q) und |h| < hy gilt:
|h ™" (wo Ty, —

U>HL2(Qh) < |’DjuHL2(Q); j=1...,n.

b) Seien h™*(uo Ty —u) € L*(Qp,) fiir alle hg > 0, 0 < h < hy und gelte

Hh—l(uo Tin— u)HLQ(Qh) <Ciy, j=1,...,n

dann existiert die verallgemeinerte Ableitung Dju und es gilt

||Dju||L2(Q) <C.

BEWEIS : a) Da C*(Q) Funktionen dicht in H%2(Q2) sind reicht es die Ungleichung
fiir solche Funktionen zu beweisen. Sei also u € C!(Q), dann haben wir mit der
Bezeichnung A”u(z) = b= (u(Tjn(x)) — u(z))

1
2
/’A?u(m)’z dw:/‘/Dj(x—i-thej)dt dx
G, 0
1

Qp

S//|Dj(x+th€j)|2 dtdz

Qn 0
1

< [t [ 1Duto) dy,
0 Q
was die Behauptung ist.

b) Hierfiir fehlen uns noch einige Hilfsmittel (sieche Abschnitt 2.7). n

Man kann auch das Analogon zu Lemma 5.25 fiir das Dirichlet Problem fiir den
Laplace Operator beweisen. Sei 2 C R" ein Gebiet mit 9Q € CU1. Fiir f € L*(Q)
suchen wir eine Losung von

—Au=f in 2,

5.32
u =0 auf 0f). ( )

Man erhilt folgende Aussage: Fiir alle f € L?(Q) existiert genau eine Lésung u €
Hy?(Q) N H??(Q) von (5.32) mit

||u||H2’2(Q) <c ||f||L2(Q) : (5.33)
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Der Beweis der Existenz einer schwachen Losung in Hy*(Q) liuft vollig analog. Zum
Beweis der H??%(Q2) Regularitéit geht man auch analog vor. Allerdings muss man eine
Testfunktion nehmen, die in Hy*(Q) liegt, was im Allgemeinen fiir u(T},(x)) — u(z)
nicht gilt (die Funktion hat keine Nullrandwerte). Also muss man die Argumen-
tation lokalisieren, d.h sei ' CC Q und 7 € CP(2) mit 7 = 1 in Q' und
(V7| < e dist(V,R™\ Q). Man withlt dann v(z) = h=2(u(T(x)) — u(z))7? und erhélt
bei etwas mehr technischem Aufwand:

2
Z/ |AIVu|” do < o) | fll72 @
i=1¢),
was sofort mit Lemma 5.31 b) V2u € L?({Y) liefert. Um eine analoge Aussage nahe
dem Rand 0f2 zu erhalten kann man mit lokalen Koordinaten, die dem Rand angepasst
sind argumentieren (siche Alt S. 398). Dies ist etwas aufwendiger, funktioniert aber im

Prinzip dhlich wie die Aussage im Innern. Eine Kombination beider Abschitzungen
liefert dann (5.33).

5.34 Satz. Der Laplace-Operator Au = —Au mit D(A) = H%2(Q) ist selbstadjun-
giert.

BEWEIS : Fiir glatte Funktionen u, v gilt

h
—/Auvdx:Z/DiuDivdx:—/uAvda:,
Q =g

Q

wobei die Randterme aufgrund der Periodizitét wegfallen. Somit gilt fiir Funktionen

u,v € C2(Q)

per

(Au,v) = (u, Av), (5.35)
d.h. A = A*. Da C% -Funktionen dicht in H2%2(Q) sind und alle auftretenden Integrale

endlich sind gilt (5.35) fiir alle u,v € H22(Q). Sei nun v € H22(Q), dann gilt aufgrund
von (5.35) fiir alle u € H22(Q)

per
|(Au, 0)| < lull =[] g2,

d.h. nach der Definition von A* ist v € D(A*) und es gilt (Au,v) = (u, Av). Dies
zusammen mit (5.35) liefert A*v = Av, dh. A = A* auf H22(Q) und H23(Q) =

per
D(A) C D(A*). Es bleibt zu zeigen, dass D(A*) = D(A). Sei v € D(A*). Dann
existiert nach Definition ein A*v = f € L2 (Q) mit

(Au,v) = (u, f) Vu € D(A).

Nach Satz 5.25 existiert fiir f € L2(Q) eine eindeutige Losung & € H22(Q) der

per per
Gleichung Av = f. Wir wollen zeigen, dass v = 0. Sei g € Lfm(Q) beliebig. Aufgrund
von Satz 5.25 existiert ein @ € H22(Q) mit Al = g. Wir haben

(g,v —0) = (Au,v) — (Aa,v) = (4, f) — (4, AD)
= (ﬂ,(f) - (avlf) 0,
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wobei wir (5.35) und A0 = f benutzt haben. Somit ist v = v,v € D(A) und f = Awv,
d.h. D(A*) C D(A). "
Im Falle von Nullrandbedingungen geht man analog vor.

5.36 Satz. Sei Q) ein Gebiet des R™ mit 02 € CYL. Der Laplace-Operator Au = —Au
mit D(A) = Hy*(Q) N H*%(Q) ist selbstadjungiert.

BEWEIS : Der Beweis lauft vollig analog zum Beweis von Satz 5.34. Man muss nur
beim Beweis von (5.35) beachten, dass die Randterme wegfallen, da u,v € Hy*(2). m

2.6 Separable Hilbertraume und Orthogonalsyste-
me

Wir erinnern:

6.1 Definition. Eine Teilmenge M eines Hilbertraumes H heifit dicht in H, wenn
es zu jedem u € H eine Folge (u;), uj € M gibt mit u; — u.

6.2 Definition. Ein Hilbertraum H heifit separabel, wenn es eine abzdihlbare, dichte
Teilmenge in H gibt.

Die meisten Hilbertraume, die aus den Anwendungen kommen, sind separabel, z.B.
L3(Q), HY2(Q).

6.3 Definition. Ein Orthogonalsystem ist eine Menge { ¢; € H }j eN,p; #0}
mil

(pr, ;) =0 Vj#k.
Das Orthogonalsystem heifft Orthonormalsystem, wenn zusdtzlich |¢;|| = 1,
j € N. Ein Orthogonalsystem heifst vollstindig in H, wenn span{ ¢; |j € N} dicht
in H ist. Hierbei ist span{y; !j € N} die Menge der endlichen Linearkombinationen
von beliebigen Elementen aus dem System, d.h.

spanf{y; | j € N} = {Zajgoj‘aj €ER bzw. C,j=1,...,n}.
=1

6.4 Lemma. FEs sei M ={v; € H }j € N}. Dann gibt es Orthonormalsysteme
{@; € H,jeN|p;#0} mit span M = span{yp; | j € N}.

BEWEIS : Man fiihrt einen Orthogonalisierungsprozess durch. O.B.d.A. diirfen wir

annehmen, dass fiir jedes N die Elemente vy, vo, ..., vy linear unabhéngig sind. Setze
U1
¥1 =
o]

Sei ; schon konstruiert. Man setze
J
B =vir1— > _ (V41,00 #1, (6.5)
1=1

Dj+1
Pi+1 = 7= : (6.6)
’ [@jl
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Offensichtlich ist ¢;41 Ly, 1 <1 < j. Damit sind die ¢; durch vollstdndige Induktion
definiert. Durch die Konstruktion erreicht man

span{ ¢; | j € N} = span{M} .

Aus den Definitionen und Lemma 6.4 folgt offensichtlich
6.7 Satz. Jeder separable Hilbertraum H besitzt ein vollstindiges Orthonormalsystem.

6.8 Lemma. Sei {p;};en ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H. Dann ist
fiir jedes w € H, N € N

Somit gilt auch » 2, (w, ;) ? < Jlw|? < 0.
BEWEIS : Es gilt

N
2
(w,05) 3| = D 1w, 05)P < ]

1 j=1

Mz

<.
Il

2

N
0< Hw =) (w,05) 9;

= ol + 3 . = 3o { (0. (w0 0)0)) + (w,0) 05.w) }

Jj=1

MZ
f—’H
S
5
_l’_
B
5
5
——

N
= wl® + Y [(w,0))I?
j=1

7j=1
N
= [lwl* = > [(w, o)
j=1
Hieraus folgt die Aussage des Lemmas. n

6.9 Satz. Sei {p;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H.
Dann ldsst sich jedes Element uw € H als konvergente, verallgemeinerte Fourier-
rethe

Z U, p;) @ (6.10)
7j=1
darstellen und es gilt

ful|* = Z [(u, )] - (6.11)

BEWEIS : Nach Definition 6.3 gibt es zu v € H eine Folge u" = Zjvzl pYe; —u e H.
Esist ) = (u", p;), wie man sich durch Multiplikation im Sinne des Skalarproduktes
mit ¢; iiberlegt. Es gilt wegen Lemma 6.8

N
HZ(%%‘)% H = HZ N w5) o5
j=1

"<
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Da u" — wu, folgt somit

N
HZU%
7j=1

was (6.10) beweist. Aus (6.12) folgt

N N N
Z’(uaﬁpj)‘z_Z( ) (g, u Z u, ;) (u, @) +HUH2—>O
j=1 =1 j=1

o =0 (V= o), (6.12)

d.h.
N
lul> = l(w )P =0 (N —o0).
j=1

Damit ist (6.11) bewiesen. L

Man kann sich iiberlegen, dass die Vollstandigkeit eines Orthonormalsystems dquiva-
lent zu Relation (6.11) ist.

6.13 Lemma. Sei {p;} ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H. Wenn fir

alle w € H gilt:
lull* =" 1w )
j=1

dann ist {p;} ein vollstindiges Orthonormalsystem.
BEWEIS : Seiu € H. Im Beweis von Lemma 6.8 haben wir gezeigt:

lull* = [(u, )
j=1

Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite gegen Null, d.h.

n

u=> (u,0))p;|| =

J=1

n

lim Y (u, )05 = u

j=1
und somit ist span{e; | j € N} dicht in H. l

Die verallgemeinerten Fourierkoeffizienten (u, ;) besitzen eine Minimaleigen-
schaft. Die Losung des Minimumproblems ,,Suche p1, ..., uy € R bzw. C, so dass

N
lu =" w5l
j=1

minimal ist“ lautet p; = (u, ¢;). In der Tat haben wir fiir 4; € Rbzw. C, j =1,..., N

N 2 N N N
2 2 —
u— ZM% = [Jul|” + Z |1l = Zﬂj(% ®;) — ZM;’(U
Jj=1 j=1 j=1 j=1

N

2 2

> ul* =Y 1w, 09)[
j=1
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da @b+ab < |a|”+|b|*. Somit ist die rechte Seite eine untere Schranke, die unabhiingig
von f; ist und fiir g; = (u,¢;) angenommen wird, d.h. fiir g; = (u, ;) wird das
[

. N
Minimum von [[u — 3757, y1;05|* angenommen.

Beispiel: Das System

N =

{(2m) 26"} g (6.14)
ist ein Orthonormalsystem in L?(—m, 7). In der Tat haben wir

™

) eimﬂ_e—imw
My = —————— =0 e Z\{0}.
/e x po m \ {0}

—Tr

Aufgrund der Relation

eimx + e—imx eimx . e—imx
cosmx = , sinmr=-——¥77—"— 6.15
2 21 ( )
ist auch das System
1 1 1
{(2m) 2,772 cosnx, 7 2 sinna }ren (6.16)

ein Orthonormalsystem in L?(—m, ).

6.17 Satz. Die Systeme (6.14), (6.16) sind vollstindige Orthonormalsysteme im
L2 (-7, 7).

per

BEWEIS : Aufgrund der Beziehung (6.15) geniigt es dies fiir eines der Systeme zu
zeigen. Wir nehmen das System (6.14). Wir wissen bereits, dass das System (6.14)
ein Orthonormalsystem ist. Da C*°[—m, «1] dicht in L7, (—m, ) ist, reicht es zu zeigen,
dass sich glatte Funktionen durch endliche Linearkombinationen von Funktionen aus
(6.14), die wir mit I, := (27) /2~ begzeichnen, approximieren lassen. Sei also

f € C'—7, 7] und
|k|[<n
Nach Lemma 6.8 gilt
DI < Iz < oo,
kEZ

und also fir m > n

1P (f) = Pa(Dll72 < D I(F)IF =0 (n—o0).

|k|>n

Somit ist (Pn(f)) eine Cauchyfolge in L2_.(—, 7) und es existiert ein f € L2 (—m,m)

per per

so, dass P,(f) — f in L2, (—m,7) und fiir eine Teilfolge P,, (f)(z) — f(z) fast

per
iiberall. Aufgrund des folgenden Lemmas erhalten wir f = f, was die Dichtheit von

span{ly, k € Z} in L? (—7, ) beweist. o

per
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6.18 Lemma. Sei f € L m, ) und existieren M,a > 0 so, dass

per(
|h_1(f(a:+h)—f(x))‘§M VAl < a.
Dann konvergieren die n-ten Partialsummen P, (f) fast tiberall gegen f.

e Die Voraussetzungen des Lemmas sind insbesondere fiir Lipschitz-stetige Funk-
tionen erfiillt.

BEWEIS : Wir haben

= o [ G~ @) Y ety e

|k|<n

:% (f(x—z)—f(a:))Zeikzdz
g |k|<n
! 2
=— [ (fle—2y) - " dy,
W_é ;n
2

wobet wir erst z = x —y und dann z = 2y substituiert haben. Mit Hilfe der Summen-
formel der geometrischen Reihe erhdllt man

2n ;
) . ] 1= ezx(2n+1)
§ e'ka —e inx ezk:p —e inx

[k|<n k=0

. 1 ) 1
ezz(n+§) N e—m(n+§) Sin((n + %)x)

e% B 6—% sin £ ’
und somit
[z — 2y 2y .
P(f)(x) / T2 sin((2n-+ 1)) ay.

%
d.h. P,(f)(z) — f(x) ist ein Fourierkoeffizient bzgl. des Systems (6.16) der Funktion

1 flz=2y) = fly) 2y
9(z) = \/_X[_E 3] 2y siny ’

welche aufgrund der Voraussetzungen eine L2-Funktion ist. Lemma 6.8 liefert also
P.,(f)(x)— f(x) =0, (n— o0), was die Behauptung ist. n
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Mit Hilfe eines vollsténdigen Orthonormalsystems in L2 (-, 7) kann man vollsténdi-
ge Orthonormalsysteme in L2 (Q), Q@ = (=L, L)" C R" konstruieren. Das System

(x) = (20) 2617, Lez (6.19)
ist ein vollsténdiges Orthonormalsystem in L2, (=L, L).
6.20 Folgerung. Das System
(2L)*%ei%’” : (6.21)
wobei k = (ky, ..., k), ki € Z,i = ,n, ein Multiindex ist, und © = (x1,...,x,)

ein Vektor im R", st ein vollstandzges Orthonormalsystem in Lper(Q), wobes
Q= (=L, L)".
BEWEIS : Wir beweisen die Folgerung nur fiir n = 2, der allgemeine Fall folgt analog.

Das System (6.21) kann als Produkt von Funktionen des Systems (6.19) geschrieben
werden. Wir haben

(2L) T TRrmthee) — 1 ()l (1) (6.22)

Man rechnet leicht nach, dass diese Funktionen ein Orthonormalsystem bilden. Auf-
grund von Satz 6.9 und Lemma 6.13 ist das Orthonormalsystem (6.22) vollstandig
genau dann, wenn fiir alle v € L2,(Q), mit Q = (=L, L)* gilt:

/L/L]u(:c,y)|2 dxdy— Z(/L/Lu )d:vdy)Q. (6.23)

Ryags j,ke
Aus u € L2 (Q) folgt mit dem Satz von Fubini u(z) € L? (—L,L) fiir fast alle

per per
€ (=L, L). Da {lx(y)} ein vollstandiges Orthonormalsystem in L L, L) ist gilt

fﬁr fast alle x € (=L, L)

L L
/IU(ﬂmy)\2 dy = (/u z,y)l dy)
—L JE€LZ

=3 g (@) . (6.24)

JEZ

per(

Da die |g;(z)|> nichtnegative messbare Funktionen sind (Man wende den Satz von
Fubini auf u(z,y)l;(y) € L} (Q) an) kann man, nach Satz 3.11, (6.24) iiber (=L, L)
integrieren. Somit ist

/L/LW dw:ZZ/L\gj(m)\2 dx
(i)

7s keZ
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wobei die Vollstandigkeitsrelation (6.11) auf jedes der g; angewendet wurde. Somit ist
(6.23) bewiesen und das System (6.22) vollsténdig. l

6.25 Satz. Jeder separable Hilbertraum ist isometrisch-isomorph zum Hilbertraum [?.

BEWEIS : Sei {¢;} ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H. Jedes u € H besitzt

eine Darstellung
= (u,05) ¢;
j=1

Dem Element u ordnen wir den Vektor

Tu = ((U, Spl)a (uv 902)7 (u7 903)7 T )

zu. Offensichtlich ist 7" eine umkehrbar eindeutige Abbildung von H auf [2. Insbeson-
dere ist

Z U, @;) U p;) = (Tu, Tv)e
7=1

Satz 6.25 ist niitzlich, da gewisse Séatze iiber Hilbertrdume in dem recht anschaulichen
Raum [? bewiesen werden konnen. Ein Beispiel werden wir in dem nichsten Abschnitt
sehen.

2.7 Schwache Konvergenz und schwache Kom-
paktheit

Neben der Normkonvergenz gibt es in Hilbertrdumen einen weiteren, sehr wichtigen
Konvergenzbegriff, namlich die schwache Konvergenz.

7.1 Definition. Eine Folge (u;)jen, u; € H in einem Hilbertraum H konvergiert
schwach gegen ein Element u, in Zeichen

uj —=u oder wu; — u schwachin H (j — o0)
genau dann, wenn fir alle v e H
(uj,v) = (w,v) (= 00).

Im Unterschied hierzu bezeichnet man die Konvergenz beziiglich der Norm als starke
Konvergenz.

7.2 Lemma. FEs gilt:
a) Falls u, — u stark in H, dann konvergiert u, — u schwach in H.
b) Aus u, — u schwach in H folgt

ul| < liminf [[u,]| - (7.3)
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BEWEIS : a) Fiir u; — u folgt fiir alle v € H
|(uj,v) = (w, 0)] < Jluj —ul[ o]l =0 (G — 00),

d.h. u; — u schwach in H.

b) Sei u; eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert u. Fiir alle v € H gilt:
|(ug, )| < gl
Aufgrund der schwachen Konvergenz von u; erhalten wir

(u,0)| = liminf |(u;, v)| < lim inf g ] o] .
J—00 Jj—00

was sofort die Behauptung (7.3) liefert, wenn man |ju|| = sup |(u,v)| beachtet. =
floll=1

7.4 Lemma. Sei {¢;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H. Dann konvergiert
w; =0  schwach in H .

BEWEIS : Sei v € H. Es gilt

v=> (v,9;)%;.
j=1

Da nach Satz 6.9 77, |(v, ;)|* konvergiert, gilt (v, ;) — 0, (j — o0). =

Da ||¢;|l = 1, kann (p;) nicht stark (d.h. beziiglich der Normkonvergenz) gegen Null
konvergieren. Man sieht also, dass die schwache Konvergenz verschieden (,,schwicher®)
von der starken Konvergenz ist.

Der folgende Satz ist ein Analogon des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

7.5 Satz (Schwache Kompaktheit beschrinkter Mengen im Hilbertraum).
Set (Um)men, um € H eine beschrinkte Folge in einem Hilbertraum H. Dann gibt es
eine schwach konvergente Teilfolge (tm)men, A C N.

BEWEIS : Wir fiihren das Problem auf den Fall des separablen Hilbertraumes zuriick,
indem wir die AbschlieBung Hy von span{u,, | m € N} betrachten. H ist separabel,
da die Menge der endlichen Linearkombinationen von Elementen u,, mit rationalen
Koeffizienten einerseits abzihlbar, andererseits dicht in H, ist. Hy ist isometrisch
isomorph zu [? (siehe Satz 6.13), und Satz 7.5 iibersetzt sich in die Aussage:

SSei ¢ = (h,ch, .)€ B30 [P < K, 1 € N. Dann gibt es eine Teilfolge | €
A, A C N und ein Element ¢ = (¢, ¢o,...) € [ mit

[e.9]

f:cé_jﬁz:cjﬁj (I =00, l€A)

—1 j=1

<

fiir alle u = (py, po,...) € 2. ¢
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Der Beweis geschieht folgendermassen: Nach dem Weierstraflschen Doppelfolgensatz
gibt es eine Teilfolge [ € A, A C N, so dass

= ¢ (I =00, l€A)

fir alle 5 € N. (Man setzt das bekannte Diagonalverfahren ein.) Diese Folge [ € A ist
bereits unsere gesuchte Teilfolge, denn es gilt zunéchst

N N
>l < lim AP < K,
j=1

J=1

und somit
N
Z |Cj|2 <K,
j=1

d.h. ¢ € 2. Weiterhin gilt

Der Term A geht gegen Null fiir [ — oo, [ € A, N fest, da cé- — ¢j,l — 00,1 € A, und
B lasst sich abschétzen durch

B< (Y lo-¢P)" (2 k)" < e+ 1) ( S )

Jj=N+1 j=N+1 j=N+1

> 1/2
<2k( > )
j=N+1

Da > 2, |u;|* konvergiert, lasst sich fiir N > N(g), N fest, erreichen, dass B < ¢ ist.
Damit erhdlt man

(e, p) = ()| < o(1) + (I =00, l€A),

I — ¢, | € A, ist bewiesen.

und die schwache Konvergenz ¢
Damit haben wir fiir beliebige v € H, die Konvergenz (uy,,v) — (u,v) (m — oo,
m € A), u= Y77, cjpj, wobei (p;) ein Orthonormalsystem von Hy ist, und damit
auch (U, w) — (u,w), w = w;, + wq, wy € Hy, wy € Hy. u
Nun kénnen wir Lemma 5.31 b) beweisen.

5.31 Lemma. Sei Q C R"™ ein Gebiet mit Q2 € C%' und u € L*(Q).

a) Firue HY(Q) und |h| < hq gilt:
A (wo Ty, —u

)HLQ(Qh) < ”DjuHLz(Q)a 7=1...,n
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b) Seien h™'(uoTj, —u) € L*(Qp,) fiir alle hg > 0, 0 < h < hy und gelte

Hh_l(uoijh—u <Ci j=1,...,n

Mz,

dann ezistiert die verallgemeinerte Ableitung Dju und es gilt

[1Djull 2y < Cr-
BEWEIS : Fiir ¢ € C§°(22) und |h| klein genug haben wir

/ Alug di = / W (e + hey) — u(z))p(x) da

Q

= [ @) -h) oo hey) — pla) da *)
/ WA dr.

Mit dem Diagonalverfahren wéhlen wir eine Folge hy, — 0 so, dass A;”“u — w schwach
in L2(Y) fiir alle ' CC Q, was aufgrund der Voraussetzungen moglich ist. Fiir die-
se Folge hy, konvergiert die linke Seite in (*) gegen [, wedxr und die rechte Seite
gegen — fQ uD;pdzr. Nach der Definition der verallgemeinerten Ableitung ist also
w = Dju.Die Abschétzung fiir D;u folgt sofort aus

|Djullp2) =  sup ‘/Djugpdx‘ = sup hmlnf‘/A ugpdx
pece (@) Ja peCe(Q) k=0
Il 2 <1 H«ana(m

< liminf || A ullz2(q,,) < C1,

wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung und die Kompaktheit des Tréagers von ¢
benutzt haben. ]

Es folgen weitere Betrachtungen zur schwachen Konvergenz sowie ihrem Verhéltnis
zur starken Konvergenz.

7.6 Satz. Sei H ein Hilbertraum und (u,), un, € H, schwach konvergent. Dann ist
() beschrinkt.

BEWEIS : Dies ist eine Folge des Prinzips der gleichmé&fligen Beschréanktheit, ein
grundlegender Satz, welcher besagt, dass in vollstindigen Rdumen eine , punktwei-
se“ beschrankte Folge linearer, beschrankter Abbildungen gleichméflig beschrankt ist.
Dieser Satz wird im zweiten Teil der Vorlesung bewiesen. Im obigen Fall sind die linea-
ren, beschriankten Abbildungen lineare Funktionale, ndmlich ¢,,(v) := (v, u,,). Wegen
der schwachen Konvergenz der w,, ist ¢,,(v) beschrankt, d.h. |p,,(v)] < K, fiir alle
m € N, also ,,punktweise” beschrankt. Das Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit
ergibt sup |p,(v)| < K, woraus ||u,| < K folgt. "

f[oll=1
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7.7 Satz. Sei A: Hy — Hy beschrdnkt und linear, Hy, Hy Hilbertraume. Dann ist A
stetig beziiglich der schwachen Konvergenz von Hy und Hsy, d.h. u,, — u schwach in
Hy impliziert Au,, — Au schwach in Hs.

BEWEIS : Sei u,, — u schwach in H;. Dann gilt (Au,,v) = (upm, A*) — (u, A*v) =
(Au,v). n
Die Umkehrung von Satz 7.6 kénnen wir im Augenblick nicht beweisen.

7.8 Die Umgebungsbasis der schwachen Topologie. Die Umgebungsbasis
eines FElementes w € H in der starken Topologie sind die e-Umgebungen
Udu) = {z € H; |lu—=z|| <e}, € >0. In der schwachen Topologie sind es
die Mengen

UEvSOMOz,n-ysOm(u) = {'T S H| |(90j> )| <ég, ] m}

Hierbei sind alle € > 0 und alle moglichen Kombinationen ¢, € H,m € N zu verwen-
den. Im separablen Fall kénnte man sich auf abzdihlbar viele ¢, beschrdnken. Dann
wdre das sogenannte erste Abzdihlbarkeitsaziom erfillt, d.h. jedes Element hat eine
abzihlbare Umgebungsbasis (¢ lisst man die rationalen Werte durchlaufen). Wenn
das erste Abzihlbarkeitsaziom nicht erfillt ist, gibt es bei einigen topologischen Begrif-
fen Probleme, z.B. muss man dann zwischen folgenkompakt und tiberdeckungskompakt
unterscheiden.

Ein weiterer, grundlegender, fiir die Variationsrechnung und Optimierung sehr niitz-
licher Satz ist

7.9 Satz (Banach-Saks). Es sei H ein Hilbertraum und (u,), u, € H, eine schwach
konvergente Folge mit Grenzwert w € H. Dann gibt es eine Teilfolge A C N, so dass

die arithmetischen Mittel % Zjvzl U, , N — 00, stark gegen u konvergieren.

BEWEIS : O.B.d.A. nehmen wir an, dass « = 0 gilt (Ubergang von u, zu w, — u).
Wegen der schwachen Konvergenz u,, — 0 wéhlen wir sukzessive Indizes m; € N aus,

so dass
1
52

In der Tat: Ist w,,, bis u,,, bereits konstruiert und damit fest, nutzen wir

| (U > Uy, )| < fir j <k, jeN.

(U Upmy) = 0 (m—o00,l=1,...,k)
aus und erhalten so den Index my ;. Die Indexfolge (m;) ist die gewiinschte, denn es
gilt

k—1

9 N
ZHUmJH2 Z Re umJJU‘mk

k=1 j=1

N k-1
N 2221 K 2 =

o

Wir geben zwei Anwendungen des Satzes von Banach-Saks:
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7.10 Satz. Sei (u,,) eine schwach konvergente Folge vektorwertiger Funktionen aus
L2 RY), Q C R™ offen, und C' eine abgeschlossene, konvexe Menge des RY | so dass
U (x) € C fiir alle x € Q mit Ausnahme einer Menge vom Mass Null. Dann gilt fir
den schwachen Limes u der u,, dass u(x) € C fir alle x € Q mit Ausnahme einer
Menge vom Mass Null.

BEWEIS : Ist u,,(x) € C, so gilt auch fir die arithmetischen Mittel

| M
—ZumJ(z) eC.
szl

Da es sich durch Auswahl von Teilfolgen erreichen lésst, dass 17 Z]Nil Uy, — U i

L2(92; RY) konvergiert (M — o00), erhélt man durch Auswahl einer weiteren Teilfolge,
dass + Zj\il U, fast iiberall konvergiert (Blatt 2; Aufgabe 4). Daraus folgt fiir den
Limes u, dass u(x) € C fir alle x € Q\ E, u(E) = 0 gilt. n
Wenn C' nicht konvex ist, ist die entsprechende Aussage im allgemeinen falsch. Allge-
meiner zeigt man mit der gleichen Methode

7.11 Satz. Es sei C eine konvexe, abgeschlossene Menge in einem Hilbertraum H
und Uy, € C, Uy — u schwach in H (m — o0). Dann gilt u € C.

Wir prasentieren noch eine Anwendung des Satzes von Banach-Saks in der Optimie-
rung:

7.12 Satz. Es sei C' eine nichtleere, abgeschlossene, konveze Menge eines Hilbertrau-
mes H und f : C — R stetig in der starken Topologie von H. Ferner sei f konvexr und
koerziv auf C, d.h. f(u) — oo fir ||u]| — oo, w € C. Dann existiert ein Minimum

von [ auf C.

BEWwEIs : O.B.d.A. sei f nicht konstant gleich co auf C. Sei (up,), U, € C eine
Minimalfolge, d.h.

f(um)—>iréff::1<oo, If () — 1] <27,

Wegen der Koerzivitét von f ist ||u,,|| < K und es gibt eine Teilfolge, so dass, nach
Umnummerierung,
N
Z uj; — u stark.

j=1
Es ist ~ Zﬁvzl uj € C, also auch u € C. Ferner gilt Zjvzl flu;) — irclf f,N — .
In der Tat, sei € > 0, dann gilt fiir geeignetes Ny und N > N

=

U, — u schwach und

%;ﬂuj)—z < %;uw )
<y L) =11+ %zﬁ‘ £w)~ 1]
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Somit erhalten wir fiir N grofy genug:

1 1
f(u)ga—l—f(NZuj) §5+N2f(uj)§2€+igff.

Anschlieflender Grenziibergang ¢ — 0 ergibt die Behauptung. ]

2.8 Kompakte lineare Abbildungen

8.1 Definition. Eine Menge M eines Hilbertraumes H heifit relativ folgenkom-
pakt (bzw. relativ schwach folgenkompakt), wenn jede Folge (uy,), U, € M eine
Teilfolge besitzt, welche in H stark (bzw. schwach) konvergiert.

Unpréziserweise sagt man auch, dass M relativ kompakt (bzw. relativ schwach kom-
pakt) ist, meint aber relativ folgenkompakt (bzw. relativ schwach folgenkompakt).

8.2 Definition. Eine Menge M eines Hilbertraumes H heifst folgenkompakt (bzw.
schwach folgenkompakt), wenn sie relativ folgenkompakt (bzw. relativ schwach fol-
genkompakt) ist und alle Haufungspunkte bzgl. der starken (bzw. schwachen) Topologie
i M liegen.

Ublicherweise definiert man in topologischen Raumen diejenigen Mengen M als kom-
pakt, welche die Eigenschaft haben, dass jede Uberdeckung von M durch offene Men-
gen O;, 1 € I, eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. es gibt eine endliche Index-
menge [y C I mit M C |J O;. Im Unterschied zu folgenkompakt spricht man auch
iel
von iiberdeckungskompakt. %‘ﬁr die an Anwendungen in der Analysis orientierte Funk-
tionalanalysis wird der Begriff der , Uberdeckungskompaktheit® als zu umsténdlich
empfunden. Aulerdem dient es bei Beweisen manchmal dem Vorstellungsvermogen,
bei einer Folge an einen zeitlichen Ablauf zu denken.
Wie wir in Abschnitt 2.7 bereits diskutiert haben, sind beschréankte Mengen im Hil-
bertraum nicht notwendig relativ folgenkompakt - allerdings relativ schwach folgen-
kompakt.
Fundamental fiir die Anwendungen der Funktionalanalysis ist der Begriff des kom-
pakten Operators (Abbildung).

8.3 Definition. Fine Abbildung A : Hy — Hy mit Hilbertrdumen Hy, Hy heifit kom-
pakt, wenn A beschrdankte Mengen in relativ folgenkompakte tberfihrt. Die Abbildung
A Hy — Hs heifst vollstetig, wenn sie schwach konvergente Folgen in stark konver-
gente Folgen tberfiihrt.

Bei diesen Definitionen muss A nicht notwendig linear sein.

8.4 Lemma. Secien Hq, Hy Hilbertraume. Die lineare Abbildung A : Hy — Hy ist
genau dann kompakt, wenn sie vollstetig ist. Insbesondere ist A beschrdinkt.
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BEWEIS :

,<=* Sei A vollstetig und M C H; eine beschrinkte Menge. Sei (u,,) eine Folge mit
U € M. Zu zeigen ist, dass (Au,,) eine konvergente Teilfolge hat. Da beschréink-
te Mengen schwach folgenkompakt sind, gibt es eine Teilfolge A C N, so dass
Up — u (m € A, m — o0) schwach in H;. Da A vollstetig ist, konvergiert
Au,y,, m € A stark in Ho.

,= Sei A kompakt und u,, — u schwach in H;. Wir zeigen, dass A beschrdnkt ist.
Wiire A unbeschrénkt, gébe es eine Folge v, mit |v,,| = 1 und ||Av,,|| — oc.
Dies widerspricht der Forderung, dass (Av,,) relativ kompakt ist.

Nach Satz 7.6 sind beschrénkte lineare Abbildungen stetig von der schwachen
Topologie in die schwache, d.h. aus u,, — u schwach folgt Au,, — Au schwach.
Angenommen, Au,, konvergiere nicht stark gegen Au. Dann gibt es ein ¢ > 0 und
eine Teilfolge A mit ||Au,, — Aul|| > e, m € A. Da (Aup,)men relativ kompakt
ist, gibt es eine Teilfolge A; C A, so dass Au,, — f stark in H,. Es folgt
Ilf — Aul| > e. Andererseits gilt (Aup,v) = (upm, A*v) — (u, A*) = (Au,v)
und (Atu,,v) — (f,v). Damit folgt Au = f. Es muss daher die Konvergenz
Au,, — Au stattfinden.

Beispiele kompakter linearer Abbildungen:

Typische Beispiele sind Integraloperatoren: Sei 2 C R"™ beschrinkt und offen,
K € L*(Q x Q) und

Aufz) = / Kz, y) uly) dy (8.5)

8.6 Lemma. Die durch (8.5) definierte Abbildung A : L*(2) — L?(2) ist vollstetig.

BEWEIS : Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir Kerne K € C(ﬁ X ﬁ) Es gilt fiir
Um € L*(Q), [Jum| < ¢

| At () — At(2)| = \ [ (0 = K)o dy\
Q

ye

<sup | (.9) ~ K ()| [ lumo)|do

< sup |[K (2,y) — K (2,9)[|Q"? [[tm 20 -
yeQ

Da K gleichméafig stetig ist, gibt es fiir € > 0 ein 6 > 0, so dass

sup |K(z,y) — K(z,y)| <e fir |z — 2| < 4.
yeQ
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Die Funktionen Aw,, sind daher gleichgradig stetig. Aus

sup | Ay, (z)| <sup/]K z,y)| |um(y)| dy

e e

< sup [K(x,y)| 22 [mll 220y
x,yeN

folgt, dass Au,, auch gleichgradig beschrdinkt ist. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli
gibt es daher eine gleichméfig konvergente Teilfolge. Konvergenz in L>(2) impliziert
Konvergenz in L?(2) bei beschrinktem Gebiet, denn

1
| A, — AUHLz(Q) < €22 || Aup, — AUHLoo(Q)

Die Abbildung A ist daher bei gleichméfig stetigem Kern kompakt.
Im allgemeinen Fall K € L*(Q x Q) verwenden wir ein Approximationsargument.
Da C5°(€) dicht in L%(Q) ist, gibt es eine Folge von Funktionen K,, € C(Q x ) mit

//|K—Km|2dxdy—>0 (m — 00).
Q

Wir setzen Apu(z) ;= [ K,(z,y) u(y)dy und erhalten
Q

JA— Al = sup /\/ (.0) — Koo uly)dy | d

u||L2 1
//]ny Kz, y)|* dzdy — 0
Da A,, vollstetig ist, impliziert der folgende Satz die Aussage von Lemma 8.6. ]

8.7 Satz. Seien Hq, Hy Hilbertraume und A,, : Hy — Hy linear und vollstetig. Sei
|A=Apll =0 (m— o0).
Dann ist A vollstetig.

Interessanterweise fithrt also die Konvergenz beziiglich der Operatoren nicht aus der
Menge der vollstetigen Abbildungen heraus.

BEWEIS : Sei u; — u schwach in H;. Es gilt |lu;|| < K fir alle j € N und somit
|lu|| < K. Sei € > 0 vorgegeben. Dann gilt

4 - Al < =

fiir mindestens ein m. Es konvergiert A,,u; — A,u (j — o0) stark in H,. Daraus
folgt

[Au; = Aul] = | Amu; = Apu + (A = Ap) u; — (A = Ap) ]
< [[Amu; — Amul| + [|A = Al lug ]| + [|A = Ao [[u]
o(1) + Sy
5 :



78 Hilbertriaume

Ein weiterer, duferst wichtiger kompakter Operator ist die Einbettung J von H%“?
nach L2. Es sei Hy = H"(I), I = [a,b], oder H; = Hy*(Q2), Q offen und beschrinkt.
(Im Fall H; = H"?(Q) wiirde man noch geringfiigige Regularitiit an 9 bendtigen,
z.B. 0Q € C%! reicht véllig.)

8.8 Satz. Sei J : Hy — L? die Abbildung, welche einer Funktion w € H, (H, wie
oben) die Funktion u, aufgefasst als Element von L?, zuordnet. Dann ist J vollstetig,
d.h. aus u,, — u schwach in H, folgt u,, — u stark in L?.

BEWEIS : (i) Der eindimensionale Fall H; = H"*(I)
Sei Uy, € HY2(I), ||t g2 < K. Dann ist (vgl. Definition von H'?(I) nach Tonelli)

7 1/2
rumm)—um@r:‘ [ tas| < |77—§|1/2< / |u'm\2dt) < Kln—¢[2,
£ I

d.h. die u,, sind gleichgradig stetig. Die Beschréanktheit folgt, da

] Fumtman- um@)] < o) — (@)t < K f Iy — 2 an < K

wobei f, f(s)ds = |—}‘ [; f(s)ds das Mittelwertintegral ist, und

\ [t dn\ < 112 ] 2.
I

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli gibt es daher eine Teilfolge, die gleichméssig und
damit auch stark in L?(I) konvergiert.

(i1) Der Fall H; = Hy*(Q)

Da Hy*(Q) der Abschluss von C°(Q) in der H“2(Q)-Norm ist, kénnen wir Hy™?(Q)
als Teilraum von Hy?(Q) mit einem Wiirfel Q = [—-nL,7L]" 2D Q betrachten.”
Die Hy”(Q)-Funktionen werden periodisch auf ganz R” fortgesetzt mit @ als Peri-
odizititswiirfel. Sei nun u,, € Hy”(Q) beschréinkt. Dann besitzt u, € L*(Q) nach
Folgerung 6.20 und Satz 6.9 eine Fourierentwicklung

Uy = 2 :Cznezkx/L’
k

wobei die Summation iiber die Multiindizes k = (k1, ko, ..., k), k; € Z, lauft. Die
Koeffizienten ¢, sind gegeben durch

"Die Funktionen aus H,*(€2) werden durch 0 auf Q \ € fortgesetat.
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Da auch D;u™ € L*(Q),j = 1,...,n, haben wir auch

. tkx
Dju™ = Zd;”’]eT :
k
wobei
1 ik
dy? = - /Djum(x)e_ L dx
(2m)2
Q
1 ikz gk
= 7 /um(x)e_ el dx
(2m)% J
ik o,
=

Die Beschrénktheit der Folge ||, || 12 zieht nach Satz 6.9 die Beschrénktheit von

DRI < K, e, o <K (8.9)
k

nach sich. Aus (8.9) folgt die Kompaktheit der Folge ¢™ = (..., ¢, ...) in [2. Seine
Elemente sind hier Folgen, deren Glieder mit Multi-Indizes versehen sind. W&hlt man
ndmlich nach dem Doppelfolgensatz eine Teilfolge A C N aus mit ¢™ — ¢ komponen-

tenweise, so folgt aus (8.9) > |k|? |cx]* < K und
k

1
Dol —alf <y e > kP e — el

k k<N k|>N

2K
§0(1)+ﬁ<€ fiir m > m(e).

Auf die Fouriersche Reihe iibertragen, impliziert die Konvergenz ¢™ — c in [? die
Konvergenz u™ — u stark in L?*(Q)), wobei ¢ € [* der Vektor der Fourierkoeffizienten
der u definierenden Reihe ist. ]

Im Falle H; = H“?(Q),0Q € C%! liuft der Beweis wie im Falle H,*(Q). Allerdings
muss man folgende Aussage benutzen:
Es existiert ein Fortsetzungsoperator C' : HY*(Q) — Hy*(Q), d.h.

(Cu)lo=u  Vue H"(Q)

und

Zur Konstruktion dieses Operators wird die Regularitat des Randes benutzt.

Satz 8.8 lasst sich auch folgendermaflen interpretieren:
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8.10 Lemma. Sei J : Hy — Hy, wobei Hy wie in Satz 8.8 definiert ist, die durch den
Rieszschen Darstellungssatz gegebene Abbildung mit

(Ju,v) g, = (u,v) 2 fir alle u,v € Hy. (8.11)
Dann ist J kompakt.
BEWEIS : Sei ||um|| g, < K. Dann folgt aus (8.11) mit v = Ju,,, u ersetzt durch wu,,
[ Twml[my < lJtmlr2 < K.

Die Ju,, sind also beschréinkt. Andererseits gibt es wegen Satz 8.8 eine Teilfolge A,
s0 dass (U )mea eine Cauchy-Folge in L? ist. Daraus folgt

sup  (Jum — Jug, V) g, < ||t — ugl|z2 — 0 (m,k — o0, m,k € A),
vl ey =1
woraus || Juy, — Jug||g, — 0 folgt. =

Jetzt konnen wir Satz 5.19 beweisen.
5.19 Satz. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet des R™ mit 02 € C%'. Dann existiert eine
Konstante K, so dass fiir alle w € H"*(Q) gilt:

/|u — ug|® dx < K/ \Vul? dz (5.20)
Q Q
wobes
1
uQ ::][uda:’ = —/udx
|€2]
Q Q

der Mittelwert von wu tiber € ist.

BEWEIS : Da sich die linke Seite nicht verdndert, wenn man zu u eine beliebige
Konstante addiert kénnen wir annehmen, dass ug = 0. Sei die Behauptung falsch.
Dann gibt es eine Folge uy € H*(Q2) mit Mittelwert Null, so dass

/|uk|2 de =1,
Q

1
/|vu,€|2 do < .

Q

(8.12)

Somit ist die Folge u; in H'?(Q) beschriinkt und nach den Bemerkungen zu Satz
8.8 gibt es eine Teilfolge uy, die in L*(2) stark gegen u € L*(2) konvergiert, wobei
aufgrund von (8.12) ||lull;> = 1, und die in H?(Q) schwach gegen u konvergiert.
Nach (8.12) und Lemma 7.2 und Satz 1.3.15 gilt Vu = 0. Daraus folgt dass u in 2
konstant ist. In der Tat, sei u. = J. *x u die Regularisierung von u. Dann gilt fiir alle
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x € Q. = {x € Q;dist(z,00) > ¢}

Vu.(r) =V, / Je(x — y)u(y) dy
=V, / Je(y)u(zr —y) dy

_ / J(y)Vau(z — y) dy

Rn

=J.*Vu=0,

da Vu € L*(Q) ist. Somit sind u. in Q. konstant. Nach Satz 1.5 konvergiert u. — u
in L?(Q2) und somit ist u auf ganz Q konstant. Der Grenzwert u hat auch Mittelwert

Null, da
‘/ukd:c—/uda:
Q Q

und die Mittelwerte von u; Null sind. Damit ist u notwendig identisch Null, was ein
Widerspruch zu [Ju||;. = 1 ist. n

1
< QU2 flup = ullz = 0 (k— o0)

Als weitere Anwendung der Begriffe werden wir in diesem Abschnitt die Endlichdimen-
sionalitdt des Kernes von Operatoren der Gestalt A + K, A koerziv und beschrankt,
K kompakt, und verwandte Fragen behandeln. Zuvor benétigen wir noch

8.13 Satz. Sei K : Hy — Hy eine lineare, vollstetige Abbildung eines Hilbertraumes
Hy n einen Hilbertraum Hy. Dann ist die adjungierte Abbildung K* : Hy — H,
vollstetig.

BEWEIS : Sei v,, — v schwach in H,. Nach Definition des Begriffs ,,Supremum* gibt
es Elemente w,, mit ||u,,|| = 1 und Zahlen ¢,, — 0, so dass

1K 0 — K70l = sup [, K70 — K*0)] = [t K v — K*0)| + .

l[ull=1

O.B.d.A. kann man u,, so wahlen, dass u,, — u in H; (vergleiche Satz 7.5). Wir haben
also
| K v, — K| = [(K U, U — 0)| + € s (8.14)

wobei u,, — u schwach in H; und, da K vollstetig ist, Ku,, — f stark in Hy. Da
weiterhin v, — v — 0 schwach konvergiert, gilt

(K, 0y, —v) — 0 (m — 00).

In der Tat: Angenommen, es wére |(Ku,,, v, — v)| > ¢ fiir eine Teilfolge A. Man hat
dann den Widerspruch

|(K i, v = )| = [(Kum = f,0m =) + 0o(1)] < Jlom = ]| [[Kum = fll +0(1) = 0.

Mit (8.14) folgt daher die Behauptung. u
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8.15 Satz. FEs sei A : Hi — Hy eine lineare, beschrinkte Abbildung zwischen den
Hilbertrdumen Hy und Hy. A gentige der Koerzivititsungleichung

[Aul| = cllull,  weH

mat einer positiven Konstanten c. Ferner sei K : Hy — Hy linear und vollstetig. Dann
ist der Bildraum (A+ K)(Hy) abgeschlossen und der Kern von A+ K endlichdimen-
stonal.

BEWEIS : (i) Angenommen, es wire
dimN(A+ K) = . (8.16)

Dann gibt es nach Lemma 6.4 ein Orthonormalsystem {¢,}, ¢; € N(A + K). Da
v; € N(A+K), gilt Ap; = —Kp;, d.h. die Folge Ag; ist relativ kompakt, und es gibt
eine stark konvergente Teilfolge (Ap;,). Da @j, Lp;,, | # k, folgt [|v;, — .|l = V2,
und wegen der vorausgesetzten Koerzivitdtsungleichung

HA(pjz - Agpij > C\/§, [ 7é k.

Die Folge (Aypj,) kann daher nicht konvergieren. Die Annahme (8.16) wurde daher
zum Widerspruch gefiihrt.

(17) Es sei (A + K)u,, — f in Hy. Wir miissen zeigen, dass ein u € H; existiert
mit (A + K)u = f. Da A und K stetig sind, ist der Kern N(A + K) von A + K
abgeschlossen. Jedes w,, hat somit eine eindeutige Zerlegung

Uy = Uy + Win, Wy € N(A+ K), v, LN(A+ K).

Wir werden zeigen, dass die v,, konvergieren. Nach dem im Anschlufl bewiesenen
Lemma gibt es eine positive Konstante ¢y, so dass

|(A+ K)v|| > col|v]| fiir alle v € (N(A+ K))*. (8.17)
Da (A+ K)u,, = (A + K)v,, gilt auch
(A+ K)o, — f (m — o0)

und ((A+ K)vy,) ist eine Cauchyfolge. Wegen (8.17) ist daher auch (v,,) eine Cauchy-
folge (wende (8.17) mit v = v, — v; an). Daher folgt f = (A + K)v, und Satz 8.15 ist
bewiesen. -

8.18 Lemma. Sei A : Hy — Hy linear und beschrinkt, K : Hy — Hy linear und
vollstetig, und es gelte

| Au|| > c|ull fir alle uw € Hy (8.19)
mit einer positiven Konstanten c. Dann gibt es eine positive Konstante cq, so dass

|Au + Ku|| > co |jull fiir alle u € (N(A+ K))*.
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BEWEIS : Angenommen, die Behauptung wére falsch. Dann gibt es eine Folge
Up € (N(A + K))* mit [Juy| =1, |Aup + Kupy,|| — 0. Da K kompakt und (u,,)
beschrankt, ist die Folge (Ku,,) relativ kompakt, somit auch die Folge Au,,. In der
Tat, es gibt eine Teilfolge A C N, so dass Ku,,, — Kux — 0 (m,k € A, m, k — o).
Da weiterhin Au,, + Ku,, — 0, konvergiert auch

Au,, — Auy, + Kuyy, — Kuy, — 0 (m,k € A, m,k — oc0),

und somit auch Aw,, — Auy — 0. Aus (8.19), angewandt auf u,, — wuy, folgt, dass
(tm)mea eine Cauchy-Folge ist. Somit gilt u,, — u (m — 0, m € A), und da ||u,,| = 1,
folgt ||ul = 1, also u # 0. Da u,, € N(A + K)* und N(A + K)! abgeschlossen
ist, gilt auch u € N(A + K)*. (Orthogonalkomplemente sind immer abgeschlossen:
0 = (Upm,v) — (u,v).) Damit gilt (A+ K)u #0, da (N(A+ K))* N N(A+ K) = {0},
und es ergibt sich der Widerspruch

(A+ K)uy, -0 und  (A+ K)u#0.

Die Endlichdimensionalitét des Defektraumes ((A + K)(H 1))L erhélt man analog zu
Satz 8.15 durch eine Voraussetzung an A*.

8.20 Satz. FEs sei A : Hi — Hs eine lineare, beschrinkte Abbildung zwischen den
Hilbertrdumen Hy, Hy. Die adjungierte Abbildung A* erfiille

[A%] = clloll, v e Hy
mat einer positiven Konstanten c. Ferner sei K : Hy — Hy vollstetig und linear. Dann
151

dim ((A+ K)Hl)L < 00.
BEWEIS : Nach Satz 8.15 und Satz 8.13, Satz 5.3 ist dim N(A* + K*) < oo. Sei
nn v € ((A+ K)Hl)L, dh. ((A+ K)u,v) = 0 fiir alle u € H;. Daraus folgt
((A+ K)H,)" C N(A* + K*). Da dim N(A* + K*) < 0o und ((A + K)H,)" linear
und abgeschlossen ist, folgt die Endlichkeit der Dimension von ((4 + K)H 1)L. n
Ist H = Hy = H, so folgen die Bedingungen ||Aul|| > c|jul|, ||A*u| > c|ju|| beide aus

der Bedingung
Re(Au,u) > c||ul®. (8.21)

Im Folgenden bringen wir eine bedeutende Anwendung der Ergebnisse aus Abschnitt
2.5 und Abschnitt 2.8 auf Randwertprobleme elliptischer partieller Differentialglei-
chungen und auch gewohnlicher Differentialgleichungen. Entscheidend ist, dass man
fiir Randwertprobleme

—ZDi(aik Dku —l—Zb )Diu+ c(x)u=f in
ik=1
mit Randbedingungen auf 0f2, sowie das eindimensionale Analogon
—(pu') +ru' +qu=f in [a,b] und Randbedingung

die sogenannte Gardingsche Ungleichung beweisen kann:
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8.22 Satz. Sei () ein beschrinktes Gebiet des R™ und sei a;, € L®(2), b; € L®(Q),
c€ L>(Q), f € L*(Q). Es gelte die Elliptizititsbedingung

n

Z ai (1) & & > a €

ik=1

mit einer positiven Konstanten o > 0. Die beschrdnkte Bilinearform Q) sei definiert

durch
Q(u,v) = /[ZalkauDv—ier Duv—l—cuv]d

Q i,k=1

Dann qilt die Gardingsche Ungleichung
Q(u,u) > co ||lull5me — Xo|lul7 fiir alle w € H“?(Q)
mit einer positiven Konstanten cq > 0 sowie einer Konstanten .

Fiir gewohnliche Differentialgleichungen lassen wir eine noch etwas allgemeinere Bili-
nearform zu:

8.23 Satz. Sei [ = [a,b], p € L*(I), p > ¢; =const >0, r € L>®(I), g € L*™(I),
a< fBeR und

Qu,v) := /[pu'v'+7‘u’v+quv] dx + fu(b)v(b) — aula)v(a).

a

Dann gilt die Gardingsche Ungleichung
Q(u,u) > co ||lul|Fne — o |lull2 fiir alle w € HY*(I),
mit einer positiven Konstanten cy > 0 und einer Konstanten \g.

BEWEIS (Satz 8.22): Wegen der Elliptizitdtsbedingung schitzt man

/ S ap Dy D > a/ IVl dz = a Jule — o fJul%
i,k=1
ab. Den zweiten Summand schétzt man nach unten ab,

2
E /b Duudx>——/|v ? dx %/M?dx,
200
Q

Q

woraus sich

bl|?
Q) 2 o [ (vupdr =5 [ (vufar - B = [t e el [ 1
Q

Q

a 2 2 HbHQ 2
=35 \Vul*de + [ |u]*dz ) — 0 T3 +H |0 lu|* dx
Q Q 0

ergibt. [
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BEWEIS (Satz 8.23): Wir gehen wie im Beweis von Satz 8.22 vor. Der zusitzliche
Term wird wie folgt behandelt. Aus 3 > « folgt

Blu® = alu(@)* > 8 (Ju@®)]” — [u(@)]*) + (8 — a) lu(a)|"
> 3 ([u(®)]* — lu(a)]”) -

Weiter haben wir

b b b
\u(b)\z— ]u(a)]2 §/(]u\2),d:v§€/|u'[2dx+K€/|u]2 dx

und somit fir € = ﬁ

Q. zen [P a2 [ - Il ” R R
_64_1/|u’|2 dt—K5/|u|2 dt
b

Cz(/W dt+/| b dt) (M—H oo ———K)/\u!2dt.

a

Um die Gardingsche Ungleichung zu verwerten, setzen wir - nach dem Rieszschen
Darstellungssatz -

(Au,v)g = Q(u,v) (8.24)

mit H = Hy? oder H = H"? als Grundraum. Die Abbildung A ist dann eine be-
schrénkte lineare Abbildung von H in sich und erfiillt

(Au, ) > cllullf — Ao llullz: - (8.25)

Es sei J die nach Lemma 8.10 wvollstetige, lineare Abbildung von H nach H, fiir die
gilt:
(Ju,v)g = (u,v) g2 .
Aus (8.24) folgt
(A+xod)u,u),, > cllullF, (8.26)
und wir kénnen Satz 8.20, Satz 8.15 und die Bemerkung im Zusammenhang mit (8.21)
auf die Abbildung A + Ao/ (anstelle von A) und —\yJ (anstelle von K) anwenden.

Dies ergibt den Hauptsatz zur sogenannten normalen Ldsbarkeit elliptischer Rand-
wertprobleme.

8.27 Satz. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.22 oder Satz 8.23 ist das Rand-
wertproblem:
gesucht ist w € Hy® bzw. HY2, so dass

Qu,v) = (f,v)re2 fiir alle v e HY? baw. HY? “
0
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losbar genau dann, wenn
(f,v)2=0 fiir alle v € N(A"),

N(AY) = {v € Hé’Q bzw. HY? } Q(u,v) =0 fir alle u € H&’Q bzw. H1’2} )
FEs gilt dim N(A*) < oo und dim N(A) < oo mit

N(A) ={ue Hy? baw. HY? | Q(u,v) =0 fiir alle v € H)? baw. H"?}.

BEWEIS : Wir wollen die Fredholmsche Alternative (Folgerung 5.6) auf den Operator
A: H — H definiert in (8.24) anwenden. Mit den Bezeichnungen A := A 4+ Ay.J und
K := —)\oJ haben wir A = A + K. Aufgrund von (8.26) und der Bemerkung in
Zusammenhang mit (8.21) sind alle Voraussetzungen von Satz 8.15 erfiillt und somit
ist das Bild A(H) abgeschlossen und dim N (A) < oo. Satz 8.20 liefert dim N (A*) < oo.
Da das Bild A(H) abgeschlossen ist, ist die Aussage von Satz 8.25 nichts anderes als
eine Umformulierung von Folgerung 5.6. [

2.9 Das Eigenwertproblem fiir vollstetige lineare
selbstadjungierte Operatoren

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass jede hermitesche (=selbstadjungierte) li-
neare Abbildung eine vollstdndige Orthonormalbasis von Eigenwerten besitzt und
die Eigenwerte reell sind. Eine vollig analoge Aussage gelingt fiir vollstetige, linea-
re, selbstadjungierte Abbildungen eines Hilbertraumes in sich. Dariiberhinaus erhélt
man noch, dass es hochstens abzdhlbar viele Figenwerte gibt und diese gegen Null
gehen miissen, und die Eigenrdume mit eventueller Ausnahme des Kernes endlich-
dimensional sind. Ferner werden die Eigenvektoren iiber ein Maximum-Minimum-
Prinzip erhalten. Wir werden diese Aussagen im Folgenden beweisen, zum Teil unter
schwécheren Voraussetzungen.

Der Vollstéandigkeit halber erinnern wir an die

9.1 Definition. Sei A : H — H. Ein Element u € H, u # 0, heifit Eigenvektor
von A zum Eigenwert A € R bzw. C, falls

Au = .

Allgemeiner lasst sich auch die Situation A : D(A) — H, D(A) dicht in H, betrachten.
Dann ist 0 # u € D(A) ein Eigenvektor zum Eigenwert A € R bzw. C, falls Au = Au.

9.2 Lemma. Sei H ein Hilbertraum tiber C und D(A) ein dichter, linearer Teilraum
von H. Die lineare Abbildung A : D(A) — H sei selbstadjungiert. Dann ist jeder Ei-
genwert von A reell und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

BEWEIS : Sei u € D(A), u # 0 und Au = Au. Dann folgt (Au,u) = A (u,u), und, da
A selbstadjungiert ist, A = A* und u € D(A*), d.h.

A(u,u) = (Au,u) = (u, A*u) = (u, Au) = X (u, u).



2.9 Das Eigenwertproblem 87

Daraus folgt
A=A

Gilt Au = Au, Av = pv, mit X\ # u, u,v # 0, so folgt
A(u,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, pv) = I (u,v) = p(u,v),

woraus (u,v) = 0 folgt. "

9.3 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und K : H — H vollstetig und linear. Sei A € C
ein beliebiger, von Null verschiedener Figenwert. Dann ist der Eigenraum V' zu A

Vi={ueH| Ku=)u}
endlich-dimensional.

BEWEIS : Wenn V leer oder endlich-dimensional ist, ist nichts zu beweisen. Ist
dim V = oo, so gibt es einen separablen Teilraum V, mit dim Vj = oo, und Vj
besitzt ein vollstandiges Orthonormalsystem {¢p; ! j € N}. Da K vollstetig ist und da-
mit kompakt ist und die Menge der ¢; beschrénkt ist - es gilt ja ||¢;|| = 1 -, wird sie
von K in eine relativ kompakte Menge iiberfiihrt. Andererseits gilt K¢; = Ap;, also
ist auch die Menge der ¢, relativ kompakt (beachte, dass hier A # 0 benutzt wird).
Ein abzihlbar unendliches Orthonormalsystem kann jedoch nicht kompakt sein, da es
wegen der Beziehung ||¢; — ¢r|| = V/2, j # k, niemals eine Cauchyfolge bilden kann.
Die Annahme dim V' = oo ist daher nicht mdoglich. ]

Mit einer ahnlichen Methode beweist man

9.4 Lemma. FEs sei H ein Hilbertraum und K : H — H wvollstetig, linear und selbst-
adjungiert. Dann gibt es keinen von Null verschiedenen Hdufungswert von paarweise
verschiedenen Figenwerten von K.

BEWEIS : Sei Kv; = A\ju; mit v; € H, ||vj|| =1, A\; # A\ # 0 fir j # k, \; € R,
Aj = A #0(j — o0), A € R. Da (v;) beschréinkt ist, ist auch die Folge (A;'v))
beschréankt (hierbei wurde A\; — A # 0 benutzt) und somit ist die Folge )\j_lK v;
relativ kompakt. Daher ist auch die Folge (v;) relativ kompakt. Dies ist jedoch nicht
moglich, da v; Ly, fiir j # k nach Lemma 9.3. Die v; miissen daher ein abzdhlbar
unendliches Orthonormalsystem bilden, welches nicht relativ kompakt sein kann -
siehe Beweis von Lemma 9.3. Dies ist ein Widerspruch und somit ist Null der einzig
mogliche Haufungspunkt. ]

e Aus Lemma 9.4 folgern wir sofort: Der Kern von K kann also eventu-
ell unendlich-dimensional sein. Die Eigenwerte von K gehen gegen Null, sofern
dim N(K) < oo, (dim H = o0). Falls dim N(K) = oo, gibt es entweder abzihlbar
viele paarweise verschiedene Eigenwerte, die gegen Null gehen, oder aber nur endlich
viele, von Null verschiedene Eigenwerte.
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Es folgen nun Sétze, die die Fristenz von Eigenwerten sicherstellen.

9.5 Satz. Es set H ein Hilbertraum und K : H — H kompakt, linear und selbstad-

gungiert. Dann gibt es ein uw € H mit ||ul| =1 und
(K, w)] = sup { [(6v, )] [ [ol] = 1} = s. (9.6)
Dieses FElement u ist Eigenvektor zum Figenwert A\ = (Ku,u), und X ist der be-

tragsmafSig grofte Eigenwert von K, wobei |\| = s.

BEWEIS : (i) Wir zeigen zunéchst, dass das Supremum bei (9.6) durch einen Vektor
u angenommen wird. Sei (u,,) eine Maximalfolge, d.h.

[umll =1, [(Kum, um)| — s (m — o0).

Wegen der schwachen Kompaktheit beschrinkter Mengen im Hilbertraum und der
vorausgesetzten Kompaktheit von K diirfen wir nach Umnumerierung annehmen,
dass

U, — w  schwach und Ku,, — Ku stark.

Daraus folgt (K, uy) — (Ku,u), denn
|(K i, ) — (Ku,u)| < (Kt — Ku,y )| 4+ | (K, ty, — )
|

| Ku,, — Kul| 4+ o(1) = o(1) .

Es gilt daher
|(Ku,u)| =s.

Wir zeigen, dass u # 0 gilt. (Aus der Tatsache, dass u,, — u schwach und ||u,|| = 1,
konnen wir namlich nicht notwendig schlieflen, dass ||u|| = 1 ist - dies ist i.A. falsch.)
Aus u,, — u schwach, |lu,| = 1 folgt nach Lemma 7.2 ||u| < 1. Angenommen, es
wére u = 0. Dann folgt |(Ku,u)| = 0 und somit s = 0, und daher

(Kv,v) =0 firalleve H.

Aus dem im Anschlufl bewiesenen Hilfssatz folgt damit K = 0, was wir als trivialen
Fall von vornherein ausschlielen diirfen. Wir diirfen damit v # 0 annehmen. Wire
|ul| =60 < 1,6 >0, so hiitte @ := 6" u Norm 1, d.h. ||| = 1, und es ergéibe sich der
Widerspruch

s> |(Ka,a)] =072 |(Ku,u)| =025 > s.

Daher gilt ||u|]| = 1, und die Maximaleigenschaft (9.6) von u ist gezeigt.

(i1) Wir zeigen, dass Maximal- bzw. Minimalstellen v von (Ku,u), ||ul| = 1, Ei-
genvektoren sind. Sei w(t) = wcost + vsint, v € H, ||v|| = 1, vLu. Wegen der
Maximaleigenschaft (0.B.d.A.) von u gilt (Ku,u) > (Kw(t),w(t)), denn |w(t)| = 1,
und somit

=0.
t=0

d
= (Kw(), w(b)
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Andererseits ist (da K selbstadjungiert)

d
%(Kw(t),w(t)) = 2Re (Ko(t),v(t)) = 2Re (—Kusint + Kvcost, ucost + vsint).
Damit gilt
d
0= a(Kw(t),w(t)) = 2Re (Kv,u) = 2Re (v, Ku) fiir alle v_Lu. (9.7)
=0

Wegen des Projektionssatzes ist Ku = Au + vg, voLu, und wegen (9.7)
0 = Re(vo, Ku) = ||vol|?,
d.h. vg = 0 und Ku = Au. Weiter gilt fiir das in (i) konstruierte u
A= MNu,u) = (Ku,u)

und somit |A| = s. Ist schlieBlich o € R ein weiterer Eigenwert von K zum normierten
Eigenvektor ug, so gilt

|l = [ (o, wo)| = [(Kuo, uo)| < Sup |(Ku,u)l.
ul|=1

9.8 Lemma. Sei H Hilbertraum und K : H — H linear und selbstadjungiert. Es
gelte (Ku,w) =0 fiir alle w € H. Dann ist K = 0.

BEWEIS : Nach Voraussetzung gilt (K (u 4+ v), v+ v) = 0, somit
0= (Ku,u) + (Kv,v) + 2Re (Ku,v) = 2Re (Ku,v) firalleve H.
Aus (K (u+ ), u+iv) = 0 folgt Zm(Ku,v) = 0 und somit Ku = 0 fiir alle u € H,

Wir konstruieren uns nun weitere, betragsméfiig monoton fallende Eigenwerte von K
mit Hilfe der folgenden Konstruktion:
Sei A\; der nach Satz 9.5 existierende betragsmifig grofite Eigenwert. Es gilt

Ku= \u fir u € V;* |
Ku=—-X\u fiir uw e V.

wobei einer der ,Eigenrdume* V", V|~ trivial sein kann. Die , Eigenriume* V;", V|~
sind nach Lemma 9.3 endlich dimensional, nach Lemma 9.2 ist V;"LV;” und
dim V" @ V;” > 1 nach Satz 9.5. Zur Konstruktion des betragsmiBig zweitgrdften
Eigenwertes 16sen wir die Optimierungsaufgabe:

Gesucht ist v € H mit ||u| =1 und u LWy, Wi :=V;" @& V|, so dass

|(Ku,u)| = max .

(9.9)

(Im Gegensatz zur Konstruktion des betragsméfig grofiten Eigenwertes besteht in der
Optimierungsaufgabe noch die zusdtzliche Nebenbedingung ulWy.)
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9.10 Lemma. Sei K : H — H linear, selbstadjungiert und kompakt und Wy # H.
Dann gibt es eine Losung u der Aufgabe (9.9).

BEWEIS : Wegen Lemma 9.8 nehmen wir 0.B.d.A. an, dass
o :=sup {|(Ku,u)|||lu| =1, ulW;} >0.

Andernfalls ist Wit Eigenraum zum Eigenwert Null. Sei (u,,) eine Maximalfolge, d.h.
|tuml|l = 1, wp LWy, (Kt ty,) — 0. Wegen der schwachen Kompaktheit beschrénkter
Mengen im Hilbertraum gibt es eine Teilfolge (U, )men, so dass

Upm — u  schwach in H, (m — oo, m € A).

Wegen der Kompaktheit von K gilt Ku,, — Ku und (Kuy,, uy,) — (Ku,u). Ferner
gilt u L W; und

lull® = () + 0(1) < [l flumll + o(1) = JJull + of1),

woraus ||u|| < 1 folgt. Es muss u # 0 gelten, da ¢ > 0, und es muss |ju|]| = 1 gelten,
da einerseits 0 = (Ku, u), andererseits wegen der Maximaleigenschaft von o
(Ki L) <o
lull? flull ) =7
somit o < o|lul|?, woraus ||u|| > 1 folgt. Der obige schwache Limes u ist somit Lésung
von (9.9). =

9.11 Lemma. Jede Losungu € H von (9.9), H # W1, ist Eigenvektor zum Eigenwert
Ay = (Ku,u). Es gilt |\1| > |Xa| und es gibt keine weiteren Figenwerte A von K mit
A > [A] > [Aal.

BEWEIS : Sei u Losung von (9.9). Es gilt ||u|| = 1 und uLW;. Sei v € H mit ||| = 1,
vlu und v LW;. Wir definieren wieder die ,, Vergleichsfunktion®

w(t) = ucost +vsint.

Sei 0.B.d.A.
o=sup{(Kzz) ||zl =1, zLW;} > 0.

(o = 0 ist nicht moglich wegen Lemma 9.8.) Wegen der Maximaleigenschaft von u gilt
Re(Ku,u) > (Kw(t), w(t)),
und wie beim Beweis von Satz 9.5 schlieen wir wieder
Re(v, Ku) =0 fiir alle v Lu, v LW;. (9.12)
(Zweimalige) Anwendung des Projektionssatzes ergibt

Ku= \u+w+v, we Wy, vlu, v LWy, (9.13)
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Hieraus und aus (9.12) erhalten wir durch skalare Multiplikation mit v, dass ||v[|> = 0
und somit v = 0 ist. Skalare Multiplikation von (9.13) mit w ergibt

0= (u, \w) = (u, Kw) = (Ku,w) = (Aou,w) + |[w||* = ||w|*, daulw.

Somit ist w = 0 und w € W;

Ku= X\u.
u ist also Eigenvektor. Es ist klar, dass 0 = |A\y| < |A1] ist, da im Falle o = |\;] gelten
wiirde u LWy, u € Wi (nach Definition) und somit v = 0, was ein Widerspruch zu
|lu|]| = 1 ist. Wir zeigen noch, dass es keinen Eigenwert mit Betrag zwischen |A;| und
|A2| geben kann:
Sei [A1] > |A] > |[A2] und A Eigenwert zum Eigenraum V. Da Eigenrdume selbstad-

jungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind, gilt
VAW, und firv eV, |v|| =1

Al = |(Ev,v)| < sup { |(K2,2)] | e LW, 2] = 1} = | Ao].
Dies ist ein Widerspruch. ]

Konstruktion der Eigenrdume V,§ und V5 zum Eigenwert Ay > 0 bzw. —Ay:
Die Eigenrdume Vj+ und V™ zum Eigenwert A; > 0 bzw. —\; seien schon konstruiert
fir j=1,...,N — 1. Es gelte

A1l > Ao > ... > |Av_1| >0,
M| = sup{|(Ku,w)| | [Jull = 1, u € H},

und es existiere kein Eigenwert mit [A;_1| > |A| > [N\;|, j = 1,..., N — 1. Wir kon-
struieren V¥ und V, durch die folgende Optimierungsaufgabe:
Gesucht ist u € H, [Jul| =1, ulW; =V @V, j=1,...,N — 1, so dass

(Ku,u)| = oy :==sup {|(Kz2)||[|z| =1, 2LW;, j=1,...,N —1}. (9.14)

N-1
9.15 Lemma. Sei H # @ W,. Unter den Voraussetzungen von Lemma 9.10 besitzt
j=1

die Aufgabe (9.14) eine Lisung u.
Der Beweis geschieht dhnlich wie in Lemma 9.10 und wird daher hier nicht ausgefiihrt.

9.16 Lemma. Jede Liosung von (9.14) ist Eigenvektor zum Figenwert Ay. Es gilt
|IAn—1| > |An| und es gibt keinen Eigenwert X von K mit [Axy_1| > |A] > |An].

BeEwEIs : Das Element Ku von (9.14) hat nach dem Projektionssatz die Darstellung

N—1
Ku:i)\Nu+ij+v, w; € W; (9.17)

j=1
mit vlw;, j = 1,...,N — 1, vlu. Die Orthogonalitdt ulW, , j = 1,...,N — 1
gilt nach Konstruktion ohnehin. Wir zeigen, dass die Elemente w; und v in (9.17)
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verschwinden, so dass die Eigenwertgleichung Ku = +Ayu gilt. Dies folgt wieder
durch skalare Multiplikation mit w;

0 = £\ (wy, u) = £(Kwj,u) = £(w;, Ku) = ||w;]*

bzw. mit v

0= Re(v, Ku) = [|v]?,
wobei die Beziehung Re(v, Ku) = 0 aus der Bezichung

d
%(Kw(t),w(t))

=0, w(t) :=ucost + ——sint
=0 H |

folgt. Ist schliefllich A ein Eigenwert mit [Ay_i| > |A\| > |Ax| zum Eigenraum V| so ist
VAIW;, j=1,...,N —1, und &hnlich wie in Lemma 9.1 ist die Extremaleigenschaft
von |Ay| verletzt. "

Durch die vorangegangene Konstruktion erhalten wir Eigenwerte £A;, £Ao,... mit
endlich-dimensionalen zugehorigen Eigenrdumen. Das Verfahren bricht nach endlich
vielen Schritten ab, wenn der Raum H endlich-dimensional ist oder wenn Ay = 0.
Wenn dim H = co und Ay = 0, liegt ein unendlich-dimensionaler Nullraum vor. Der
Standardfall ist jedoch, dass das Verfahren nicht abbricht und wir abzéhlbar unendlich
viele Eigenwerte £);, j € N, mit |\;| > |\;_1| erhalten. Ferner ist noch zusétzlich
der Eigenwert Null moglich. Die Eigenwerte )\; miissen wegen Lemma 9.4 gegen Null
gehen.

9.18 Satz. Sei K eine lineare, vollstetige, selbstadjungierte Abbildung eines Hilber-
traumes H in sich und Vj+, V™ die in Lemma 9.16 konstruierten Eigenrdume von K
zum Eigenwerte £A;, j € N. Dann gilt

H = N(K)® H,, @ (VireVv))
Erlduterung: Hy besteht aus allen konvergenten Reihen Y (uv) + pj vy ), v € VjE
j=1

,ujc € R bzw. C. Die Eigenfunktionen zu den von Null verschiedenen Eigenwerten
bilden also ein vollstéindiges Orthonormalsystem in N (K)*.

BEWEIS : Angenommen, dass N(K) @ Hy # H. Dann betrachten wir die Optimie-
rungsaufgabe

|(Ku,u)| =max!, Jjul|=1, uwlN(K) ® Hy. (9.19)

Mit den schon bekannten Methoden beweist man die Existenz einer Losung u. Wir
behaupten, dass u Eigenvektor von K ist: O.B.d.A. sei (Ku,u) > 0. Man setze

w(t) = cost u+sint w, lw|=1, wlu, wl N(K)® Hy.
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(Falls es ein solches w nicht gibt, gilt Ku = Au+ v, v.LN(K) @& Hy und man springe
zu (9.22) mit w = 0.) Es gilt
L (Kw(t), w(®)
dt ’

da w(t) zur Konkurrenz in (9.19) zugelassen ist. Aus (9.20) folgt

=0, (9.20)

t=0

Re(Ku,w) =0 fiir wlu, wl N(K)& H,y. (9.21)
Allgemein gilt wegen des Projektionssatzes
Ku=Mu+w+w, wlu, vlu, ve N(K)® Hy, wlv. (9.22)
Durch skalare Multiplikation mit w ergibt sich
|w|]* = Re(Ku,w) =0, also Ku=u+v,
und durch skalare Multiplikation mit v
|v||* = Re(Ku,v) = Re(u, Kv).

Da K den Raum N(K) @ H, in sich selbst abbildet, folgt (u, Kv) = 0 und |jv[|? = 0.
(Warum bildet K den Raum N (K) @ Hj in sich selbst ab? Ist z € N(K) @ H, so gilt

oo
z=z2+ Y (G +Guy), o eViE, ufll=1
j=1

mit > (|CF* +|¢;]*) < oo. Da K insbesondere stetig, folgt Kz = Y (CFAfof +
=1

7j=1

(i Ajv; ). Beachte, dass ])\f] < ||K||. Die letzte unendliche Summe konvergiert somit
in H, und damit gilt Kz € Hy.)

Aus (9.22) folgt damit die Eigenwertgleichung

Ku = )\u, u#0.

Da u ¢ N(K), gilt |A| > 0, und |A| muss die Ungleichung \; > || > A;_; fiir einen
Index j erfiillen, da |A;| — 0. Dies ist aufgrund der Konstruktion des A; nicht méoglich.
|

Insbesondere haben wir gezeigt,dass nur abzahlbar viele Eigenwerte existieren konnen.

Anwendungen auf Rand-Eigenwertprobleme fiir elliptische Differentialope-
ratoren der Gestalt

— Z Dz(alkau) +cu
ik=1
Sei 2 ein beschrianktes Gebiet des R", a; € L®(Q), ay = ag;, ¢ € L®(Q). Es gelte
die Elliptizitdtsbedingung

n

D an(r) &8 > al¢)?,  EeR (9.23)

ik=1
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mit einer Konstanten ag > 0.
Wir betrachten das Eigenwertproblem

— S DyanDyu) + cu=Au, 0
‘,kZ::l (ayDgu) + cu= Au u # (9.24)

U|3Q: 0

)

In der schwachen Formulierung lautet dies: Gesucht ist u € Hy?(€2) mit

n

(Au, @) g1z = Z (@i Dru, Dip) 2 + (cu, )2 = Mu, @) 2
ik=1

fiir alle o € Hy?(9).

Wir kénnten auch natiirliche Randbedingungen behandeln, indem wir H'?(Q) als
Grundraum wéhlen. Hierbei brauchte man jedoch die Zusatzvoraussetzung, dass die
Einbettung von H'?(Q) als Grundraum nach L?(2) kompakt ist. (Aus diesem Grunde
benotigen wir auch die Voraussetzung, dass €2 beschréinkt ist.)

Wir fithren noch die mit der Einbettung von H& ? nach L? zusammenhingende Ab-
bildung J : Hy* — H,"* ein:

(Ju,v) g1z == (u,v) 2

Mit diesen Bezeichnungen fiihrt die schwache Formulierung des Eigenwertproblems
(9.24) auf die Gleichung
Au= NJu. (9.25)

Hierbei ist A : Hy> — H,y” eine lineare Abbildung, welche der Gardingschen Unglei-
chung (Satz 8.21)
(Au, w) iz > aflullfpe — Aollullz:

mit Konstanten a, A\g > 0 geniigt. Dies schreiben wir in der Form

(A+ X, u) s > allullipe . (9.26)

H1.2

Das Eigenwertproblem (9.25) formulieren wir dquivalent um:
(A+ XoJ)u = (A+ Xo)Ju,

Wir setzen
B:A+)\0J, /L:)\—i-)\o

Damit lautet das Eigenwertproblem

Bu = pJu. (9.27)

1
Sei C' = B2 der eindeutig bestimmte lineare, beschriankte, selbstadjungierte positive

Operator mit
C*=B.
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Beachte, dass (u, Bu) > «||ul|? fir alle v € H mit einem « > 0, d.h. , B ist positiv®.
Die Existenz einer solchen Abbildung B2 = C wurde auf dem Ubungsblatt 9 gezeigt.
Mit den Bezeichnungen

formen wir (9.27) um in

1 1 1
—v=B"2JB 0. (9.28)
0

Die Abbildung B2 ist linear, beschrankt und selbstadjungiert, die Abbildung .J eben-
falls; iiberdies ist J kompakt. Damit ist die Abbildung

K =B >JB %

linear, vollstetig und selbstadjungiert, und wir kénnen die in Paragraph 2.9 entwickelte
Theorie anwenden. Zur Vereinfachung ist es niitzlich zu wissen, dass die Kerne N(K)
und N (J) verschwinden.

9.29 Lemma.

BEWEIS : Esist (Ju,v)gi2 = (u,v)rz. Gilt also u € N(J), so folgt
(u,v)p2 =0 fiir alle v € Hy?(Q).
Daraus folgt sofort u = 0, da C5°(Q) dicht in Hj*(Q) ist. Da B~z invertierbar, folgt

auch N(K) = 0. l
Wir betrachten somit das Eigenwertproblem

Ku= %u in Hl’z7

N(K) = 0, K = K*, K kompakt. Aus Lemma 9.29 sowie Satz 9.5 und Satz 9.18
erhalten wir

9.30 Satz. Das elliptische Rand-Figenwertproblem (9.24) besitzt - unter den an a
und c genannten Voraussetzungen - abzdihlbar-unendlich viele Eigenwerte v;. Die Ei-
genwerte sind reell und gehen gegen unendlich. Die Vielfachheit der Eigenrdume V; ist
endlich, Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Die Gesamtheit
der Eigenvektoren ist vollstindig in Hy ().

BEWEIS : Die Zahl v ist genau dann Eigenwert des Problems (9.24), wenn die Zahl
L Eigenwert von K = B~:JB"z ist. Da die Eigenwerte von K gegen Null gehen,

V—i-/\()
d.h. Vj-il-/\o — 0, folgt |v;] — oo, und da (Ku,u) > 0, gilt v; — oo (j — oo) fiir die
Eigenwerte v; von (9.24). =

Anmerkung: Selbstverstéindlich ldsst sich ein analoger Satz fiir H%(Q) als Grundraum
- dies entspricht natiirlichen Randbedingungen - oder auch elliptische Operatoren
hoherer Ordnung formulieren.
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Kapitel 3

Allgemeine lineare
Funktionalanalysis

3.1 Grundbegriffe der Funktionalanalysis

Metrische Riaume

1.1 Definition. Fin metrischer Raum ist eine Menge von Punkten, auf der eine
Abstandsfunktion p : V x V — R gegeben ist, die die folgenden Eigenschaften fiir
alle x,y,z € V besitzt:

(i) positive Definitheit: p(x,y) > 0, p(x,z) = 0, und falls p(x,y) = 0, dann folgt
rT=y

(i6) Symmetrie: p(z,y) = p(y,)
(i1i) Dreiecksungleichung: p(z,y) < p(z,z) + p(z,y)

Man sagt auch ,,V wird durch p metrisiert“ und nennt p eine Metrik. Im metrischen
Raum lasst sich ein Konvergenzbegriff einfiihren:

1.2 Definition. Eine Folge (u,,)men, Um € V konvergiert genau dann gegen ein
Element u, wenn

p(Upm,u) — 0 (m — 00).
Man schreibt u,, — w in' V' oder beziiglich p (m — 00). Fin metrischer Raum V' heisst
vollstindig, wenn jede Cauchyfolge (u,,) in'V einen Limes beziglich der Metrik hat,
d.h. gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mat
p(umvuk) <ée fdrm,k:ZnO,

so gibt es ein w € V. mit u,, — u (m — 00).

Beispiele metrischer Riume:

a) R™ mit p(x,y) = |z — y| - kennt jeder!
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b) Der Folgenraum [ = { (c1,¢2,...) | ¢; € R bzw. C} mit der Metrik

o0

1 a; — by
b) = — I 1.3
J=1

Wir zeigen, dass p in der Tat die Eigenschaften einer Metrik besitzt. Die positive
Definitheit und die Symmetrie sind offensichtlich. Die Dreiecksungleichung ergibt sich

folgendermaflen:

1 1 =1 1
,b) = —(1-— < —(1—
P(a ) 22]( 1—|—|aj—bj|> _;23( 1+|6Lj—6j’+|0j—bj|)

1/ Jaj — ¢l + ¢ — by )
= — < pla,c)+ p(c,b).
223(1+|aj—cj|~l—|cj—bj] plasc) + pleb)

Man iiberlegt sich leicht:

1.4 Lemma. ¢® — ¢, ¢® ¢ € I, konvergiert genau dann beziiglich der Metrik
p in (1.3), wenn die Komponenten cg»k) von ¢ gegen die Komponenten cj von c
konvergieren.

¢) Der Raum der messbaren Funktionen

Sei () eine messbare beschrankte Menge. Wir betrachten den Raum
M={f:Q—Rbzw. C|f messbar} .

Es sei darauf hingewiesen, dass nach Paragraph 1.2 nicht zwischen der Funktion f
und seiner Aquivalenzklasse [f] bzgl. fast iiberall Gleichheit unterschieden wird. Als
Metrik in M definieren wir

_ [ _f=dl
P(fag)—g/mdl"-

Man priift leicht nach, dass p eine Metrik in M definiert. Die Dreiecksungleichung
beweist man wie in Beispiel b).

1.5 Satz. Die Riaume R"™, I, M sind beziiglich der angegebenen Metriken vollstindig.

BEwEIs : Fiir den R"™ weifl dies jeder. Fiir den Raum [ schlieft man aus
p(a(m), a(k)) — 0 (m, k — 00), dass die Komponenten a§m) Cauchy-Folgen in R bzw.
C bilden. Es gibt daher ein a € I, so dass a'™ — a komponentenweise. Daraus folgt

N J— -
p<a(m)7a)§2i ‘aj a]| + Z i:o(1)+2iN—>OﬁirN—>oo,

was zu zeigen war.
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Fiir den Raum M betrachten wir eine Folge f; messbarer Funktionen mit

|5 — fal _ L
Q/—1+|fj—fk:|dx 0 (j,k — o0),

d.h. die Folge 1‘+f|7;f’}|k‘ konvergiert stark in L'(€Q), und somit gilt fiir eine Teilfolge
fj— fr — 0 fast iiberall. Fiir fast alle z € 2 gibt es also einen Grenzwert f;(z) — f(x).

Die Funktion f(x) ist nach Kapitel 1 Satz 2.3 wieder messbar. Fiir j, k > nq gilt

-~ | fi — fxl £
ol 1) —Q/—1 A<

Wir lassen den Index k die konstruierte Teilfolge durchlaufen, & — oo, und gehen
nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz (Kapitel 1 Satz 3.12) zum Limes iiber.
Dies ergibt

p(fi, f) < % <e.

Die Vollstandigkeit ist damit bewiesen. ]

Ein Beispiel eines unvollstandigen metrischen Raumes ist der Raum C(£2) der reell-
oder komplexwertigen Funktionen auf () mit der obigen Metrik des Raumes der
messbaren Funktionen. Offensichtlich fiihren Cauchy-Folgen aus diesem Raum her-
aus.

In einem metrischen Raum lassen sich in Analogie zum R"™ die Begriffe ,,beschriankte
Menge*, ,offene Menge®, , abgeschlossene Menge®“ und ,,Haufungspunkt einer Folge
oder Menge® definieren. Als e-Umgebung eines Punktes = eines metrischen Raumes
V' definiert man naturgeméf

Ue(z) ={y € V| pla,y) < e}.

Die Begriffe ,folgenkompakt® und ,,iiberdeckungskompakt“ sind in metrischen Rau-
men #quivalent, obwohl der Raum unendlich-dimensional sein kann.

Ist der Raum unendlich-dimensional, so sind jedoch beschrénkte, abgeschlossene Men-
gen nicht mehr folgenkompakt.

Normierte Raume und Banachriume

1.6 Definition. Fin normierter Raum ist ein Vektorraum V idber R bzw. C mit
einer Abbildung ||.|| : V — R, so dass die folgenden FEigenschaften fiir alle u,v € V
erfillt sind:

(i) Positive Definitheit: |[ul| > 0, ||u|| = 0 gilt genau dann, wenn u = 0.

(11) Positive Homogenitdit: || ul| = [A| |Jul|, A € R bzw. C.
(i11) Dreiecksungleichung: ||u+ v|| < ||ul| + [|v]].

Setzt man p(u,v) = |ju — v||, so wird auf V' eine Metrik definiert. Umgekehrt ldsst
sich leicht beweisen
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1.7 Lemma. Sei V' ein metrischer Raum mit einer translation- und skalierungsinva-
rianten Metrik, d.h.

ot w, vt w) = pluv). pu M) = A plu,v)
Dann wird durch ||ul| := p(u,0) eine Norm auf V' definiert.

Da jede Norm auch eine Metrik erklért, lassen sich die bei den metrischen Rdumen
definierten Begriffe wie Konvergenz, Vollstandigkeit, Umgebungen, Offenheit und Ab-
geschlossenheit einer Teilmenge des Raumes verwenden. Insbesondere definiert man
die Konvergenz

Up —uwinV, (m —o00) < |u, —ul —0.
1.8 Definition. Fin Banach-Raum ist ein vollstindiger normierter Raum.

Hilbert- und Banachrdume sind die wichtigsten Raumtypen der Funktionalanalysis.

Beispiele:

a) Der Euklidische Raum R” bzw. C" mit ||a|| = <Z |aj|2) * als Norm.
j=1

b) Der Folgenraum I” = {a = (a1, as,...) |a; € R bzw. C, ||af|, < 00},1 < p < o0,

mit der Norm
00 1
lallp = (" lasl?) "
j=1

Die Dreiecksungleichung - zunéchst fiir endliche Summen - folgt zum Beispiel aus der

Darstellung
N N
nmzw{Zwymez@.
j=1

j=1
Dies folgert man seinerseits iiber die Theorie der Extremwerte mit Nebenbedingungen.

Im Fall p = oo setzt man fiir a € [*°

lalloo = sup |ay].
J

Im Fall 0 < p < 1 definiert |la||, keine Norm (wohl aber noch eine mit den algebrai-
schen Operationen vertrégliche Topologie).

c¢) Die Lebesgueschen Funktionenrdume LP, 1 < p < oo.

Es sei €2 eine messbare Punktmenge des R™ und £P = £P(€2) die Menge aller messbaren
Funktionen f: Q) — R bzw. C (oder R" bzw. C") mit (vgl. Abschnitt 1.3)

1l = ﬂﬁm <o
[9]
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fiir 1 <p < oo und
1/l :=esssup|f| < .

In Abschnitt 1.3 haben wir gezeigt, dass die so definierte Grofe ||.||,,1 < p < oo, alle
Eigenschaften einer Norm, mit Ausnahme der Definitheit erfiillt. Diese wird durch
den Ubergang zum Restklassenraum erreicht. Man betrachtet also Restklassen

[fl={g€ L ‘ g = f fast iiberall}
und definiert
LP =LP(Q) = {[f]| f € L7}
Wie bereits in Abschnitt 1.3 erldutert, wird nicht zwischen f und [f] unterschieden.
Auf Ubungsblatt 3, Aufgabe 2 wurde gezeigt, dass LP,1 < p < oo ein Banachraum
ist.

d) Der Raum der stetigen Funktionen
Es sei M C R™ bzw. C" und
C(M)={f:M —Rbzw. C ‘ f ist gleichméBig stetig und beschriankt auf M} .
Mit der Norm
1 £lloo = sup {If ()| |z € M}
ist C(M) ein Banachraum.

Es herrscht eine Verwechslungsmoglichkeit in der Bezeichnung || f||c, wenn M das

Mass Null hat - das wesentliche Supremum wiirde diese Menge ,, vergessen®. Ist M of-

fen oder der Abschluf einer offenen Menge, so ist fiir stetige Funktionen esssup | f| =

| fllso- (Ist M kompakt, wird das Supremum sogar angenommen.) Da C'(M) ein Ba-

nachraum ist, ist in dem Fall, dass esssup|f| = sup|f]| gilt, der Raum C (M) ein
M M

abgeschlossener Teilraum von L*(M).

Ist  offen, so bezeichnet man iiblicherweise C(2) als den Raum der stetigen Funk-
tionen iiber Q. Da fir f € C(Q) der Fall eintreten kann, dass f(z) — oo fiir
x €Q, x — xy € 01, ist C() kein Banachraum beziiglich ||.|| .

e) Der Raum der Holderstetigen Funktionen O, 0 < o < 1
Sei M C R". Die H6lderseminorm einer Funktion f : M — R bzw. C ist definiert

durch
[fla == sup{"f(w)_;fiyﬂlw,y € M, x#y},
|z — y|

der Raum der Holderstetigen Funktionen auf M ist definiert durch
C(M) = {f:M—>]RHf]a<oo}.

Mit der Norm
[flla = Il flleo + [fla

ist C'“ ein Banachraum. Hélderstetige Funktionen zum Hoélderexponenten a = 1 sind
genau die (global) Lipschitzstetigen Funktionen. Man verwendet fiir diesen Raum
nicht das Symbol C*, sondern C%! (oder auch H'*).
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f) Die Rdume C™ und C™*, m €N, 0 < a < 1.

Sei () eine offene Punktmenge des R™. Dann bezeichnet C™ (ﬁ) bzw. C"™* (ﬁ) die
Menge aller Funktionen f : 2 — R bzw. C, die in {2 m-mal differenzierbar sind und
deren m-te Ableitung gleichméfig stetig bzw. Holderstetig ist. Beziiglich der Norm

1 oo =Y 197 fllss
=0

bzw.

[ loomta = [[fllsom + [V fla

sind C™ und C™% Banachraume.

g) Die Sobolevraume H™P(Q), m € N, 1 < p < 0.

Es sei  eine offene Punktmenge. Mit H?(2) bezeichnen wir den linearen Raum aller
Funktionen aus LP((2), die erste verallgemeinerte Ableitungen in L?(£2) haben, d.h. es
existieren Funktionen u(¥ € LP()) mit

/uﬁgo da::—/u(i)gpdx
89@-

Q Q

fir alle ¢ € C3°(Q). Mit H™P(§2) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen aus
LP(Q2), die k-te verallgemeinerte Ableitungen, k = 1,...,m, aus LP(€)) haben. H™P?())

ist mit der Norm .
ltll, =D V7],
§=0

ein Banachraum. Der Banachraum H;""(Q) ist definiert als der Abschlufl von C§°(2)
bzgl. der ||.||;np-Norm. Im Falle eines geniigend glatten Randes 02 kann man zeigen,
dass

Hy" () = {ue H™(Q) | V'ul,, =0,k=1,...,m—1},

d.h. alle verallgemeinerten Ableitungen bis zur Ordnung m — 1 verschwinden auf dem
Rand 0f2.

In Anwendungen werden oft sogenannte Sobolev-Ungleichungen benotigt. Dies sind

Ungleichungen der Form
Jull, < el[Vaull, , (1.9)

wobei die Konstante ¢ und die Zahl ¢ nicht von u abhéngen soll. Zuerst iiberlegen wir
uns fiir welche ¢ dies moglich ist im Falle von Funktionen v € C§°(R") und 1 < p < n.
Sei also u € Cg°(R™),u # 0 und sei A > 0. Wir setzen

ux(x) == u(Azx), reR". (1.10)
Man rechnet leicht nach

1
1wt de= [luo de = 5 [t dy.
R Rn

R‘IL

AP
/|VUA|p dm:)\p/|Vu()\x)|p dr = V/|Vu(y)|p dy .
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Dies eingesetzt in (1.9) liefert

1
—ﬂ ||u||q S C_ﬂ ||Vu||p Y
Y AP
d.h.
lull, < ] IVl - (1.11)

Wenn 1 — % + % 2 0 ist, kann man A gegen 0 bzw. oo konvergieren lassen und erhélt
einen Widerspruch. Somit kann (1.9) nur gelten, wenn

=
S|

1
q

gilt. Dies kann man auch alternativ schreiben als

q = .
n—p

1.12 Satz. Sei 1 < p < n. Dann ezistiert eine Konstante ¢, die nur von p und n
abhdngt, so dass
np

Jull, < clVull, g =", (113)

fiir alle u € C3(R™) gilt.

Wir bendtigen hier wirklich w € C§(R™), wie u = 1 zeigt. Bemerkenswert ist, dass die
Konstante ¢ nicht von der Grofle des Trégers von u abhéngt.

BEWEIS : (i) Der Fall p = 1.
Da u kompakten Trager hat gilt

z;
U(l’): /Dwiu<x17"‘7‘rilayiaxi+17”-;xn)dyi
—00

und somit

|u(x)|§/|Vu(x1,...,yi,...,xn)|dyi, i=1,...,n.

Daraus folgt

1

n—1

(@)1 <[ /rwm,...,yi,...,mrdyz-
i=1 \ 7,
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Diese Ungleichung wird beziiglich z; iiber R integriert, was

_n_ n ¥ n—1
/ |u|n=T1 dx; < H ( / |Vl dyi) dx,
i=1

liefert. In der letzten Ungleichung wurde die verallgemeinerte Holder-Ungleichung

k k k 1
S <TL0A . Yoo =1,
o =1 i=1 im1 i

angewendet. Die obige Ungleichung wird nun bzgl. x5 iiber R integriert. Wir erhalten

oo 00 00 0 1 00
n p— noo_1
//|u|n1 dxi dxy < (/ / |Vu| dzq dy2> /H]in—l day |
i=1
OO £2

—00 —0O0 —00 —0O0

wobel

I, = /\Vu\dyl, [l—//|Vu|da:1dyl, 1=3,...,n.

—00 —00

Die verallgemeinerte Holder-Ungleichung liefert

_n_ n—1 n—1
/ / |u|n=1 dxy dxe < (/ / |Vu| dxy dyg) (/ / \Vu| dy, dazg) X

0o 00 00 1
n n—1
XH(/ //|Vu| dxldedyi) )
=3 " oo —oo

Weitere Integrationen bzgl. z3, ..., z, liefern dann

-1

/|u|n1dx<1f[<7 /|Vu|d9:1 .dx )”_1

n

(/IVUI drﬂ)m, (1.14)

was (1.13) fur p =1 ist.
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(1) Der Fall 1 < p < n.
Wir benutzen (1.14) fiir v = |u|”, mit v > 1 welches spéter gewiihlt wird, und erhalten

n=1
an n
</|u|n1 d:z:) §/|V|u|7‘dx
]Rn Rn

— /VW1 V| da (1.15)

R
p—1 1
P
§”y(/|u](7_1)p—1 dx) ! (/\Vu\p dx)p.
Rr Rn

Wir wahlen nun ~ derart, dass

mn 4
—(y— 1)
=0 )p—l’
d.h. ~ :p% > 1. Fiir dieses v haben wir
mmn p np
= —1 =
n—1 (o )p—l n—p’

was zusammen mit (1.15)

lul’mp <y llulp [V,
n—p n—p

liefert. Hieraus folgt sofort die Behauptung. ]

1.16 Satz. Sei Q C R", ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C%'. Dann existiert eine
Konstante K = K(n,99Q) so, dass fir alle w € H"(Q) gilt:

np
lully < Kllullp, g =~ - (1.17)
sofern 1 < p < n. Istu € Hy?(Q), so gilt
np
< K ||Vul,, - . 1.18
[ullg < K [[Vull, 1=, (1.18)

Da g > p ist, erhdlt man aufgrund der investierten Differenzierbarkeit eine hohere
Integrabilitéit der Funktion.

BEWEIS : (i) Analog wie im Falle des Hilbertraumes H'?(Q) (vgl. Abschnitt 2.8)
existiert ein Fortsetzungsoperator C : H'?(Q) — H"P(R") mit

(Cu)lq = u, Yu € H"(Q),

C'u hat kompakten Trager, (1.19)

HCUHHLP(Rn) < CHUHHLP(Q) .
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Da Cu einen kompakten Trager hat liefert Kapitel 1, Satz 4.5, die Existenz von Funk-
tionen u,, € C§°(R") mit

Um, — Cu in H'?(R™). (1.20)
Satz 1.12 liefert

[t = gl pn < ¢ [|V (tm — up)ll, =0,
n—p
woraus o
Uy — Cu  in Ln—p(R™) (1.21)

folgt. Satz 1.12 liefert auch

O S T s

was zusammen mit (1.20) und (1.21)

|Cull ) < VU Lozny

L5 (e
ergibt. Dies und (1.19) liefern die Behauptung (1.17).

(i1) Sei u € HyP(Q). Dann existieren Funktionen wu,, € C5°(€Q) mit u,, — u in H'?(Q).
Wir setzen die Funktionen u,, durch Null auf ganz R" fort und erhalten aus Satz 1.12

Pl 2, o < ¥ e
np
sowie U, — u in Ln=P(R™). Der Grenziibergang m — oo liefert (1.18). n

Im Grenzfall p = n gelten zahlreiche Besonderheiten. Fiir den Fall p > n gilt

1.22 Satz. Sei p > n. Unter den Voraussetzungen an ) wie in Satz 1.16 gilt
HY(Q) C C*(Q)

mit a =1 — %. Fiir die Normen g¢ilt entsprechend

llu|lce < K||u||giw, Yue H'P(Q). (1.23)

BEWEIS : Wir zeigen zunéchst das (1.23) fir Q = R" und v € C*(R") gilt.
(1) Sei B,.(z) € R"™ eine Kugel. Wir beweisen zuerst, dass

Vu(y
f it —senay<e [ gy, (12
By (x) B (x)
mit einer Konstanten ¢, die nur von n abhéngt gilt. Sei w € 9B1(0) und 0 < s < r.
Es gilt
S d S
lu(z + sw) —u(z)| = / au(x + tw) dt| = /Vu(x +tw) - wdt
0

0

S/!Vu(x—l—twﬂ dt
0
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und somit
Y tn_l
/ u(z + sw) — u(z)| dS < / / Ve + )| dSdr.
dB1(0) 0 9B (0)
Wir setzen y = = + tw, und somit ¢ = |z — y|, und gehen von Polarkoordinaten zu

kartesischen Koordinaten iiber. Wir erhalten

\Y \Y
[ s —wias< [ UL, o [ UL,
|z —y] |z =y
9B1(0) Bs(x) Br(z)

Diese Ungleichung wird mit s”~! multipliziert und bzgl. s von 0 bis r integriert, welches

r" Vu(y
[ it [ 170
|z —y|
Br(iv) Br a;)

liefert. Dies ist aber (1.24).
(1) Sei nun = € R™ fest aber beliebig. Dann gilt aufgrund von (1.24)

|<fm wr@+fm|@

Bi(x)

|Vu
/‘ Ly + el g oy

Bi(x)

dy 5
< C“VuHLP(Bl(:p)) o 1)L +CH“HL@(31(I))
o o=yl !
< clull grogny » (1.25)
wobei in der letzten Zeile benutzt wurde, dass (n — 1) 7 < nist, dap > n, und somit
d
/ b <.
_ 5T
Bi(z |z =y
Da z beliebig war, liefert (1.25) sofort
[ulloe < elullyy, - (1.26)

(73i) Seien x,y € R",r = |z —y| und W = B,(z) N B,(y). Wir haben

|wm—u@nsf#mw—mwwh+fww»~mmdm (1.27)
w w
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Mit Hilfe von (1.24) erhalten wir

][|u —u(z)| dz < ][ u(z) — u(2)| d

By (x)

dz v
< clIVull s, 2 ( / >pL1>

B (x)

p—1

nf(nfl)%1 P
<cfr P IVull o @y

=cr' P ||Vl
und eine analoge Abschiitzung fiir den zweiten Term in (1.27). Somit gilt
1_n
u(z) —uly)| < cle—y[ 7 [[Vul,

was sofort
[y 2 < |Vl
liefert. Dies zusammen mit (1.26) ist (1.23) im Falle Q = R™ und u € C*(R").

(iv) Sei nun 2 ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C%' und C' : H*(Q) — H'"P(R™) der
Fortsetzungsoperator mit den Eigenschaften (1.19). Da C'u einen kompakten Tréger
hat, erhalten wir die Existenz einer Folge u,, € C§°(R™) mit

Up — Cu in H"P(R").

Die Ungleichung (1.23) angewendet auf w,, — uy, liefert, dass (u,,) eine Cauchyfolge in

O ist, d.h.

1-n

Up — Cu in  C »(R").

Die Ungleichung (1.23) angewendet auf u,, liefert

il a3 oy < € ltmll ey

welches zusammen mit den obigen Konvergenzen von u,,

1Cull a3 gy < €llCulL e

liefert. Dies und die Eigenschaften (1.19) ergeben sofort (1.23). n

h) Die schwachen LP-Réume (,,Marcinkiewicz-Réume*)

Zur Motivation der folgenden Definition iiberlegen wir uns das

1.28 Lemma. Sei u € LP(S2). Dann gilt fir alle K > 0

K

p({r € Q| luie)| > K}) < o)

(1.29)
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BEWEIS :
fully > [ e > K2 ulflal > KD,

{lul>K}

Die Eigenschaft (1.29) gibt Anlass zur folgenden Definition:
1.30 Definition. Eine messbare Funktion u liegt im Raum LP () ( schwach-L?),
wenn eine Konstante ¢y > 0 existiert, so dass fir alle K > 0

p((r € Q| fula)| > K}) < D (131)

Das Infimum der Konstanten in (1.31) ist eine Quasi—-Norm in LP d.h. die Dreiecks-
ungleichung wird ersetzt durch

lu+ollzy < e (llullzz + llvllzz)

mit einer Konstanten ¢. Man kann allerdings eine Norm auf L? () finden, welche
die gleiche Topologie erzeugt. Man kann zeigen, dass fiir beschranktes € fiir ¢ > 0,
p—e>1

LP(Q) & LE(Q) & L7 (Q)
gilt. Die Beweise kann man in Kufner, John, Fuc¢ik: Function Spaces, Academia, finden.

Die schwachen LP-Rdume werden in der sogenannten Interpolationstheorie und in der
Theorie der singuléren Integrale benotigt. FEin Beispiel ist der Satz

1.32 Satz. Ser 2 eine beschrinkte, offene Punktmenge mit glattem Rand und
w e Hy?(Q) eine schwache Lésung von

—Au=feL'Y(Q).

Dann gilt V?u € L.

Leider gilt nicht V2u € L', das Analogon fiir 1 < p < oo ist jedoch richtig, d.h. gilt in
obigem Satz zusitzlich f € LP, dann folgt V2u € LP, falls 1 < p < co. Einen Beweis
dieser Aussagen kann man in Stein, Singular integrals and differentiability properties
of functions, Princeton, finden.

i) Die Morrey-Raume

Fiir die vertiefende Theorie der partiellen Differentialgleichungen sind die Morrey-
Bedingung und die dazugehérenden Raume sehr wichtig.

1.33 Definition. Eine Funktion u € LP(Q2), Q C R™ messbar, geniigt einer Morrey-
Bedingung, wenn eine Konstante K sowie ein X € [0,n) existiert, so dass fiir alle

Kugeln Br C R™ mit Radius R € (0, Ry), Ry fest, z.B. Ry = 1, die Ungleichung

/ P de < KR™. (1.34)

BrNQ

gilt.
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Der Morrey-Raum LP*(Q) ist derjenige Teilraum von LP(SQ), dessen Elemente die
Bedingung (1.34) erfiillen. Sehr #hnlich zu LP*(Q) ist der gewichtete LP-Raum, der
aus allen LP-Funktionen mit der Eigenschaft

1
/|u\P|— de < K (1.35)
x R

besteht.

Die Norm in LP* wird definiert durch das Infimum der zuldssigen Konstanten K in
(1.34) oder aquivalent

||ul|Lpr = sup {R)‘_” / |ul? dx ‘ 0<R< Ry, 29 € R"} )

BR(xo)ﬂQ

Die Morrey-Bedingung beinhaltet, dass die Singularitdten von u eingeschréankt wer-
den. Wenn z.B. v € L'*, so kann u z.B. nicht gleich der Funktion m, e >0,
sein. Besonders wichtig sind die folgenden beiden Einbettungssétze:

1.36 Satz. Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C%'. Die HP(Q)-Funktion
u geniige der Morrey-Bedingung

/ |VulP de < KR PHor (1.37)

BrNQ

mit einer Konstanten K fir alle Kugeln Br C R", 0 < R < Ry sowie einer Konstan-

ten a € (0,1). Dann ist u € C*(£2).

Anders ausgedriickt: HYPP=P(Q)) C C%(Q), wobei H'»* der Teilraum von H? be-
zeichnet, dessen Elemente u die Inklusion Vu € LP erfiillen. Satz 1.36 ist ein duferst
wichtiger Stetigkeitstest.

1.38 Satz (Marcinkiewicz-Stampacchia). Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet
mit O € CO' dann gilt H»* C L(Q) mit

sofern A > 0. Die entsprechenden Normen werden entsprechend abgeschitzt:

[ully < Kl pa-

Erlauterung: Fiir A = n ist die Aussage dieses Satzes der iibliche Sobolevsche Einbet-
tungssatz, fiir n > A > p erhélt man eine bessere L?-Inklusion, als sie die Sobolevschen
Ungleichungen liefern wiirden.
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j) Der Raum BV{a,b] von Funktionen beschrénkter Variation

1.39 Definition. Eine Funktion f : [a,b] — R hat beschrdnkte Variation, wenn
fiir alle N € N und alle Paare t;,t%, j =1,...,N mit t; <t <t;y, die sogenannte
Totalvariation

N
%4 f)zsup{Z\f(t])—f(t;)\|a§tj<t; <tj+1 Sb,jzl,,NEN} (140)
=1

endlich ist.

Die Menge der Funktionen mit beschréankter Variation bildet einen Banachraum
BV{a,b] beziiglich der Norm

[y = Il + V()

Alternativ kann man die Totalvariation auch durch

SRR
0eCe((a,b])
llell Loo (ja,pp <1 @

definieren. Diese Definition ldsst sich leicht auf den Fall f : 2 C R” — R durch

V(f)= sup /fle(de?

peCse(Q)"

llspll oo () <1 Q
verallgemeinern. Der Raum BV ist etwas schwiicher als der Raum H'!. In der Tat
gilt:

HY(Q) c BV(Q) Cc L"1(Q).

Die Beweise konnen in Giusti: Minimal surfaces and functions of bounded variation,
Birkhéuser, gefunden werden. Der Raum BV spielt eine grofle Rolle in der Theorie
von Erhaltungssétzen, der Variationsrechnung und der Geometrie.

Sehr viel allgemeiner als Banachrdume oder normierte Rédume sind topologische li-
neare Rdume, die jedoch im Groflen und Ganzen zu allgemein sind, um brauchbare
Anwendungen zu liefern.

1.41 Definition. FEin topologischer linearer Raum ist ein Vektorraum V' iiber
R bzw. C, auf dem eine Topologie erklirt ist, die mit der Addition in V und der
Multiplikation mit Skalaren vertrdglich ist.

Erlauterung: Eine Topologie auf V' ist durch ein System 7 von Teilmengen von V'
gegeben, welches den folgenden Bedingungen geniigt:

O Verber,

(O2) die Vereinigungen einer beliebigen Familie von Mengen aus 7 ist wieder eine
Menge aus T,

(O3) der Durchschnitt einer Familie von endlich vielen Mengen aus 7 ist wieder eine
Menge aus 7.
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Die Mengen des Systems 7 heilen offenen Mengen. Eine Menge U C V heif}t
Umgebung eines Punktes x € V', wenn es eine offene Menge O € 7 gibt mit
reOcCU.

Aquivalent ist eine Topologie gegeben, wenn es zu jedem Punkt = € V' ein System 4,
von Umgebungen U C V gibt, so dass

(Ul) z € U fir U € 4,
(U2) UNU'" € Y, falls U, U’ € 4U,,
(U3

(U4

)
)
) W e, falls ein U € U, mit U C W existiert.

) Ist U eine Umgebung von x dann existiert eine Umgebung W von z, so dass U
eine Umgebung aller Punkte y € W ist.

Eine Menge O C V heif3t offen, wenn es fiir alle Punkte x € O eien Umgebung U von
x gibt mit x € U C O. Lasst man den dritten Punkt weg, so spricht man von einer
Umgebungsbasis. Um eine Topologie auf V' zu definieren, geniigt es, eine Basis von
Nullumgebungen anzugeben, da man die Umgebungsbasis eines allgemeinen Punktes
aufgrung der linearen Struktur von V' durch Translation erhélt.

Durch die Topologie wird ein Konvergenzbegriff und Stetigkeitsbegriff erkléart. Eine
Folge (z,), x, € V heifit konvergent gegen einen Punkt x € V| wenn es zu jeder
Umgebung U des Punktes z einen Index ng gibt, so dass x,, € U fiir alle n > ny. Man
schreibt z, — z, (n — o0). Eine Abbildung f : V' — W eines topologischen linearen
Raumes V' in einen topologischen linearen Raum W heifit stetig im Punkt = € V,
wenn es zu jeder Umgebung V' C W von f(x) eine Umgebung U C V von x gibt fiir
die gilt f(U) C V. Die Abbildung f : V — W heifit stetig, wenn sie stetig in allen
Punkten z € V ist.

Die Vertréglichkeit der Addition in V' und der Multiplikation mit Skalaren mit der
Topologie bedeutet, dass diese stetige Funktionen beziiglich der Topologie sind.

Eine groflere Bedeutung fiir Anwendungen in der Analysis haben die lokalkonvexen
Raume.

1.42 Definition. Ein lokalkonvexer (topologischer linearer) Raum ist ein to-
pologischer linearer Raum mit einer aus konvexen Mengen bestehenden Null-
Umgebungsbasis.

Eine wichtige Klasse von lokalkonvexen Réumen sind Raume mit Multi-Norm.

1.43 Definition. Sei V' ein linearer Raum. Eine Multi- Norm ist eine Familie von
Semi-Normen ||.|;, auf V, i € I, die in ihrer Gesamtheit definit sind, d.h. aus
|ull; =0 fir alle i € I folgt u=0.

Eine Semi-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung und die positive Homogenitit,
braucht aber nicht definit zu sein. Die Indexmenge I braucht nicht abzéhlbar zu sein;

ist sie abzahlbar, nennt man den Raum abz&hlbar normiert und kann ihn durch
die Metrik

o0

1 lz —ylly

metrisieren.
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Beispiele von lokalkonvexen Riaumen:

a)

Die Raume C(Q2), C™(Q).
Sei Q C R offen und Q; C Q offen und beschréankt, |J 2; = Q. Der Raum C(2)
j=1

bzw. C™(2) aller auf © stetigen bzw. m-mal stetig differenzierbaren Funktionen
wird mit Hilfe der Multi-Norm

[ull; = sup [u]
Q;
bzw.
m
full =sup (Jul + 3 19°u1)
& la=1

ein lokalkonvexer Raum.

(R™), Hp:"(R™).

Die Raume LY G

loc
Es handelt sich hierbei um die linearen Rdume von Funktionen, deren Restrik-
tion auf beschrinkte Mengen des R™ in LP bzw. H™P liegt. Eine Multi-Norm ist
gegeben durch

[ullj = llullzr @)
(o]
mit Q; C R", beschrinkt und messbar, |J ©; = R". Der Raum H,’ wird
j=1

analog definiert.
Entsprechend bildet man L} (§2)-Raume fir © # R™.

Der Raum D = C§°(2)
Es sei 2 C R” offen. C§°(Q2) besteht aus allen unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f, deren Tréger supp f = {z € Q ‘ f(z) # 0} eine kompakte Menge

in Qist. |J ©; = Q. Eine Multi-Norm in D ist gegeben durch

j=1

| flljm = Sgpr“f\, la|=0,1...,m.
J

Der Nachteil dieser Multi-Norm ist, dass D mit dieser Multi-Norm versehen nicht
vollstandig ist. Das Problem besteht darin, dass der Trager des Grenzwerts einer
Cauchyfolge keine kompakte Teilmenge von €2 sein muss. Allerdings kann man
auf D eine lokal konvexe Topologie 7 definieren, die nicht metrisierbar ist, in der
Cauchy Folgen konvergieren. Im weiteren betrachten wir D mit dieser Topologie
7 versehen (siche Rudin: Functional Analysis, Mc Graw).

Der Raum &

Der Raum & besteht aus allen unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die
im Unendlichen stérker als jedes Polynom fallen. Eine Multi-Norm ist gegeben
durch

1flljm = sup  [Vf] (Ja] +1)" .

R”, |a|=m
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Auch in lokalkonvexen linearen Rédumen lédsst sich definieren, wann eine Menge be-
schrankt ist.

1.44 Definition. Eine Menge M in einem lokalkonvexen linearen Raum E heisst
beschrdinkt, wenn es zu jeder Umgebung U der Null eine Zahl t > 0 g¢ibt, so dass
M CtU gilt.

Die Frage, ob die Beschréanktheit einer Menge die relative Kompaktheit nach sich
zieht, ist sehr wichtig und sehr gut studiert, so dass man heutzutage eine kristallklare,
abstrakte Erklarung dieses Phénomens hat.

Fiir die Rdume § und D gelten die Inklusion , Beschranktheit = relative Kompakt-
heit*, obwohl sie unendlich-dimensional sind.

3.2 Beschrinkte lineare Funktionale und be-
schriankte lineare Operatoren

2.1 Definition. Fin lineares Funktional f auf einem normierten Raum V' ist eine
lineare Abbildung von V' in die reellen bzw. komplexen Zahlen. Das lineare Funktional
heisst beschrdnkt, wenn eine Konstante K existiert mait

lf(w)| < K ||u||  fir allew e V.

Die Norm eines beschrdnkten, linearen Funktionals f wird durch

LfIF= sup |/ (w)] (2.2)

|ul|=1
definiert.
2.3 Lemma. FEin lineares Funktional ist genau dann beschrdnkt, wenn es stetig ist.

BEWEIS : Der Beweis verlauft wie im Hilbertraum. (Vergleiche Kapitel 2 Satz 3.3) m

Die Menge der beschrénkten linearen Funktionale bildet beziiglich der natiirlichen
Addition und Multiplikation mit Skalaren einen Vektorraum, welcher als Dualraum
V* von V bezeichnet wird. Hierbei ist die Bezeichnung

(fiu) = f(u) fir feV*, ueV
tiblich.
2.4 Lemma. V* ist beziiglich der in (2.2) definierten Norm ein Banachraum.

BEWEIS : Der Beweis geschieht dhnlich wie im Hilbertraum. (Ubungsaufgabe) — m

Mit Hilfe des Dualraums ldsst sich die schwache Konvergenz in einem normierten
Raum definieren.
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2.5 Definition. Eine Folge (tum)men in einem normierten Raum V  konvergiert
schwach gegen ein Element uw € V', in Zeichen:

U — u  schwach in V (m — 00),
wenn fir jedes f € V*

(fyum) = (f,u).

Den Dualraum V** zu V* nennt man den bidualen Raum zu V. In V* gibt es zwei
Arten von Konvergenz, ndamlich die schwache Konvergenz wie oben definiert, sowie
die x-schwache Konvergenz:

* . .
fm — [ im Sinne der x-schwachen Konvergenz

bedeutet, dass fiir alle w € V

(fmsu) = (fyu) (M — o0).

2.6 Satz (x-schwache relative Kompaktheit beschrinkter Mengen).
Es sei (fm), fm € V* eine beschrinkte Folge im Dualraum eines normierten, separa-
blen Raumes. Dann gibt es eine x-schwach konvergente Teilfolge.

Anmerkung: Separabilitit wird wie im Hilbertraum definiert.
BEWEIS : Sei (u;) eine Folge linear unabhéngiger Elemente aus V', deren lineare
Hiille dicht in V' ist. Nach dem Doppelfolgensatz gibt es eine Teilfolge A C N, so dass

(fm,u;)  konvergiert fiir alle j, m € A,m — oo.
Wir setzen
(f,u;) =lim (fp,u;) meA m—oo.

Da span (u;) dicht in V' ist und die f,, beschrinkt, ldsst sich die Definition von (f, )
und die Konvergenz (f,,,u) — (f,u) auf alle u € V' durch Abschliessung ausdehnen.
Die Beschrénktheit von f sieht man aus der Gleichung bzw. Ungleichung

[{fsw)| = o(1) + [(fm, w)| < o(1) + [[ fmlll[ull < o(1) + Klju]].

Der *-schwache Limes der f,, und die Teilfolge sind damit konstruiert. ]

Der Dualraum zu L?(2)

2.7 Satz. Sei Q) eine messbare Teilmenge des R™ und p € [1,00). Dann ezistiert zu
jedem f € (LP(Q))* eine eindeutig bestimmte Funktion g € L1(Q), q¢ = ;% (q = oo,
falls p=1) mit

() = [ guds. 2.8)

Q
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Umgekehrt beschreibt jedes g € L4(Q) iiber Gleichung (2.8) ein Element f € (L?(£2))*.
Aufgrund dieses Satzes sagt man, dass L9(€2) der Dualraum zu LP(Q) ist, ¢ = 25,
1 <p<oo.

BEWEIS : Wir fithren den Beweis nur in dem einfacheren Fall 1 < p < 2 bei be-
schrianktem () aus. Der Fall p > 2 findet sich etwa in dem Buch von KANTORO-
WITSCH/AKILOV, , Funktionalanalysis in normierten Réumen®.

Sei also p € (1,2],Q beschrinkt und f € (LP(Q))*. Da dann L*(Q) C LP(Q), ist
f insbesondere ein beschrinktes lineares Funktional auf L?*(2) und wird nach dem
Rieszschen Darstellungssatz durch ein Element g € L?(2) dargestellt:

(f,u):/gu dr , u € L*(Q). (2.9)

Q

p_
Wir zeigen, dass sogar g € LP—1(Q) gilt. Durch Abschluss in L?, da L? dort dicht ist,
folgt dann aus (2.9) die behauptete Darstellung. Hierzu definieren wir:

_Jg falls Jg| <L
L= 0 falls lg| > L

und wihlen in (2.9) u = |gr|*sign g. Da g;, beschrinkt, ist u € L? und damit zulissig
in (2.9). Es gilt

/ g de = / gudz = (f,u) < K]lul,
Q

Q
1
p
()
Q
- 1
Wir wahlen s so, dass s + 1 = sp, d.h. s = g Wegen s + 1 = I% folgt dann

1
/IQL\ﬁdJUSK(/\gLV_pl) :
) )

/|gL|Plex§Kﬁ.
Q

_ p-1

und wegen 1 — 1 =21
p p

Mit degn Grenziibergang L. — oo folgt aus dem Satz iiber monotone Konvergenz, dass
g € Lr-1. [

Der duale Raum zu Cfa, b]

Zur Vorbereitung bendtigen wir den Begriff des Riemann-Stieltjes-Integrals.
Es sei ¢ € BV]a,b], also eine Funktion mit beschrinkter Variation. Zu jedem
[ € Cla,b] definieren wir die Riemann-Stieltjes-Summe

> F(&) (9(@rs) — gln))
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beziiglich einer Zerlegung a = zo < x; < ... < xxy = b von [a, b] und einer Belegung
b
&k € [Tk, Tr41]. Das Riemann-Stieltjes-Integral f f dg wird dann dhnlich wie das

klassische Riemann-Integral als Grenzwert der Riemann-Stieltjes-Summen bei gegen
Null gehender Feinheit max |z, — xx41| definiert. Es gilt die Abschétzung

..... N
b
/fdg

b
so dass [ fdg ein beschrinktes lineares Funktional auf Cla, b] definiert. V(g) ist hier-

< [/l (g)

bei die %otalvariation von g, siehe Definition 1.37. Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass
jedes ¢ € C*[a,b] als Riemann-Stieltjes-Integral dargestellt werden kann (siehe Kan-
torovitch/Akilow Kap. VI.3). Die Zuordnung ¢ € C* < g € BV ist nicht eindeutig,
man muss sich auf ,normalisierte“ Elemente aus BV einigen, d.h. nur rechtsstetige
oder nur linksstetige BV -Funktionen g zulassen.

Beispiel Wir betrachten den Raum C[—1, 1] und das Delta-Funktional § mit

(0, ) = f(0).

Offensichtlich ist 6 € C*[—1,1]. Die Darstellung als Stieltjes-Integral lautet:

(&f)z/lfdg

mit

1,  t>0,
9(1) {0 t<0.

Der Dualraum zu L>(1).

Sei ) messbar und beschrinkt, 2 C R", sowie ¢ eine additive, reelle Mengen-
funktion, welche auf den Lebesgue-messbaren Teilmengen von €2 definiert ist. Additiv
bedeutet:

g0<€1 U 62) = (,0(61) + QO(GQ) , €1 Ney = Q)
Man kann sich z.B. ¢(e) = [wdx vorstellen, w € L'.

e

2.10 Definition. Eine additive, reelle Mengenfunktion ¢ ist von beschrédnkter Va-
riation, wenn

Sup{'so((jek)

k=1

}6kCQ, ex, messbar, e; Ne, =10, j#k} < 00.
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Fiir jede additive Mengenfunktion ¢ von beschriankter Variation und f € L*(Q)
lasst sich das Lebesgue-Stieltjes-Integral iiber die entsprechenden Lebesgue-Stieltjes-
Summen definieren:

N
ol <f<ly), lo<—lfllse: v > Il
=1

wobei [y < [y < ... < Iy_1 < ly eine Zerlegung des Bildbereiches von f ist. Die ent-
sprechenden Limites werden als Radon-Integral oder Lebesgue-Stieltjes-Integral
[ f dp bezeichnet. Man kann zeigen, dass sich jedes beschrénkte lineare Funktional
Q

auf L>°(€2) in der Form
/ fdg

Q

mit einer additiven, auf den Lebesgue-messbaren Teilmengen von () definierten Men-
genfunktion ¢ darstellen ldsst. Hierbei hat ¢(e) nicht notwendig die Gestalt [w dz.

Details kénnen in Kantorowitsch-Akilov, VI.4 gefunden werden.

3.3 Das Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit

Dieses Abschnitt behandelt einen grundlegenden Satz iiber Folgen beschrankter, li-
nearer Operatoren in Banachriumen.

3.1 Satz. Sei (A,) eine Folge linearer, beschrinkter Operatoren, die einen Banach-
raum B in einen normierten Raum V abbilden. Die Folge (A,) sei punktweise be-
schrdankt, d.h. fir alle x € B gelte

sup |[|[A,z|| < 00.
n

Dann sind die Normen der Operatoren gleichmdfiig beschrinkt, d.h.

sup [|An| < oo
n

e Fiir nichtlineare Abbildungen ist die entsprechende Aussage bereits im R falsch:

lz|*  fiir [z| <n

ho={ ]

n* fir|z| >n
Eine alternative Formulierung ist der Satz von der Festlegung einer Singularitét:

3.2 Lemma. Gilt sup || A, | = oo, so gibt es ein x mit sup ||A,z| = oo.

BEWEISs (Satz 3.1): (i) Wir zeigen zunéchst, dass fiir eine lineare Abbildung A aus
der Ungleichung

|Az|| < C  fiir © € By(xo) = {y € B|[ly — w0l < 6}
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die Ungleichung

2C
Al < = (33)

folgt, d.h. ist A punktweise auf einer kleinen Kugel mit Mittelpunkt xy beschrankt -
egal, wo xq liegt - so erfiillt die Operatornorm eine konkrete Abschéitzung. Dies gilt
entsprechend dann fiir Folgen von Operatoren (A,,).
Nachweis von (3.3): Fir jedes y mit [|y|| < 1 gilt © = xo + 0y € Bs(zg). Nach
Voraussetzung gilt

| A(zo + dy)|| < C,

daher
0| Ayl| < C + || Azl < 2C.

Ubergang zum Supremum beziiglich ||y|| = 1 liefert (3.3).
(ii) Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, dass ||A,| — oo (n — o0).
Sei p(x) = sup || A,(x)||. Die Abbildung p muss auf jeder Kugel Bs(xo) unbeschriankt

sein, andernfalls schlieBt man aus (3.3), dass doch nicht ||A,| — oo.

Da die Abbildung p auf jeder noch so kleinen Kugel unbeschrénkt ist, liegt die Menge
E, = {z € B|p(z) > k} dicht in B. Ausserdem ist diese Menge offen, denn ist
p(xo) > k, so folgt || Anyxol| > K fiir ein ny € N, und daher || A, x| > k fiir © € B.(x9).
Dies wieder impliziert p(x) > k fiir x € B.(x9).

In vollstindigen Rdumen gilt jedoch, dass der Schnitt einer Folge von offenen Mengen,
die dicht in B liegen, nicht leer ist.

Die eben gemachte Aussage lésst sich mit Hilfe des Baireschen Kategoriebegriffs durch-
leuchten - siehe etwa KANTOROWITSCH/AKILOV; der Einfachheit halber verzichten
wir darauf und beweisen sie direkt in dem folgendem Lemma.

Da E;.1 C FEy und Ej offen und dicht sind, ergibt sich aus Lemma 3.4 die Exi-
stenz eines Elementes xy € [ Ei. Fiir dieses gilt sup ||A,x¢|| > k fiir alle &, also

k=1 n
sup || A, x| = 0o, was der Voraussetzung des Satzes widerspricht. n
n

Zum Beweis von Satz 3.3 haben wir das folgende Lemma, welches eine duale Formu-
lierung des sogenannten Baireschen Kategoriensatzes ist, benotigt.

3.4 Lemma. Es sei O; eine Folge von offenen Mengen in einem Banachraum B.
Jede der Mengen O; sei dicht in B. Dann ist

(0: #0.
=1

e Liasst man die Forderung der Dichtheit von O; fallen, ist die Aussage bereits im R
falsch. Beispiel: O; = (0, %) Es gilt O; D O;;1 und % ¢ O;, 1 > j, sowie 0 ¢ O;. Der
Schnitt der O; muss daher leer sein.

BEwEIs :  Wir konstruieren eine Folge von ineinander geschachtelten Kugeln
B.,(x;), i — 0, die in allen O; liegen, so dass x; — z*. Von diesem Punkt z*
zeigen wir, dass z* € O; fiir alle 7 € N.

(i) Da O offen ist, gibt es eine Kugel B, (z1) C O;. Da Oy dicht in B ist, ist
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O, auch dicht in B, jo(x1). Es gibt daher ein x5 € B., /2(x1) N Oz, und da O, of-
fen, gibt es ein e, mit B.,(x2) C B. j2(z1) N Oz und somit B.,(x2) € O1 N Os.
Es gilt e < . Diese Konstruktion wird induktiv fortgesetzt. Ist B, (x,) C
B, j2(xn—1) N O, schon konstruiert, so finden wir, da O, dicht in B, /5(x,) ist,

eine Kugel B, ., (211) C B, j2(n) N Opy1. Es gilt €,41 < 2 sowie B, (r,) C () O,
=1
n—1
da B, (z,) C O, N B.,_,j2(xp—1) und Be,_,(x,—1) C ) O;.
j=1
(ii) Die Mittelpunkte z,, konvergieren. In der Tat gilt zunfichst £; < £,279!, ausser-
dem

xj+kEB5j/2($j)7 kGN, d.h. ||xj+k_$j||§€j/2_)0 (j—>OO),k€N

Die Folge (x;) konvergiert daher gegen ein z*. Wir behaupten, dass z* € O; fir alle
J € N. In der Inklusion ;4 € B, /2(2;) kénnen wir zur Grenze k — oo iibergehen,
es ergibt sich 2* € B, j»(7;) C O;. =

Eine &dquivalente Folgerung aus Lemma 3.4 ergibt sich durch Komplementbildung:
Die Komplemente der Mengen O; in Lemma 3.4 sind abgeschlossene, nirgends dichte

Mengen Aj, d.h. A; enthélt keine Kugel. Da (1) O; # ), kann die Vereinigung der A,
j=1
nicht den ganzen Raum ergeben. Somit haben wir auch den folgenden Satz bewiesen.

3.5 Satz (Bairesche Kategoriensatz). Die Vereinigung von abzdihlbar vielen ab-
geschlossenen, nirgends dichten Mengen eines Banachraumes kann nicht den ganzen
Raum ergeben.

e Satz und Beweis gelten analog in vollstdndigen metrischen Rdumen.

Unter Benutzung schoner Vokabeln ldsst sich Satz 3.5 folgendermaflen formulieren:

3.6 Satz. Ein Banachraum (bzw. vollstindiger metrischer Raum) ist von zweiter
Kategorie.

Hierbei heifit eine Menge von ,zweiter Kategorie®, wenn sie nicht von ,erster Kate-
gorie® ist, d.h. die Vereinigung abzéhlbar vieler nirgends dichter Mengen ist.
Ebenfalls eine Folge des Baireschen Kategoriensatzes ist der Satz von der offenen
Abbildung.

3.7 Definition. Fine Abbildung eines topologischen Raumes in einen anderen heifst
offen, wenn sie offene Mengen in offene Mengen tberfihrt.

3.8 Satz (von der offenen Abbildung). Jede stetige, lineare, surjektive Abbildung
A FE — F eines Banachraumes E in einen Banachraum F ist offen.

e Betrachten wir den Fall £ = F' = R" mit der iiblichen Topologie. Stetige, surjektive
nichtlineare Abbildungen sind selbst hier nicht offen. Beispiel fiir n = 1:

0, fir |z| <1,

flx)=< = —1, fir x > 1,
T+ 1, fiir z < —1.
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Offensichtlich ist f(U-(1)) nicht notwendig offen.

Der Fall EF = F = R" mit einer linearen, surjektiven Abbildung A ist elementar. Wenn
A surjektiv ist, gilt det A > 0 und A™! existiert auf R". Da A stetig, sind Urbilder
offener Mengen offen, d.h. A ist offen.

Im R"™ gibt es den beriihmten Satz von Brouwer iiber die Gebietsinvarianz. Dieser
besagt, dass jede stetige, injektive Abbildung f : R™ — R™ offen ist.

In der Theorie der komplexen Funktionen gibt es ebenfalls einen solchen Satz.

3.9 Satz (iiber die Gebietsinvarianz). Sei f : C — C holomorph und nicht
konstant. Dann ist f offen.

BEWEIS (Satz 3.8): (i) Wir zeigen, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert mit
Bs. C AB; (3.10)

Hierbei ist B,(z) = {# € E bzw. F |||z — z|| < r}, B, = B,(0) und AB; das Bild
von B; unter der Abbildung A, der Querstrich bedeutet den Abschluss der Menge.
Um (3.10) zu beweisen, setzen wir X,, = nAB;. Da A surjektiv ist, gilt |J X,, = F,
n=1
und nach dem Baireschen Kategoriensatz (Satz 3.5) muss eines der X, eine Kugel
enthalten, d.h. int X,,, # (). Daraus folgt, dass auch int X; = int AB; # (), d.h. 3¢ > 0
und yo € F' mit
B4C(’y0) C ABl .

Insbesondere ist yy € AB; und aus Symmetriegriinden —yy € AB;. Daraus folgt

By(0) = —yo + Bac(yo) C ABy + AB; = 2AB; .

Daraus ergibt sich (3.10).
(1) Wir zeigen, dass mit obigem c

B.C AB; . (3.11)

Um (3.11) zu beweisen, miissen wir zu y € B, ein x € By mit Az = y finden. Wegen
(3.10) existiert zu jedem € > 0 ein z € E mit [|z]| < 3 und |ly — Az| <&, denn

yGBCCABl/Q
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Wihlt man € = £, hat man ein z; € £ mit

1
lall <5 und ly— A=) < 3.

Wir wiederholen das Spielchen mit y — Az; anstelle von y und wéhlen nun € = ¢. Da

y— Az € Byjs C ABy 4, finden wir ein z; mit

C

1
loll < 7 und - i(y — A=) = Az < 7

4

Dieses Argument wird wiederholt, und wir erhalten eine Folge (z,) mit

1 c
lznll < on und |y —A(z1+ 22+ ...2,)]| < o

Die Elemente z,, = 21 + 29 + ... + 2, bilden daher eine Cauchyfolge mit Limes x. Es

o0
gilt ||lz,|| < ||z1]] + X 55 und somit
i=2

1 1 X1
lall <zl + 30 55 < 5+ D5 =1
Jj=2 j=2

Ferner gilt ||y — Az, || — 0, und schliesslich y — Az = 0. Das gewiinschte z mit ||z|| < 1
ist damit konstruiert.

(iii) Sei U C E offen und sei y € AU. Dann gibt es ein ¢y € U mit y = Axg. Da U
offen ist gibt es ein € > 0 mit B.(z¢) C U und also gilt

Aber AB.(zg) = Axg+eADB;, was mit Hilfe von (3.11) liefert AB.(zo) 2 Azo+eB. =
B..(Azy) = B..(y), d.h. B..(y) C AU, d.h. AU ist offen. n
Aus dem Satz iiber die offene Abbildung folgt der Satz von der stetigen Inversen, da

die Stetigkeit einer Abbildung dquivalent dazu ist, dass Urbilder offener Mengen offen
sind.

3.12 Satz (von der stetigen Inversen). Es seien E und F Banachriume und
A E — F linear, stetig und bijektiv. Dann ist A=' stetig.

BEWEIS : Wir bezeichnen B := A~ : F — E. Sei U C F offen. Das Urbild B~'U ist
aber die Menge AU, da B™! = (A~1)~! = A gilt. Aber nach Satz 3.8 ist die Abbildung
A offen, d.h. AU ist offen. Somit ist auch B~'U offen, d.h. B = A~! ist stetig. ]

Eine weitere elegante Folge ist
3.13 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Seien E und F Banachrdume,
A: E — F linear. Der Graph G(A) = {(z, Az) € E x F'} sei abgeschlossen beziiglich

der Graphennorm
[(z, Az)|| = [Jz[| + [[A=z] -

Dann ist A stetig.
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BEWwEIs : Wir wihlen als Raum F in Satz 3.12 den Raum G(A) mit der Graphen-
norm, als Bildraum den Raum FE; als Abbildung A, : G(A) — E definieren wir

Aoz, Ax) =z
Offensichtlich ist Ay bijektiv. Ausserdem ist Ay linear und beschrénkt, da
[Ao(z, Az)|| = llz|| < [lzfl + [[Az]] = llzll¢a) -

Nach Satz 3.12 ist damit A, stetig, d.h. fiir x; — z folgt (z;, Az;) — (v, Ar) und
somit Az; — Ax. "

Eine weitere Folgerung ist die Aquivalenz von Normen.

3.14 Satz. Der Banachraum B sei beziiglich der Normen ||.||o und ||.||1 vollstindig.
Es gelte ||ul|1 < ||ullo fir alle w € B. Dann gibt es eine Konstante K, so dass

[ullo < Kffully -

BEWEIS : Wir wenden Satz 3.12 an mit A = [ als identischer Abbildung. Der Raum
E bzw. F sei der mit [|.||p bzw. ||.||; versehene Raum B. Als Abbildung von E nach
F' ist die identische Abbildung I stetig, da ||z||; = ||[Iz]1 < ||z]lo. Nach Satz 3.12 ist
daher die Inverse stetig; daraus folgt, dass ein K > 0 existiert mit

lzllo = ll7 7 2llo < K[lz]]: -

Eine weitere iiberraschende Folgerung aus unseren Sétzen ist der Satz von Hellinger-
Toeplitz:

3.15 Satz. Sei H ein Hilbertraum und A : H — H linear und selbstadjungiert. Dann
ist A beschrdnkt.

BEWEIS : Wir versehen H mit der Graphen-Norm |[z|4 = ||z| + ||Az|. H ist
beziiglich ||z||4 vollstédndig! Gilt némlich ||z; — zx||la — 0, so folgt ||z; — zx]| — O
und [|Az; — Axy|| < e fiir j, k > no(e). Hieraus schliefen wir |(Az; — Axy, ¢)| < € fiir
alle o mit ||p|| <1, 5,k > ng(e). Aufgrund der Vollstiandigkeit von (H, || .||) folgt die
Existenz von € H mit x; — x, und es gilt (Azg, p) = (zg, Ap) — (z, Ap) = (Az, ¢)
fiir £ — oco. Weiter folgt

(Az; — Az, )| <e ol <1,
und somit
|Az; — Az|| < e J=ng.

Da ||z|| < ||z]|a und H beziiglich beider Normen vollstindig ist, folgt aus Satz 3.14
die Ungleichung
zlla < K[|

und
[Az|| < (K +1) [|=]|.
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Eine Anwendung des Satzes von der stetigen Inversen ist der Nachweis der stetigen
Abhéngigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen von den Daten. Zur
[lustration betrachten wir

Auv:=u'+cu=f inl0,T], u(0) =0 € R" (3.16)

mit gegebenen Funktionen f € LP(0,7T), ¢ € L*>(0,T). Die vektorwertige Funktion
u € H'(0,T;R"™) ist gesucht. Der in (3.16) definierte Operator A bildet den Raum
Hy? = {v € H"; v(0) = 0} nach LP(0,T) ab. A ist stetig als Abbildung von H,”
nach LP, auBerdem ist A surjektiv und injektiv, da sich (3.16) nach den Sétzen iiber
globale Losbarkeit von Anfangswertproblemen gewohnlicher Differentialgleichungen
eindeutig losen ldasst. Nach dem Satz iiber die stetige Inverse folgt damit, dass die
Losung von (3.16) stetig von der rechten Seite f abhéngt, d.h. konvergieren die Funk-
tionen f,, gegen f in LP, so konvergieren die Lésungen u,, gegen u in H'?. Das gleiche
Argument lisst sich verwenden, wenn man f € Cla,b] und u € C'[a,b] betrachtet

und A : C'a,b) N Hy? — Cla, b] auffasst.

Tonnelierte Rdume (Englisch: barreled spaces)

Ein sehr allgemeiner Raumtyp in der Klasse der lokalkonvexen R&ume, in der ein
Analogon des Prinzips der gleichméssigen Beschrinktheit gilt, sind die tonnelierten
Réaume. Man kann zeigen, dass vollstandige, lokalkonvexe, metrische Raume tonelliert
sind.

3.17 Definition. Fin lokalkonvezer Raum V heifit tonneliert, wenn jede abgeschlos-
sene, konvexe, absorbierende Menge eine Nullumgebung ist.

Eine Menge M heifit absorbierend, wenn zuu € V ein A\g € R existiert, so dass fiir
alle \ > X\o gilt: \"'u e M.

e In lokalkonvexen Rdumen kann man immer eine Umgebungsbasis der Null finden,
die aus absolut konvezen Mengen V besteht, d.h. es gilt V = {Az ||\ < 1,z € V}
und V ist konvex.

Wir betrachten lokalkonvexe Rdume E und F' und eine Menge U := {4;| i € J} von
linearen, stetigen Operatoren A; : F — F.

3.18 Definition. Die Menge U heifst punktweise beschrdnkt, wenn fir jedes x
die Menge U(x) = {Ai(x) |i € J} beschrinkt ist.

3.19 Definition. Die Menge U = {A; : E — F ‘2 € J} heifsit gleichgradig stetig,
wenn man zu jeder Nullumgebung W im Raum F' eine Nullumgebung V im Raum E
finden kann, so dass

A,(V)ycw fir allei e J

qgilt.

Der Begriff , gleichgradig stetig® ersetzt die gleichméfige Beschrénktheit der Opera-
tornormen.
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3.20 Satz. Sei E tonneliert. Dann ist jede punktweise beschrdinkte Menge von steti-
gen, linearen Operatoren gleichgradig stetig.

BEWEIS : Sei W eine absolut konvexe, abgeschlossene Nullumgebung im Raum F.
Wir setzen V; = A7 (W) und V = (), Vi. Wir wollen zeigen, daB V eine abge-
schlossene, konvexe, absorbierende Menge ist. Da alle A; stetig sind, und Urbilder
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, ist V' abgeschlossen. Da W absolut kon-
vex ist und A; linear sind, sind A; (W) absolut konvex. Somit ist auch V absolut
konvex. Um zu sehen, dass V' absorbierend ist, sei x € E. Da nach Voraussetzung
die Menge U(z) = {A;(z)|i € J} beschrénkt ist, existiert ein ¢y > 0, so dass fiir
alle |t| <ty gilt: U(tx) = tU(z) C toU(x) € W (sieche Definition 1.44). Somit gilt
erst recht tr € A7 (U(tx)) C V;,i € J und folglich tx € V;, d.h. V ist absorbierend.
Da FE tonnelliert ist, ist V also eine Nullumgebung. Nach Konstruktion von V' gilt:

A (V) C Wi e J, dh. die Menge U = {4; |z € J} ist gleichgradig stetig. "

3.4 Der Satz von Hahn-Banach

Der Satz von Hahn-Banach befasst sich mit der Fortsetzung von linearen Funktiona-
len, welche auf einem linearen Teilraum definiert sind, auf den ganzen Vektorraum -
dies unter Beibehaltung der Norm bzw. verwandter Gréfen. Im nicht-separablen Fall
wird zum Beweis des Lemma von Zorn verwendet.

Ahnlich wie die Sitze im vorigen Kapitel zihlt der Satz von Hahn-Banach zu den
grundlegenden Satzen der Funktionalanalysis. Wir geben eine analytische und spéter
eine geometrische Formulierung dieses Satzes.

Analytische Formulierung des Satzes von Hahn-Banach

4.1 Satz (von Hahn-Banach, analytische Form, reeller Fall). Sei V' ein Vek-
torraum tber R und p : V' — R subadditiv und positiv homogen, d.h. p(Ax) = Ap(x)
fir alle x € V und A € R, A > 0, und p(x +y) < p(x) + p(y). Ferner sei W ein
linearer Teilraum von V und ¢ : W — R ein lineares Funktional mit

o(x) < p(z) fir alle x € W
Dann gibt es eine Fortsetzung f : V — R von ¢, d.h. flw = ¢, so dass
f(z) < p(x) fir alle x € V.
e Besonders wichtig ist der Fall, dass p(z) = ||z||, wenn V ein normierter Raum mit

Norm ||.|| ist.
e Nicht jedes beschrénkte, lineare Funktional ¢ auf L*(a, b) lasst sich in der Form

b
go(z):/gzdx, z € L™(a,b)
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mit einer Funktion g € L' darstellen. In anderen Worten: L'(a,b) ist ein echter Teil-
raum von (L>)*. Da (L')* = L™, folgt dass der L'(a,b) nicht reflexiv ist.

BEWEIS ((L*)* # L'): Der Raum C(a,b) ist ein echter Teilraum von L*. Wir
betrachten das Dirac-Funktional ¢ = § mit
i(z) = 2(0), z € C(a,b)

((a,b) enthalte die Zahl 0). Die Voraussetzungen des Satzes von Hahn-Banach mit

p(z) = ||2]|c sind erfiillt, es gibt daher eine (sicherlich nicht eindeutige) Fortsetzung

f von ¢ = 4 auf ganz L™ mit f(2) < ||z]|« fiir alle z € L. Die letzte Ungleichung

gilt auch fiir —z, somit ist | f(2)| < ||z]|eo und f € (L*°)*. Das Dirac-Funktional lasst
b

sich aber nicht in der Form 6(z) = [ gz dx darstellen (vergleiche Abschnitt 3.2), somit

auch nicht das Funktional f. n

Zum Beweis von Satz 4.1 zeigen wir zunéchst, dass das Funktional ¢ in Satz 4.1
auf einen groferen Raum W & () unter Erhaltung der Ungleichung ¢(z) < p(x)
fortgesetzt werden kann.

4.2 Lemma (Elementarerweiterung). Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1
gibt es zu jedem xy € V \ W eine lineare Fortsetzung f1 : W @ (xq) — R wvon
p: W — R, so dass

fily) <ply)  fiir alley € W (xo) . (4.3)

BEWEIS : Wir setzen
fi(x 4+ tzg) = @(x) + ta,

wobei a noch definiert werden muss. Jedenfalls ist f; linear auf W & (xp). Um ein
geeignetes a zu finden, welches die Ungleichung (4.3) erfiillt, beachten wir, dass wegen
der positiven Homogenitét von p nur sichergestellt werden muss, dass fiir alle z € W

o(x) + a < p(z+ o),

o) — a < ple — 20) (44)

gilt. Ersetzt man in (4.4) « durch x/t, ¢ > 0, und multipliziert mit ¢, so ergibt sich
(4.3) fir y = x £ tzp. Um (4.4) zu gewahrleisten, muss man offensichtlich

:gvr;{so(rr) —p(r =)} <a < mf {p(z +m0) — p(2)}

sicherstellen. Eine solche Wahl von « ist aber moglich, da

(&) —p(€ — o) <p(x+m30) —0(x), VYV, xEW. (4.5)

Es gilt ndmlich

p(a) + @) = ez +&) <plz+&) <plr+x0) +p(€ = 20),

woraus (4.5) folgt. =
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Bevor wir Satz 4.1 beweisen, bemerken wir, dass der wichtige Fall von separablen
normierten Rdumen sowie dem Funktional p(x) = K||z|| einfach zu beweisen ist.

BEWEIS (Satz 4.1, separabler, normierter Raum, p(z) = K||z||): Es sei {z;| j € N}
eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren aus V', deren lineare Hiille in V' dicht
ist. Sei {z;| j € A C N} die Teilmenge von Vektoren z;, die nicht in W liegen. Durch
sukzessive Anwendung der Elementarerweiterung mit xo = x;, j € A, erhalten wir
eine Fortsetzung f; von ¢ auf W & (x;|j € A) unter Beibehaltung der Ungleichung
fi(z) < K||z||. Durch Abschluss erhalten wir eine Fortsetzung auf den ganzen Raum
V', d.h. wir definieren

f@) = lim filge), e €W (a;]j€A).

Der Beweis des allgemeinen Satzes von Hahn-Banach geschieht mit Hilfe des Lem-
mas von Zorn. Zur Formulierung dieses Lemmas bendtigen wir einige Begriffe:
Es sei M eine Menge mit einer Halbordnung <, d.h. fiir gewisse Paare (a,b) € M x M
ist

a<b oder b<a.

Wenn einer der beiden Félle zutrifft, sagt man ,a und b sind vergleichbar®. Es gelten
die Regeln

(i) a < a,
(ii) {a <bund b < a} = a =0,

(iti) {a <bund b <c} = a<c.

Beispiel: (i) M = R™ mit der Halbordnung <, die definiert ist durch
a<bsa < b fiir die Komponenten a; und b;, t =1,...,n.

(i7) Die Menge der linearen Teilrdume eines Vektorraumes bildet eine Halbordnung
beziiglich der mengentheoretischen Inklusion.

Eine Kette @ ist eine Teilmenge einer Menge M mit Halbordnung, welche total
geordnet ist, d.h. fiir je zwei Elemente a,b € () gilt a < b oder b < a.

Beispiel: Jede eindimensionale Strecke im R™ mit einem Richtungsvektor der nicht-
negative Komponenten hat ist bzgl. der Halbordnung < eine Kette.

Eine obere Schranke fiir eine Teilmenge S einer Menge M mit Halbordnung < ist
ein Element a mit
s<a fiir alle s € S'.

Ein Element m € M heifit maximal (auf M), wenn es von keinem anderen Element
x € M beziiglich < iibertroffen werden kann, d.h. aus

m<z folgt © =m.

(Es ist aber durchaus méglich, dass m maximal ist und mit dem Element x nicht
vergleichbar ist.)
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4.6 Lemma (Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung. Jede Kette aus
M besitze eine obere Schranke. Dann besitzt M ein mazimales Element.

Beispiel: Sei M C R? beschrinkt und abgeschlossen und mit der Halbordnung
< aus Beispiel (i) versehen. Man {iiberlegt sich - etwa mit Hilfe komponentenweiser
Supremumsbildung - dass jede Kette eine obere Schranke besitzt. Es muss daher ein
maximales Element in M geben. M braucht durchaus nicht ,,konvex* sein.

maximales Element
Schranke der Kette

Kette

Das Lemma von Zorn wird aus dem sogenannten Auswahlaxiom der Mengenlehre her-
geleitet: Ist F eine Familie von nichtleeren Mengen, so gibt es eine Funktion, die jeder
Menge M aus F ein Element m € M zuordnet.

Dies erscheint evident, aber die Aussage ist dquivalent zum sogenannten Wohlord-
nungssatz, der zumindest einem Analytiker Unwohlsein erzeugt, wie sogleich erldutert
wird.

Der Wohlordnungssatz besagt, dass jede Menge M wohlgeordnet werden kann, d.h.
es gibt eine Ordnungsrelation < in M, die die Axiome der Halbordnung erfiillt, so
dass je zwei Elemente a,b € M vergleichbar sind (d.h. es gilt a < b oder b < a) und
zusétzlich die Eigenschaft besitzt, dass jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes
Element beziiglich der Ordnung < besitzt. Die letztere Eigenschaft bedeutet, dass die
iibliche Ordnung in R, welche durch das <-Symbol gegeben ist, keine Wohlordnung
ist, denn offene Intervalle in R besitzen kein kleinstes Element. In der Tat hat bisher
noch niemand eine Wohlordnung der reellen Zahlen konkret konstruiert - man weiss
nur, dass sie existiert und aus dem Auswahlaxiom folgt.

Nimmt man den Wohlordnungssatz als gegeben an, ist der Beweis des Zornschen
Lemmas ,einfach“. Wir geben ihn an, weil in ihm das Prinzip der transfiniten
Induktion verwendet wird, welches man aus ,erkenntnis-theoretischen“ Griinden
einmal gesehen haben sollte.

BeEwEIs (Lemmas von Zorn mit Hilfe des Wohlordnungssatzes): Es sei M die im
Lemma von Zorn genannte halbgeordnete Menge und x,, o € I, eine Wohlordnung
der Elemente x, € M, d.h. o ist eine wohlgeordnete Indexmenge beziiglich einer
Ordnungsrelation, die wir mit dem Symbol < bezeichnen und zu jedem « € I gehort
genau ein x, € M. Wir bestimmen durch transfinite Induktion eine Kette G in M.

(i) Sei ay der kleinste Index aus I. Dann gehore x,, zu G.

(ii) Ist fir B <=, B,7 € I, entschieden, welche x5 zu G gehoren, so gehore z., genau
dann zu G, wenn x5 < x, fir alle x5 € G, 8 <.
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Nach Konstruktion ist GG eine Kette. Nach der Voraussetzung im Lemma von Zorn
hat G eine obere Schranke z. Da z eines der z, ist, muss z in G liegen, ist also das
grofite Element von G und maximal in M. (Wenn es nicht maximal wire, gibe es ein
xl, = z, welches aber dann aufgrund der Konstruktion von G in G liegen miisste, z
kénnte dann nur obere Schranke sein, wenn !, = z.) "
Der Kiirze halber haben wir hier die Indexmenge I nicht konkretisiert und verweisen
auf Biicher aus der Mengenlehre (Kamke).

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den Satz von Hahn-Banach fiir reelle
Vektorraume in voller Allgemeinheit.

BEWEIS (Satz 4.1): Wir betrachten die Menge
M = {h: D(h) — R | D(h) linearer Teilraum von V, W C D(h),
h linear, hlw = ¢, h(z) < p(z) Vo € D(h)} .
In M besteht die Halbordnung <, welche erklért ist durch
hy < he < D(hy) C D(hs) und hs ist Fortsetzung von h; .

Da ¢ € M, ist M # (. Ferner erfiillt (M, <) die Voraussetzung des Lemmas von Zorn.
Ist némlich K eine Kette in M, K = {h; € M | i € I}, so definiert man

D(h) =|JD(h;) und h(z) = hi(z), = € D(h;).
iel
Das so konstruierte Element h € M ist dann eine obere Schranke von K. Nach dem
Lemma von Zorn gibt es daher ein maximales Element f € M beziiglich <. Wir be-
haupten, dass D(f) = V, was den Beweis dann vollenden wiirde. Angenommen, es
wére D(f) # V. Dann gibt es ein xy € V, xy ¢ D(f) und wir fiithren eine Elementa-
rerweiterung von f nach Lemma 4.2 durch. f wére dann nicht maximal. [

Im komplexen Fall sind die Ungleichungen in der reellen Formulierung des Satzes von
Hahn-Banach - Satz 4.1 - folgendermaflen abzuéndern: Fiir das lineare Funktional
¢ : W — C setzt man

p(2)] < p(x)
voraus und erhélt eine Fortsetzung f : V — C von ¢ mit |f(z)| < p(x).

Geometrische Formulierung des Satzes von Hahn-Banach

Man kann den Satz von Hahn-Banach auch als Satz iiber die Trennung konvexer
Mengen durch Hyperebenen formulieren. Dazu benétigen wir einige Begriffe. Wie im
endlich-dimensionalen Fall definiert man Hyperebenen.

4.7 Definition. Fine Hyperebene in einem Vektorraum V iiber R ist eine Menge
der Gestalt

H={reV|p)=a}={p=a}
mit einer linearen Abbildung ¢ 1V — R, ¢ # 0, und einer Zahl o € R.
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4.8 Lemma. Sei V' ein normierter, reeller Vektorraum. Eine Hyperebene {¢ = a}
st genau dann abgeschlossen, wenn ¢ stetig ist.

BEWEIS : Ubungsaufgabe ]

4.9 Definition. Seien A, B Teilmengen des normierten, reellen Vektorraumes V.
Man sagt, ,die Hyperebene {¢ = a} trenne A und B, wenn

o) <a<ply) firalexe Aundy € B. (4.10)

e Auf die Reihenfolge von A und B kommt es nicht an, d.h. (4.10) bedeutet auch,
dass {¢ = a} die Mengen B und A trennt.

Man spricht von strikter Trennung, wenn ein € > 0 existiert mit
p(x)+te<a<ely)—e, w€A yeB.

4.11 Satz (Hahn-Banach, geometrische Form). Sei V' ein normierter, reeller
Raum und A, B zwei nichtleere, disjunkte, konvexe Teilmengen von V. Die Menge A
sei offen. Dann gibt es eine abgeschlossene, A und B trennende Hyperebene.

Zum Beweis benotigen wir das Minkowski-Funktional po einer konvexen Menge
ccv,0eC
pe(z) =inf{fa>0| o'z € C}.

4.12 Lemma. Sei C eine offene, konvexe Teilmenge des normierten Vektorraumes
V. Es sei 0 € C. Dann gilt

0 <pclz) < M|z mit einer Konstanten M (4.13)

und
C={zeV| pc(z) <1}. (4.14)
Ferner ist pc positiv homogen und subadditiv.

BEWEIS : Sei B, C C, 7> 0. Dann gilt (r—e)-% € C, z € V, und pe(z) < ap = Ll

] r
nach Definition von pc. Daraus folgt (4.13). Die positive Homogenitéit von peo folgt
aus

po(Az) = inf{a > O| a ' r e C}
= inf{BA| B 'z € C}
= Ainf{B| 7'z € C} = Apc(z), A>0.
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Wir beweisen nun (4.14). Ist z € C, so gilt auch (1 +¢)x € C fiir gentigend kleines ¢
wegen der Offenheit von C. Daher po(r) < = <1, dh.CCc{z eV | pe(z) < 1}
Ist umgekehrt po(z) < 1, dann folgt 'z € C mit einem o > 0 und somit
r = a(a™'z) + (1 — a)0 € C. Es verbleibt der Nachweis der Subadditivitit von
pc. Seien x,y € V, € > 0. Da

pc (pc(;) +5> = pc(xl) +€Po($) <1,

folgt
x

po(z) + €
Aus Konvexitatsgriinden ist

€ ' und entsprechend S eC.
pc(y) +¢

tx (I1—-t)y
po(x) +¢ * pe(y) + ¢

e C, 0<t<1.

Setzt man
po(z) +e€

- po(x) + pely) + 2’

folgt

r+y
eC.
pc(x) + poly) + 2¢

Dies zusammen mit (4.14) und der positiven Homogenitét liefert

pe(x+y) < pel(x) +pe(y) + 2.

Grenziibergang € — 0 ergibt die Behauptung. ]

4.15 Lemma (Trennung einer konvexen Menge und eines Punktes). Sei
V' ein normierter, reeller Vektorraum und C C V' offen, konvexr und nichtleer. Sei
xg €V, xg & C. Dann gibt es ein beschranktes, lineares Funktional f € V*, f # 0
mat

f(z) < f(xo) fir alle x € C'.

BEWEIS : O.B.d.A. sei 0 € C. Auf dem eindimensionalen Raum (z,) definieren wir
das lineare Funktional ¢ durch

o(txg) =t.
Es gilt p(z) < pe(x), fir alle x € (z() da andernfalls fiir ein y € (xo) gelten wiirde:

po(y) < p(y), d.h. pe(tzg) <t und somit po(z) < 1.

Dies wiirde nach Lemma 4.12 aber zqg € C bedeuten. Nach dem Satz von Hahn-
Banach in der analytischen Form (Satz 4.1) ldsst sich ¢ zu einem linearen Funktional
f:V — R fortsetzen mit

f(z) < pelx).

Insbesondere ist f(zp) = 1 und andererseits f(x) < 1 fiir z € C wegen (4.14). "
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BEWEIS (Satz 4.11): Die Menge C = A© B = {a—b| a € A, b € B} ist konvex.
Wegen der Darstellung C'= J (A —y) ist C offen. Da AN B =0, gilt 0 ¢ C. Wegen

yeB
Lemma 4.15 gibt es f € V* (d.h. ist f stetig und linear) mit

f(z) < f(0) =0 zed,

<f ,
fl)<fly), =x€A yeB. (4.16)

Wir wahlen « so, dass

sup f(z) < a < inf f(y).
z€A yeB

Die Hyperebene {f = a} ist wegen Lemma 4.8 abgeschlossen und trennt A und B. =

Im Unendlichdimensionalen lassen sich beliebige konvexe Mengen nicht notwendig
trennen.
Beispiel: V = L?(Q), Q ein Gebiet des R™.

A={zec@nL?| |zl.<1},  B={w}

mit fester L2-Funktion yo ¢ C(€2), ||yo||z2 = 5. Man beachte, dass das Innere von A
beziiglich der L2-Norm leer ist. Ferner gilt AN B = (. Wir behaupten, dass A und
B nicht durch eine abgeschlossene Hyperebene getrennt werden konnen. Gébe es ein
f € (L*)* mit darstellendem Element uq # 0, fiir das

f(2) < fyo), 2€COQ)NL%, |2l <1,

gilt, so folgt
(u(]?Z) < (u()ay())? ||Z”L2 < ]‘7

und, da C(Q2) N By dicht in By = {w € L?| ||w]|z2 < 1}, ist

[uoll 2 < (uo, y0) < 5 lluollze -
Wir notieren eine Variante der geometrischen Form des Satzes von Hahn-Banach.

4.17 Satz. Sei V' ein normierter Vektorraum und A,C' C V' konveze, disjunkte nicht-
leere Teilmengen von V. Ferner sei A abgeschlossen und C' kompakt. Dann gibt es eine
abgeschlossene Hyperebene, die A und C' strikt trennt.

BEWEIS : Fiir ¢ > 0 setzen wir A, = A+ B.(0),C. = C + B.(0). Offensichtlich
sind A., C. offen, konvex und nichtleer. Falls ¢ > 0 klein genug gewahlt wurde gilt
auch A, N C. = (. Falls dies nicht gelten wiirde, gibe es ¢, \ 0,2, € A,y, € C,
|Tn — ynl| < 2e,. Da C kompakt ist gibt es eine Teilfolge A C N,y, -y € AN B,
n — oo,n € A. Dies ist aber ein Widerspruch.

Satz 4.11 liefert die Existenz einer A. und C. trennenden, abgeschlossenen Hyperebe-
ne, d.h. es gibt ein f € V* und o € R mit

flx+ez) <a< fly+ez), Ve e A,y e C,z € B(0).
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Somit gilt, da sowohl z als auch —z gewahlt werden koénnen
fl)+elfl<a<fly)—cellfll, VeeAyed,

d.h. A und C sind strikt getrennt. n

e Die analytische Form des Satzes von Hahn-Banach lasst sich mit Hilfe der geometri-
schen Form beweisen - siehe K&the, Topologische lineare Raume, Kap. 17.2. Der Satz
ist dort noch erheblich allgemeiner dargestellt.

Eine Reihe von Sétzen iiber Hilbertrdume - z.B. {iber die normale Losbarkeit linearer
Gleichungen - lasst sich - abgeédndert - auf Banach-Rdume B iibertragen, wenn man
mit dem Raumpaar B, B* und der Wirkung (f, u) eines Elementes f € B* auf u € B
anstelle des Skalarproduktes arbeitet. Hierfiir (und fiir vieles andere) sind die an-
schliessenden Folgerungen aus dem Satz von Hahn-Banach wichtig.

Wir erinnern an die Definition || f||y+ = sup |(f, u)|

lullvy <
1

u eV

4.18 Lemma. Sei V' ein normierter Raum und W C V' ein linearer Teilraum. Jedes
lineare, stetige Funktional ¢ € W* ldsst sich zu einem linearen, stetigen Funktional
f eV fortsetzen, so dass

£ llv- < llellw- -

BEWEIS : Man wendet Satz 4.1 mit p(z) = ||¢|lw+

x| an. n

4.19 Lemma. Sei V' ein normierter Vektorraum. Zu jedem v € V' existiert ein f € V*
mit || fllv- = llully und (f,u) = [Jull}.

BEWEIS : Man wendet Lemma 4.18 mit W = (u) und ¢(tu) = ¢ ||ul|* an. Es gilt
dann

lollw= = sup L[] full* [ [lllull < 1} = [lu]-

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung f € V* von ¢ mit
11 < lull. Da flw = ¢ gilt

(f,u) = [lul®
und somit
sup |(f,v)] = [lull,
llvlI<1
denn
(fs0) < NSl < flulllo]l-
und fiir v = L| wird die Gleichheit angenommen. ]

l[ul

4.20 Lemma. Sei V' normierter Vektorraum und w € V. Aus (f,u) = 0 fir alle
feVv* folgt u=0.

BEWEIS : Man wihle das in Lemma 4.19 konstruierte f und erhilt 0 = (f, u) = |Ju|*.
]
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e Das Element f in Lemma 4.19 muss nicht eindeutig sein. Dies gilt nur, wenn die
Norm in V* strikt konvex ist, d.h. fiir jedes Paar f; # fo € V* || f1]| = || f2]| = 1 gilt

ltfi+(1—1t)fo <1, 0<t<l.

Die Abbildung, die jedem u € V die Menge der Elemente f zuordnet, so dass die
Aussagen von Lemma 4.19 gelten, nennt man die Dualitédtsabbildung.
Nach Definition von || f||v+, f € V*, gilt

I.f1

nach Lemma 4.19 hingegen gilt

ve = sup { [(fu)] | Jull < LueV}, (4.21)

lull = max{[(f, )| | [flv- <1, feV}, (4.22)

denn es gibt ein fo € V* mit || fy]
realisiert das Maximum in (4.22).
Man kann beweisen, dass auch das ,sup“ in (4.21) genau dann angenommen wird,
wenn der Raum reflexiv ist.

ve = llull, (fo,u) = ||u||*. Das Element |u|~*fo

3.5 Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach in
der konvexen Analysis

Konjugiert-konvexe Funktionen
Im Folgenden sei V' ein normierter Raum. Wie {iblich, verabreden wir: Die Funktion
g:V —=RU{o0}
heiflt konvex, wenn
gtz + (1 —1t)y) <tg(z) + (1 —1)g(y) fir alle z,y € V,0 <t < 1.

Hierbei ist a + 0o = 0o gesetzt. Die Menge aller x € V' mit g(z) < oo bezeichnen wir
mit D(g). Es ist klar, dass D(g) konvex ist.

5.1 Definition. Die Funktion g : D(g) — RU{oo} heifit unterhalbstetig, wenn fiir
alle konvergenten Folgen (x,,) aus V mit x,, — x die Ungleichung

g9(z) < liminfg(x,)

gilt.

5.2 Definition. Der Epigraph einer konveren Funktion g : V — R U {oo} ist die
Menge
epi(g) = {(z,A) € V xR | g(z) < A}.
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y
A
epi(9)

/ g(x)

Y

D(9)

5.3 Lemma. g ist genau dann unterhalbstetig, wenn der Epigraph von g abgeschlossen
181.
BEWEIS : Ubungsaufgabe. ]

e Wenn g konvex ist, ist auch epi(g) konvex; die Umkehrung ist ebenfalls richtig.
(Ubungsaufgabe)

5.4 Definition. Sei g : V. — R U {oo} und g # oo, d.h. D(g) # 0. Die duale
Funktion g* : V* — R U {oco} ist definiert durch

g (f) =sup {{f,u) —g(w)}, feV*.

ueVv

e Es ist klar, dass g* konvezr ist, selbst wenn ¢ nicht konvex sein sollte.

Beispiel: V =R, g(z) =1L

p

g"(§) = sup {ﬁx - %} :

zeR

Das Supremum z* = ¢g*(£) wird angenommen; es gilt dann & — |z*[P~1 sign 2* = 0 und
somit

* * | p— . * * ‘I*’p 1 *
g* (&) = |z*|P (sign 2*) z* — = — = | |z¥P.
(&) = lz""( ) p p ||

1

Wegen |z*| = [£|p—1 folgt

. e p
g(§)==- mitg=—-.
q p—1
5.5 Lemma. Sei V' ein normierter Raum und g : V' — R U {oo} konvex, unterhalb-
stetig und g £ oo. Dann ist g* Z% oo.
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BEWEIS : Sei zyg € D(g) und Ay < g(xp). Wir wenden den Satz von Hahn-Banach in
der Formulierung von Satz 4.17 an. Als Grundraum wihlen wir V' x R, als abgeschlos-
sene, konvexe Menge A = epi(g) und C' = (xp, Ag). Nach der Definition von epi(g)
ist ANC = (). A ist konvex und abgeschlossen und C' kompakt, da letztere nur aus
einem Punkt besteht. Es gibt daher eine trennende abgeschlossene Hyperebene H, die
A und C strikt trennt. Die Hyperebene hat die Gestalt

H={(z,\) eV xR|(f,z) + kA =a}
mit einem f € V*, k€ R, a € R. Es gilt hierbei

(f,x) + kA >« V(z, \) € epi(g), (5.6)
<f, I0> + k?)\() < . (57)

Da (0, g(x0)) € epi(g) folgt
(f,@0) + kg(@o) > > (f, o) + kAo
Daraus folgt & > 0. Aus (5.6) folgt mit A\ = g(z)

(=#fiw)—g9l@) < =%, weDly),

und damit
g (—3f) s —f <00
]
Die biduale konvexe Funktion zu g hat die Gestalt g**(z) = sup {(f,z) —¢*(f)}.
fevr
Hierbei ist o« — oo = —o0 gesetzt.

5.8 Satz. Sei V' ein normierter Raum und g : V — R U {oo} konvex, unterhalbstetig
und g # oo. Dann gilt g** = g.

BEWEIS : (i) Sei zunéchst ¢ > 0 und ¢*(f) < oo (nur solche f sind fiir g** rele-
vant). Da g(z) + ¢*(f) > (f, z) folgt g(x) > (f,z) — ¢*(f) und durch Ubergang zum
Supremum?

g9(x) = g™ ().

Angenommen, es wiirde g** # g gelten. Dann gébe es ein zy mit

9" (w0) < g(x0) - (5.9)

(9(xg) = oo ist zugelassen, aber dann beinhaltet die Widerspruchsannahme
g (xp) < 00.) Wir wenden den Satz von Hahn-Banach an und trennen die Menge
epi(g) und den Punkt (zg, g** (o)), denn wegen (5.9) liegt (g, g** (o)) nicht in epi(g).
Ahnlich wie beim Beweis des letzten Lemmas erhélt man dann ein f € V* und k € R
sowie o € R mit

(f,x) + kA >« V(z, A) € epi(g), (5.10)
(f,20) + kg™ (z0) <ar. (5.11)

!Dies gilt auch ohne die Voraussetzung g > 0.
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Lasst man in (5.10) A gegen oo gehen, folgt & > 0. Aus (5.10) schliet man mit
A=g(z) >0, fire >0

(f;x) + (k+e)g(x) > a, z € D(g),
und damit
<_ka+57 {E>—g($)<—ki+€’

und durch Ubergang zum Supremum in

(= fez) < %
Weiterhin folgt nach Definition von g**(zo)

9" (o) 2 (= friz: 70) — 9" ( = f2)
2<_ka+57 $0>+ki+a,

und somit
(fyxo) + (k+¢)g™(x0) > .

Der Grenziibergang ¢ — 0 fithrt zu einem Widerspruch mit (5.11). Dies war der Fall
g = 0.
(77) Den allgemeinen Fall erhélt man durch Abéndern von g mit einem fo € D(g*)

g(x) = g(x) = (fo,x) + g"(fo) 2 0.

Fiir g weil man, dass g** = g. Es gilt

g'(f) =sup {{f.2) ~5(x)}
= ilel‘lﬂ/) {(f + fo,z) — g(z) — 9*(f0)}

=g (f+ fo) — 9" (fo)
g7 (x) = sup {(f + fo,z) — g"(f + fo)} + g"(fo) — (fo,2)

feve
= ;u£{<f’ z) = g" ()} = {fo, ) + 9" (o)
=g () = (fo, ) + 9" (fo)
Daraus folgt g(z) = ¢**(x). L

Orlicz-Raume

5.12 Definition. Es sei g : Ry — Ry eine nichtnegative, konvere Funktion und
Q C R” messbar. Mit L, (Orliczklasse) bezeichnen wir die Menge aller messbaren
Funktionen f: Q — R mat

G(f) = / 9(1f(x)]) dz < 0o

Q



138 Allgemeine lineare Funktionalanalysis

e Die Lebesgue-Raume LP,1 < p < oo, sind Spezialfille der Orliczklassen ng. Man
setzt g(t) = ctP, mit einer beliebigen positiven Konstanten c. Weitere Beispiele von
Orliczklassen sind durch die Funktionen

gi(t) =tn"t,

go(t) = (14+t)In(1+1¢) —t,
g3(t) =e —t—1,

ga(t) = e’ —1

gegeben. Die ersten beiden Funktionen g, go werden oft benutzt um den Raum L!
zu ersetzen und die Funktionen g3, g4 um den Raum L*° zu ersetzen. Beide Réaume
L', L™ sind Ausnahmefille innerhalb der Lebesgue-Raume LP.

5.13 Definition. Wir sagen, dass g eine Young-Funktion ist, falls

Die Funktion v : RS — RY hat die Eigenschaften
(1) 7(0) =0,
(ii) ~v(s) >0, firs >0,
(1ii) ~y ist rechtsseitig stetig fiir alle s > 0,
(iv) 7y ist nichtfallend auf (0,00),
(v) Sllrglov(s) = 0.

5.14 Lemma. Fine Young-Funktion g ist stetig, nichtnegativ, strikt wachsend und
konvex auf [0, 00). Dariiber hinaus gilt:

9(0) = 0, lim g(t) = .

lim 44 = lim 22 = oo

t—o+ * ’ t—oo Ut ’
glat) < ag(t), a€l0,1],t>0,

g(Bt) > By(t), f>1,t>0.

BEWEIS : Ubungsaufgabe [

e Mit Hilfe von Lemma 5.14 kann man zeigen, dass
Ly() € LY(9),

falls g eine Young-Funktion ist und €2 ein beschrinktes Gebiet.
e In den obigen Beispielen ist ¢g; keine Young-Funktion.
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5.15 Definition. Sei g eine Young-Funktion. Der Orlicz-Raum L, ist die Menge
aller Aquivalenzklassen [f] von Funktionen f, fir die

1£1ly = sup { [e@r@) ] 6 < 1} <
Q

gilt. Hierbei ist [f] die Klasse aller Funktionen, die sich von f nur auf einer Menge
vom Mass Null unterscheiden, und G* ist die durch G*(¢) = [, g*(Je(x)|) dz gege-
bene Funktion, wobei g* die duale, konvere Funktion zu der durch Null auf (—oc,0)
fortgesetzten Funktion g ist. Die Grifie || f||, nennt man die Orlicz-Norm von f zur
Funktion g.

Es gilt folgende Erweiterung der Young-Ungleichung:
5.16 Lemma. Fir alle u,v € [0,00) gilt:
uv < g(u) +g*(v)
wobei g eine Young-Funktion ist, und g* die zu g duale Funktion.

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die Holder-Ungleichung auf Orlicz-Raume erwei-
tern.

5.17 Lemma. Es sei g eine Young-Funktion und g* die zu g duale Funktion. Sei
u € Ly(Q) und v € Ly+(). Dann ist uv € L*(Q) und es gilt

/ ju] d < Jlul] o
Q

(5.18)

g* -

Der Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimierung

Die Funktionen F' : R" — R und g : R® — R seien stetig und konvex. Wir betrachten
die Optimierungsaufgabe. Gesucht ist * € R", so dass

F(z*) < F(x) fir alle 2z € R™ mit g(x) <0.
Man schreibt auch
F(z) = min!, g(x) <0, zeR". (5.19)

Die Menge M = {x € R" ! g(x) < 0} heifit zuldssige Menge (der Optimierungsauf-
gabe).

Ahnlich wie in der Theorie der Lagrange-Multiplikatoren fiir Extrema mit Neben-
bedingungen und differenzierbaren Funktionen l&sst sich ein entsprechender Satz fiir
konvexe, nicht differenzierbare Funktionen F' und ¢ herleiten. Dies geschieht - wenn
man will - iiber den Satz von Hahn-Banach.

Die Lagrange-Funktion zum Problem (5.19) lautet

L(z,\) = F(x)+ X g(x), reR", MeR™.

Fiir A > 0 (d.h. die Komponenten \; von A sind > 0) ist L(z, A) konvex in z.
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5.20 Definition. Ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L zu (5.19) ist ein Paar
¥, N € R x R™ mat A* > 0, und

L(z*,\) < L(z*, \*) < L(x, \") (5.21)
fir alle x € R™", e R™, A > 0.

Wir werden mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach unter einer Zusatzvoraussetzung an
M einen Sattelpunkt konstruieren. Der Zusammenhang mit der Optimierungsaufgabe
(5.19) ergibt sich durch den folgenden Satz:

5.22 Satz. Ist (z*,\*) ein Sattelpunkt von L, so ist x* eine Lisung der Aufgabe
(5.19). Sind iberdies F' und g differenzierbar, so gilt

V.F(z*) + Z A Vg(z*) =0. (5.23)
j=1

e Offensichtlich entspricht (5.23) der aus der Analysis unter anderen Voraussetzungen
bekannten Aussage zur Existenz von Lagrange-Multiplikatoren.

BEWEIS “ : Die Ungleichung (5.21) bedeutet
F™) +A-g(a") < Fa) + A" - g(a”) < F(z) + A" - g(z) (5.24)
fir A € R™, A > 0 und x € R”. Aus der ersten Ungleichung folgt
(A=X")-g(z") <0, A>0, XeR™.

Lésst man die Komponenten von A gegen 400 konvergieren, folgt g(z*) < 0, d.h.
x* € M, die Nebenbedingung ist fiir z* erfiillt. Da A* > 0, folgt

At-g(at) <0,
und setzt man in der ersten Ungleichung in (5.24) A = 0, folgt
F(a®) < Fz") + A" - g(a7),
also \* - g(z*) > 0. Damit folgt
A" -g(x*) =0. (5.25)
Aus der zweiten Ungleichung in (5.24) folgt dann
F(a®) < Fx) + A" - g(x) < F(z),

da A* >0, g(x) < 0. Der Punkt z* ist also tatséchlich Minimalstelle. "

2Der Satz von Hahn-Banach wird hier noch nicht verwendet.
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Die Beziehung (5.25) wird als besonderes Lemma festgehalten:

5.26 Lemma (,,Gleichgewichtssatz*). Sei (z*,\*) Sattelpunkt der Lagrange-
Funktion L von (5.19). Dann gilt

A" -g(x*) =0.

Die Bedingung (5.23) heisst auch ,dritte Kuhn-Tucker-Bedingung®, die Bedingung
(5.25) ,,zweite Kuhn-Tucker-Bedingung®. Die Nebenbedingung g(x) < 0 und die Vor-
zeichenrestriktion A > 0 nennt man die ,erste Kuhn-Tucker-Bedingung*.

Um zu einer Losung z* des Optimierungsproblems (5.19) ein A* € R™, \* > 0, zu
konstruieren, so dass (z*, \*) Sattelpunkt ist, benétigt man eine Zusatzbedingung, die
manchmal als Slater-Bedingung in den Optimierungsbiichern herumgeistert:

Es gibt einen ,inneren Punkt® der Menge M . (5.27)
Analytisch heifit dies: Es existiert o € R” mit g;(zo) <0, j=1,...,m.

5.28 Satz (Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimierung). Sei F' : R" — R
und g : R" — R™ konvex und stetig. Die Menge M = (g < 0) besitze einen inneren
Punkt, d.h. es gibt ein o mit g(xo) < 0. Dann ist ein Punkt x* € R™ genau dann
Lésung der Optimierungsaufgabe (5.19), wenn es ein A* € R™ \* > 0 gibt, so dass
(x*, \*) Sattelpunkt der Lagrange-Funktion L zu (5.19) ist.

BEWEIS : Die eine Richtung des Satzes ist bereits in Satz 5.22 festgehalten. Fiir die
Umkehrung miissen wir den Multiplikator \* konstruieren. Hierzu betrachten wir die
Mengen

A={y=Wo.-- - ym) ER™ 5o > F(x), y; > gj(x), j=1,....,m
fiir mindestens ein x € R"}

sowie
B:{y:(yo,...,ym) GRm+1|yO<F(:U*), y; <0, jzl,...,m}.

Die Mengen A und B sind konvex. (Fiir B ist dies offensichtlich, fiir A beachte man,
dass F' und g konvex sind.) Die Mengen A und B sind disjunkt, da es sonst ein
y € R™™ giibe mit F(z) < yo < F(z*), g;(z) < y; < 0 fiir ein z € R, so dass z*
nicht minimal wére. B ist offen ; A und B sind offensichtlich nicht leer. Damit lasst
sich der Satz von Hahn-Banach iiber die Trennung konvexer Mengen (Satz 4.11, vgl.
(4.16)) anwenden und es gibt u € R™" 1 # 0, so dass

Wy > -z firalley € A, z € B. (5.29)

Lésst man die Komponenten von z nach —oo konvergieren (beachte die Definition von
B), ergibt sich aus (5.29)
n>0.

Aus (5.29) folgt fiir y € A, z € B (Abschluss von B)

poy >z (5.30)
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Aus (5.30) ergibt sich mit

und

y=(F(x), g1(x),...,gm(z)) € A.

po F(x) + Z/,Lj gj(x) > po F ("), r € R™ (5.31)
j=1
Daraus entnimmt man o > 0. Andernfalls wire Y u; g;(z) > 0, x € R™, und insbe-
j=1
sondere .
> 1y gi(ae) > 0
j=1

mit dem Punkt zy aus der Slater-Bedingung g(z¢) < 0. Da p; > 0, ergébe sich ein
Widerspruch. Wir setzen

1
A = = (s s i) -
o (ks i)
Es gilt A* > 0, und wegen (5.31)
F(z)+ A\ - g(x) > F(z"), r €R". (5.32)

Wir setzen = = x* und erhalten A\* - g(z*) > 0, da z* zuléssig, gilt g(z*) < 0, somit
A* - g(2*) <0 und
A g(z™)=0. (5.33)

Aus (5.32) und (5.33) ergibt sich die eine der beiden Ungleichungen der Sattelpunkts-
bedingung
Fz)+ X -g(x) > F(z")+ X" - g(z¥).

Die weitere Ungleichung
F(x*)+ X*-g(x*) = F(z*) > F(z*) + X - g(2¥) .

ist trivial, da g(2*) < 0 und A > 0 verlangt ist. n

Alternativséitze fiir lineare Ungleichungssysteme
5.34 Satz. Sei A eine m x n-Matriz und b € R™. Entweder besitzt
Az =0, x>0 (5.35)

eine Losung x € R™, oder
ATy >0, b-y <0 (5.36)

besitzt eine Lisung y € R™.
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BEWEIS : (i) (5.35) und (5.36) konnen nicht gleichzeitig 16sbar sein, denn andernfalls
existierte x € R" und y € R™ mit

0>b-y=(Az)-y=a"-ATy>0.

(i) Ist (5.35) unldsbar, so liegt b nicht in dem von den Vektoren a(V)... o™ € R™
aufgespannten abgeschlossenen Kegel

K= {zn:gja@ & > 0}.
j=1
Es gibt dann auch eine abgeschlossene Kugel B.(b) um b, so dass
KnNB.(b) =10,
und fiir den von B.(b) aufgespannten Kegel

Kb:{ay| y € B.(b),a >0}

gilt
int K,NK =10.

Da K konvex und abgeschlossen, int K}, konvex und offen, lédsst sich der Satz von
Hahn-Banach (Satz 4.11) anwenden. Es gibt daher eine Hyperebene, welche K und
int K, trennt, d.h. es existiert a € R™, a # 0 mit (vgl. (4.16))
a-y<a-z, yeK, zeintk,. (5.37)
Day=0¢€ K und b € int K, folgt
a-b>0. (5.38)

Da 0 € int K, = K, folgt
insbesondere

Dies bedeutet
ATa <0. (5.39)

Mit —a = y ergibt sich aus (5.38) und (5.39)
ATy > 07 Y- b< Oa

d.h. eine Losung von (5.36). "
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3.6 Adjungierte lineare Operatoren in Banach-
Raumen

Es seien E und F' Banachrdume. Wir betrachten nicht notwendig beschrénkte, lineare
Operatoren A : D(A) — F mit einem in £ dichten linearen Unterraum D(A). Wie
in der internationalen Literatur iiblich, wollen wir den Bildbereich von A mit R(A)
bezeichnen:

der Kern ist definiert durch
N(A) :={z € D(A)| Az =0}.

Der Vektorraum der beschrankten, linearen Funktionale auf E bzw. F wird wieder
mit £* bzw. F™* bezeichnet.

6.1 Definition. Sei A : D(A) C E — F ein linearer Operator und sei D(A) ein
dichter linearer Unterraum von E. Sei

D(A*) = {v € F*

de >0, so dass |(v, Au)| < c||u|| fir alle w € D(A)}.

Ist nun v € D(A*), so definiert p(u) = (v, Au) ein beschrdnktes lineares Funk-
tional auf D(A), welches durch Abschluss auf ganz E zu einem Element f € E*
fortgesetzt werden kann:

(fiu) =o(u) = (v,Au)  ue D(A).
Man definiert den adjungierten Operator A*: D(A*) C F* — E* durch
A*v = f.

Es ist klar, dass f eindeutig ist, denn aus (f,u) = (f, u) = p(u) fir u € D(A) folgt
f=f,dawudicht in F ist und f, f stetig sind. Ebenso ist die Linearitéit von A* und
D(A*) Klar.

Fiir das Paar A, A* gelten dhnliche Alternativsitze zur Losbarkeit der Gleichung
Au = f wie im Fall des Hilbertraumes. Wir behandeln sogar nicht notwendig
beschréinkte, jedoch wenigstens abgeschlossene lineare Operatoren A. Fiir die meisten
Anwendungen reicht dies aus. Wir bereiten dies durch einen Satz und ein Lemma
vor. Hierfiir benétigen wir die folgende Definitionen:

6.2 Definition. Sei A: D(A) C E — F linear und sei D(A) dicht in E. Dann heifit
A abgeschlossen, wenn der Graph

G(A) = {(v, Av) |v € D(A)}

abgeschlossen in E X F' 1st.
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6.3 Definition. Sei B ein Banachraum. Das Orthogonalkomplement einer Menge
M C B ist die Menge

M+ :={feB*(f,m)=0 firalleme M}.
Das Biorthogonalkomplement M=t ist die Menge
M** ={ue B| (f,u) =0 fir alle f € M*}.

6.4 Satz. Sei B ein Banachraum und W C B ein linearer Teilraum. Dann gilt

W =W,

BEWEIS : Es ist klar, dass W C WL, denn ist w € W, so gilt (f,w) = 0 fiir alle
f € W+, Dies impliziert w € W=+, Ferner ist klar, dass W=+ abgeschlossen ist, da
M+ fiir jede Menge M abgeschlossen ist. In der Tat, wenn f; — f, f; € M*, folgt
0= (f;,m) — (f,m), d.h. f € M+, und entsprechend fiir M*++.

Da W C W+, gilt somit W C W+, Angenommen, W wire echt in W+ enthalten.
Dann gibt es ein zp € W+ mit zy ¢ W. Nach dem Satz von Hahn-Banach (Satz
4.17) gibt es eine abgeschlossene Hyperebene, die 2o und W trennt, d.h. es existiert
f € B* und o € R mit

(f,r) <a<(f o), reW.

Da W ein linearer Teilraum ist, folgt (f,x) = 0 fiir alle z € W, d.h. f € W' Da
andererseits o € W+t gilt dann (f, 29) = 0. Dies ist ein Widerspruch, und der Satz
ist bewiesen. -

6.5 Lemma. Sei A: D(A) C E — F linear, D(A) = E. Dann ist A* abgeschlossen,
d.h. der Graph G(A*) := {(v, A*v)| v € D(A*)} ist abgeschlossen in F* x E*.
BEWEIS : Sei v, — v, A*v, — f, v, € D(A*), in F* bzw. E*. Wir miissen zeigen,
dass
veDA) und Aw=f.
Es gilt aber:
(Un, Au) = (A%v,,u)y, u € D(A),
nach Grenziibergang n — oo
(v, Au) = (f,u),

woraus man v € D(A*) und A*v = f abliest. "

6.6 Satz. Sei A : D(A) C E — F abgeschlossen und linear mit D(A) = E. Dann
gilt:

(i) N(A*) =R(A)",
(i) N(A) = R(A*)",
(iii)  N(A*)* D R(A),
(iv) N(A)L D R(A*)
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BEWEIS : Ein genialer Trick, den man in dem Buch ,, Analyse fonctionelle* von Brezis
findet, macht den Beweis einfach: (i) Wir betrachten den Graphen

G=G(A) ={(u,Au) € Ex F|ue D(A)}

und den Raum L = E x {0} € E x F. Man beachte, dass G und L in F x F
abgeschlossen sind. Die Beweisidee besteht darin, (G + L)+ auszurechnen:
(G+L)* ={(u+v,Au) € Ex F| ue D(A), ve E}"
:{wAu )€ EX F|lue D(A), wEE}L
= ) € E* x F*| f*LAu,u € D(A)}
= {0} X R( )

Andererseits gilt ganz allgemein fiir die Summe zweier Radume

(G+L)-=G-nL*
denn

(G+L)y"={z+y|z€q, yGL} " z2)+(p5y) =0, z€G, yel}.

Setzt man z bzw. y = 0, erhélt man, dass das linear beschrankte Funktional ¢* sowohl
in G als auch in L* liegt. Umgekehrt erfiillen diese ¢* € G+ N Lt die verlangte
Orthogonalitiat zu z 4 y.

Wir erhalten somit

{0} x R(A)* =G*+n Ll
= {(e*, ") e E* x F*

(e*,uy + (f*, Au) = 0 und
(e, v) + (f*,0) =0, we D(A), veFE}

Falls aber (e*,v) + (f*,0) = 0 fiir alle v € E, folgt e* = 0, und die letzte Menge {...}
ist gleich der Menge

{(0,f*) € B* x F*| (f*,Au) =0, wue D(A)}

und damit gleich

{(0,/M] A

fr=0} ={0} x N(4").

Damit erhalten wir

R(A)" = N(A"), (6.7)
d.h. die Behauptung ist damit bewiesen.?

3Die folgende simple Uberlegung reicht nicht zum Nachweis von (6.7). Falls f = Au € R(A), folgt
fir f* € N(4%)
(5 ) =(f" Au) = (A" f*,u) = 0
d.h. R(A) LN (A*). Daraus folgt nur
N(A*) C R(A)*.

Es konnte ja noch andere Elemente aufierhalb von N(A*) geben, die orthogonal zu R(A) sind.
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(i¢) Wir betrachten den Ausdruck (G* + LL)l, G und L wie im Beweis fur (7).
Einerseits ist

(Gr+ILY) =GNt =anlL
= {(u, Au) |u € D(A)} N {(v,0) |v € E}
{uAu‘Au—O ue D(A)}
N(A) x {0},

da G und L abgeschlossen sind. Andererseits gelten

(6.8)

L+ ={(0,n*) € E* x F*

h* e F*},
G-+ Lt ={(e", f)+ (0,h") € E* x F*

(e",u) + (f*, Au) = 0,u € D(A),h* € F*}.
Da alle h* € F* zugelassen sind, folgt

GJ__I_LJ_ — {(6*

, zu e existiert f*, mit (e*,u) + (f*, Au) =0,u € D(A)}.

q)

Wenn fiir ein Paar (e*, f*) die Gleichung (e*,u) + (f*, Au) = 0 fiir alle u € D(A) gilt,
so ist f* € D(A*) und

(e + A" f* u) =0, u € D(A).
Daraus folgt e* = —A* f*. Umgekehrt impliziert die letzte Gleichung, dass
(e*,u) + (f*, Au) = 0.
Daraus folgt

GL —f-LL — {(—A*f*,g*)
= R(A") x ™.

(A), g € F*}

Anwendung der L-Operation ergibt
(G + LY)" = R(A™)*: x {0}.
Zusammen mit (6.8) folgt

N(A) x {0} = R(A*)* x {0}

und damit N(A) = R(A*)*.
(73i) Aus (i) folgt
N(A)" = R(A)—,

und nach Satz 6.5 gilt R(A)*+ = R(A) D R(A).

Ahnlich schliesst man fiir (w) n
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Wie im Fall des Hilbertraumes (vergleiche Kapitel 2, Folge 5.6) ldsst sich auch die
Aussage des vorigen Satzes verschérfen, wenn man die Abgeschlossenheit des Bildbe-
reiches R(A) fordert:

6.9 Satz. Sei A: D(A) C E — F abgeschlossen, linear und D(A) dicht in E, E und
F' Banachrdume. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
(i) R(A) ist abgeschlossen.

(1) R(A*) ist abgeschlossen.
(iii) R(A) = N(A*)*.
(iv) R(A*) = N(A)L.

e Die Behauptung (iii) lasst sich so lesen: Au = f ist genau dann lgsbar, wenn

(v, fy =0 fiir alle v € N(A").

BEWEIS : Wir begniigen uns damit, aus der Abgeschlossenheit von R(A) zu folgern,
dass R(A) = N(A*)!1 ist. Dies folgt einfach aus Satz 6.6, (i), durch Anwendung
von L, welches R(A)*+ = N(A*)* ergibt. Wenn R(A) abgeschlossen, ist R(A)* =
R(A), woraus (iii) folgt. Analog folgt aus (i7) die Behauptung (iv). Die fehlenden
Implikationen koénnen in Brezis: ,, Analyse fonctionelle“ gefunden werden. [

Beispiel: Sei I = [a, ] ein beschrianktes Intervall des R und E = LP(I), F = LP(I),
mit p € (1,00). Sei D(A) = H??(I) N Hy*(I). Offensichtlich ist D(A) dicht in L?
(beziiglich der LP-Norm). Der Operator A : D(A) — L” sei definiert durch

Au = —u" + cu

mit einer vorgegebenen L*®-Funktion c. Fiir u € H*?P und ¢ € L* ist cu € LP, so dass
der Storterm cu die Inklusion Au € LP nicht verfélscht.

Man {iberlegt sich leicht, dass der Graph von A abgeschlossen ist: Aus Au,, — f
in L”, u,, — u in LP folgert man leicht, dass u,, in H?*? konvergent ist. Wegen der
Vollstindigkeit von H?? folgt v € H*P und anschliessend Au,, — Au. Wir kénnen
damit aussagen, dass der Kern des adjungierten Operators orthogonal zu R(A) ist
und dass die Elemente N(A*) auch die einzigen sind, die zu R(A) orthogonal sind.
Wir wollen den Kern von A* bestimmen. Wir wissen, dass

A" D(AY) € LY(I) — LY(I), q= Ll ,
p —
abbildet und dass N(A*) aus allen Elementen g € L? besteht, fiir die
B
/g(—u” +cu)dt =0 fir alle uw € D(A).

«

Ahnlich wie im Hilbertraum schlieBt man damit zunéchst, dass g zweite verallgemei-
nerte Ableitungen hat und dass ¢” € L9, g = (p — 1)/p. Es folgt dann weiter

—¢"+cg=0 in (6.10)



3.7 Schwache Topologie und reflexive Raume 149

und
g(a) = g(B) =0. (6.11)

Der Kern von A* besteht also aus den Losungen des Randwertproblems (6.10), (6.11).
Weiter gilt: Ist das Randwertproblem

—u"+cu=felLr, ula) =a(f) =0 (6.12)

losbar, so muss f die Orthogonalitétsrelation (,,Paarung von (L%, LP)“)

B
/fgdx:()

erfiillen. Dass dies auch notwendig fiir die Losbarkeit von (6.12) ist, folgt aus Satz
6.9,(iii), wofiir man die Abgeschlossenheit von R(A) beweisen muss. Der Nachweis
geschieht dhnlich wie im Hilbertraum, indem A als Summe eines koerziven und eines
kompakten Operators geschrieben wird.

3.7 Schwache Topologie und reflexive Riume

Sei E/ ein Banachraum und E* sein Dualraum. Dann gibt es im Raum E* zwei ver-
schiedene schwache Konvergenzen fiir eine Folge (f,,) C E*, ndmlich

fo—f schwach in E*,
d.h. fiir alle g € E** gilt: (g, fn) g+ g — (9, f) g - und
fo = f * —schwach in E*,

d.h. fir alle z € E gilt: (f,,2)p+ g — (f, 2) B
Wir werden nun die dazugehérigen Topologien untersuchen und die Zusammenhénge
zwischen E** und F genauer beleuchten.

7.1 Konstruktion von Topologien. Sei X ein Vektorraum und seien (Y;);c; topo-
logische Raume. Fiir alle ¢ € I seien ¢; : X — Y; Abbildungen. Wir suchen die gribste
Topologie 7 auf X, so dafl alle ¢; stetig sind, d.h. die Topologie, die am wenigsten
offene Mengen enthilt. Seien w; C Y; offene Megen, dann sind notwendigerweise alle
¢; ' (w;) Elemente von .

Wir bezeichnen die Familie aller solcher Mengen mit (Uy)xea. Wir suchen nun das
kleinste Mengensystem 7, dafl (Uy)xea enthidlt und abgeschlossen bzgl. endlicher
Durchschnitte und beliebiger Vereinigungen ist. Dazu bilden wir zuerst alle mogli-
chen endlichen Durchschnitte von Mengen aus (Uy)aea, d.h. /\QFU A, ' € A, T endlich.

Dieses System bezeichnen wir mit ®. Danach bilden wir beliebige Vereinigungen von
Mengen aus ®. Dieses neue System sei F. Es ist klar, dafl F abgeschlolen bzgl. belie-
bigen Vereinigungen ist. Es ist nicht véllig offenschichtlich, daf§ F auch abgeschlossen
bzgl. endlicher Durchschnitte ist. Aber es gilt:
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7.2 Lemma. Das System F ist abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte.

BewErs : Ubungsaufgabe aus der Mengentheorie. [

Somit ist die gesuchte grébste Topologie 7 gegeben durch endliche Durchschnitte
von Mengen der Form ¢; *(w;),w; offen in Y;, und beliebigen Vereinigungen solcher
Mengen. In Termen von Umgebungen ausgedriickt heifit dies: sei z € X, dann ist
eine Umgebungsbasis von = bzgl. 7 gegeben durch endliche Durchschnitte der Form
;' (Vi), Vi Umgebung von ¢;(z;) in Y;.

Die Konvergenz von Folgen in der Topologie 7 ist vollstandig durch die Abbildungen
i, © € I charakterisiert.

7.3 Lemma. Sei (x,,) eine Folge in X. Die Folge x,, konvergiert gegen x € X bzgl. T
genau dann wenn ;(x,) — pi(x) fir allei € 1.

BEWEIS : Aus x, — x bzgl. 7 folgt sofort ¢;(x,) — ¢i(x), da alle ¢; bzgl. T stetig

sind. Umgekehrt, sei U eine Umgebung von z. Aufgrund der Konstruktion von 7

konnen wir annehmen, dafl U die Form U = 'ﬂjgai_ Y(V;),J c I, J endlich, V; Umgebung
(S

von @;(z) in Y;. Fiir alle ¢ € J existiert N; mit o;(z,) € V; fir alle n > N;. Sei
N = max N;. Dann ist z,, € U fiir alle n > N. n

Wir wenden diese allgemeine Konstruktion nun in verschiedenen Situationen an.
Sei E ein Banachraum und sei f € E*. Wir definieren ¢y : £ — R durch

i) = (f )
und betrachten die Familie (¢y) jep-.

7.4 Definition. Sei E ein Banachraum und E* sein Dualraum. Die schwache To-
pologie T7(E, E*) ist die grobste Topologie bzgl. derer alle (¢y)sep- stetig sind. (Wir
setzten also X = E\Y; =R, I = E* in 7.1).

e Lemma 7.3 zeigt, dal die Konvergenz bzgl. der schwachen Topologie 7(E, E*) und
die schwache Konvergenz im Sinne von Definition 2.5 identisch sind.

7.5 Lemma. Sei xg € E. Eine Umgebungsbasis von xq bzgl. T(E, E*) ist durch die
Mengen der Form

V:{xEE‘ [(fi,x —xo)| <e,i€ J},
wobei J endlich ist, f; € E* und € > 0, gegeben.

BEWEIs : Folgt sofort aus der allgemeinen Charakterisierung der Umgebungsbasis
und dem Fakt, dafl in R die Mengen B.(y),e > 0, eine Umgebungsbasis von y sind. m

7.6 Satz. Fiir eine Folge (x,) C E gilt:

(i) x, — x schwach bzgl. T(E, E*) genau dann, wenn {f,x,) — (f,x) fir alle
feklr,

(i1) x, — x stark in E, dann gilt: ©, — = schwach in FE,
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(11i) x, — x schwach in E, dann ist die Folge (||z,||) beschrinkt und es gilt:
|z]| < liminf ||z, .
BEWEIs : (i) folgt aus Lemma 7.3, (ii) und (iii) werden wie im Hilbertraum bewiesen

(vergleiche Abschnitt 2.7). l

Auf dem Dualraum E* eines normierten Raumes kann man neben der starken Topo-
logie (gegeben durch die Norm in E* (vergleiche Definition 2.1)) und der schwachen
Topologie 7(E*, E**) noch die #-schwache Topologie 7(E*, E) definieren. Fir x € £
definieren wir ¢, : E* — R durch

pa(f) = (f, )
und betrachten die Familie (¢,).ep-

7.7 Definition. Die x-schwache Topologie 7(E*, E) auf den Dualraum E* eines
Banachraumes E ist die grobste Topologie bzgl. derer alle (p)eep stetig sind. (Wir
setzen X = E*)Y; =R, I =FE1in 7.1).

Vollig analog zu Lemma 7.5 und Satz 7.6 beweist man.

7.8 Lemma. Sei fy € E*. Eine Umgebungsbasis von fo bzgl. T(E*, E) ist durch
Mengen der Form

V={fekE”

(f = fo,z:)| <e,i€J},
wober J endlich ist, v; € E und € > 0, gegeben.

7.9 Satz. Fir eine Folge (f,) C E* gilt:

(i) fn = f *-schwach bzgl. T(E*, E) genau dann, wenn (f,,x) — (f,x) fir alle
r el

(ii) f, — f stark in E*, dann gilt: f, — f *-schwach in E*,
(i4i) fn — f *-schwach in E*, dann ist die Folge (|| f,||) beschrinkt und es gilt:

|11 < limin [ £,

Sei F ein Banachraum, E* sein Dualraum mit der Norm

/1

g = sup [(f,z)p gl
|zl g <1

und E** sein Bidualraum mit der Norm

e — Sup |<97f>E**,E*| .
£l g <1

g1
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Die kanonische Isometrie J : F — E** wird wie folgt definiert: sei z € E fest, die
Abbildung f +— (f,x) von E* nach R ist ein beschrinktes, lineares Funktional auf
E*, d.h. ein Element von E**, das mit Jx bezeichnet wird. Wir haben also

<J.1', f>E**,E* = <f7 m)E*,E‘ Va € Eaf S (71())

Es ist klar, da8 J linear und eine Isometrie ist, d.h. ||Jz|
In der Tat gilt:

g = ||z|| 5 fiir alle z € E.

[ Ja|| = sup |(J, )| = sup [(f,2)| =[]
lfl<1 lflI<1

aufgrund von (4.22). Allerdings ist J nicht notwendig surjektiv. Man kann aber im-
mer mit Hilfe von J den Raum F mit einem abgeschlossenen Unterraum von E**
identifizieren.

Beispiel: Wir haben gezeigt, da§ (L'(Q2))* = L* und (L>*(Q))* 2 L'(Q), d.h.
L) & (L1 ()™

7.11 Definition. Sei E ein Banachraum und sei J : E — E** die durch (7.10)
definierte kanonische Isometrie von E nach E**. Der Raum E heifit reflexiv, wenn
J(E) = E**, d.h. J ist surjektiv.

e Aufgrund der Definition von reflexiv und schwacher bzw. x-schwacher Konvergenz
erhélt man sofort, daff in reflexiven Banachrdumen schwache und x-schwache Konver-
genz iibereinstimmen.

7.12 Lemma. Sei E ein Banachraum. Dann gelten:
(i) Jeder abgeschlossene Unterraum von E ist reflexiv, falls E reflexiv ist.

(ii) Sei A : E — F ein Isomorphismus. Dann ist E reflexiv genau dann, wenn F
reflexiv ist.

(iii) E ist reflexiv genau dann, wenn E* reflexiv ist.
(iv) E* ist seperabel, dann ist auch E seperabel.

BEWEIS : (i) Sei G C E ein abgeschlossener Unterraum. Fiir ¢ € G** definieren wir
g € E** durch

(9, f) e = (9, fla)a=c+ feE". (7.13)

Wir zeigen, dass J;'g € G. Falls J;'§ € G gelten wiirde, giibe es nach Satz 4.17 ein
f € E*und € > 0 mit
(fru) > e+ (f, J5'3) =+ {g, fla), Yu € G. (7.14)

Da die rechte Seite der Ungleichung ein fester Wert ist und G ein Unterraum von
E ist, folgern wir sofort (f,u) = 0,u € G, d.h. f|g = 0. Dies wiederum in (7.14)
eingesetzt ergibt einen Widerspruch.
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Wir zeigen nun, dass Jg(J5'§) = g gilt. Sei f € G* und f € E* eine Fortsetzung nach
dem Satz von Hahn-Banach. Dann gilt (vgl. (7.13), (7.10)):

(9, o = (g, [la)ac = (G, [) e o
= <fa ‘]El.a)E*,E
=/, Jg Pera = (Jadg' g, [a=a

d.h. g = Jg(J5'§) und somit ist Jg surjektiv.
(17) Sei E reflexiv und g € F**. Dann ist durch

(h,u)pe g = (g,u o A_1>F**’F* , ue R*
ein h € E** definiert. Fiir alle v € F* gilt:

<g’ U>F**,F* =

d.h. g = JFAngh und somit ist Jp surjektiv.
(17i) Sei E reflexiv. Fiir alle ¢ € E** ist ¢ o Jp € E* und fiir alle g € E** gilt:

(0, 9)pre e = (9o Jp, J5 ' 9) v B
= (9,90 Jg)p b
Somit ist ¢ = Jg«(poJg), d.h. Jg- ist surjektiv. Sei umgekehrt E* reflexiv. Nach dem
gerade gezeigten ist E** reflexiv. Da Jg(F) ein abgeschlossener Teilraum von E** ist

ist nach (i) Jg(F) reflexiv und nach (ii) ist also E reflexiv.
(iv) Sei {f, |n € N} dicht in E*. Wir wéhlen u, € E mit |[u,| = 1 und

[l > 5 15l

Wir setzen G = span{u, | n € N} und wollen zeigen, dass G = E. Sei ug € E\ G mit
|lug|| = 1. Nach dem Satz von Hahn-Banach (Satz 4.17) existiert ein f € E* mit

(fruo) >0+ (f,u), ueG. (7.15)

Da G ein abgeschlossener Unterraum ist, ist f|g = 0. Es gilt:

]
> SNl 2 5 (U= e = 1)

N}

und somit

A< 31fn = £ -
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Dies und (7.15) implizieren

eo < |[(fyun) < IfII<3Mfn=fll—=0  (n—o00),

was ein Widerspruch ist. [

Nun koénnen wir den Hauptsatz iiber reflexive Rdume beweisen.

7.16 Satz. Sei E ein reflexiver Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheits-
kugel in E
By ={ue B| |u] <1}

schwach folgenkompakt.

BEWEIS : Sei (u,) eine Folge aus Bg und sei

G = span{u, | n € N} .

Nach Lemma 7.12 ist auch G reflexiv und natiirlich separabel. Somit ist auch
Jg(G) = G** separabel und also auch G* (Lemma 7.12 (iv)). Wir kénnen also Satz
2.6 auf G* und die Folge (Jou,) € G** anwenden. Es gibt also ein Element g € G**,
so dass fiir eine Teilfolge

Jatn — g in G** .

Fiir u = ngg und alle f € G* gilt:

(f, Un>G*,G = <JGunaf>G**,G* - <g7f>G**,G* = ([ U)G*,G-

Da fiir beliebige F' € E* die Restriktion f = F|g ein Element von G* ist, folgt somit
auch

<F’un> = <f’un> - <f’u> = <F7u>
d.h. u,, — u schwach in F. m
Beispiel: (i) Jeder Hilbertraum ist reflexiv, da H* = H und somit H** = H* = H.
(ii) Die Lebesgue-Rume LP,1 < p < oo, sind reflexiv, da (LP)* = L¥ | mit p' = p%l

und somit

(L = () =1,

(iii) Die Sobolevraume H™P,m € N,1 < p < oo sind reflexiv.
(iv) L' und L*> sowie C°(Q) sind nicht reflexiv.

Man kann zeigen, dass die Bedingung aus Satz 7.16 auch hinreichend fiir die Reflexi-
vitat eines Banachraumes ist. Es gilt:

7.17 Satz. Sei E ein Banachraum. Dann ist E reflexiv ganau dann, wenn die abge-
schlossene Einheitskugel in E bzgl. der starken Topologie

By={ucE| ul <1}

kompakt bzgl. der schwachen Topologie T(E, E*) ist.
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3.8 Konvexitit und schwache Topologie

Aus der Hilbertraum-Theorie kennen wir den Satz von Banach-Saks, der besagt, dass
man aus den Elementen einer schwach konvergenten Folge stark konvergente konvexe
Linearkombinationen (ndmlich arithmethische) mit dem gleichen Limes bilden kann.
Unter anderem konnte man damit beweisen, dass der Begriff ,,abgeschlossen und kon-
vex“ unabhéngig davon ist, ob die starke oder die schwache Topologie verwendet wird.
Diese Aussagen bilden ein sehr allgemeines Prinzip in der Funktionalanalysis, welches
sogar in lokalkonvexen Ridumen gilt. Wir beschrdnken uns hier aber auf die starke und
schwache Topologie in Banachridumen. Im Folgenden sei also B ein Banachraum und
B* sein Dualraum.

8.1 Satz. Eine konvexe Menge C eines Banachraumes B ist genau dann bzgl. der
starken Topologie abgeschlossen, wenn sie bzgl. der schwachen Topologie abgeschlossen
15t.

BEWEIS : Die Richtung
,C' ist schwach abgeschlossen =, C' ist stark abgeschlossen®

ist trivial, da die schwache Topologie grober ist als die starke (vgl. Satz 7.6 (i7)). Sei
also C stark abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass das Komplement von C' beziiglich
der schwachen Topologie offen ist:

Sei xg ¢ C. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine 2y und C' strikt trennende
abgeschlossene Hyperebene, d.h. es existiert ein f € B* und ein o € R mit

(f,z0) <a<(fy), yeC.

Die Menge (vgl. Lemma 7.5)
V={z e B|{(fz)<a}

ist aber eine beziiglich der schwachen Topologie offene Menge, somit eine offene, mit
C disjunkte Umgebung von xy. Damit ist C' abgeschlossen beziiglich der schwachen
Topologie. ]

8.2 Folgerung (Satz von Mazur). Es sei (u,,), u, € B, m € N eine schwach
konvergente Folge in einem Banachraum B. Dann gibt es eine Folge (v;) von konvexen
Linearkombinationen

N

<.

Ci=1,mkj€N,Nj€N, (83)
k=1

Nj
Uj:zcl]cumkjv C]Z:ZO,
k=1

die stark gegen den schwachen Limes der u,, konvergiert.

BEwEIS : Wir bilden die Menge C' aller endlichen konvexen Linearkombinationen
von Elementen w,,. C' ist offensichtlich konvex, ebenso der Abschluss C beziiglich der
starken Topologie. Ist nun u,, — u schwach, so muss wegen Satz 8.1 u ebenfalls in C'
liegen. Nach Definition von C gibt es dann aber eine Folge von Elementen aus C, die
stark gegen u geht. Die Elemente aus C' haben aber gerade die Gestalt (8.3). ]
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8.4 Lemma. Jedes konveze, koerzive unterhalbstetige Funktional f auf einer abge-
schlossenen, konvexen Menge C' eines reflexiven Banachraumes besitzt ein Minimum.
Die Begriffe ,abgeschlossen und ,unterhalbstetig® sind beztiglich der starken Topolo-
gie gemeint.

BEWEIS @ Sei (uy,), u, € C Minimalfolge von f, d.h.
Flun) —inff  (m— o).

Aufgrund der Koerzivitdt von f muss die Folge (u,,) beschriankt sein. Dann gibt es
aufgrund von Satz 7.16 eine schwach konvergente Teilfolge (wm )men, Um — u, m € A,
und wegen Satz 8.1 gilt u € C. Ferner gibt es eine Folge (v;) von konvexen Linear-
kombinationen der w,,, die stark gegen u konvergieren. Wegen der Konvexitét folgt

N; N;
flvy) < k_lc,’;ﬂumkj) < ’;ci (inff+e) =inff+e.

(Die my; kénnen so gewéhlt werden, dass f(up,,) = iréff+e, le| < e, indem man m;;

geniigend grofl wihlt.) Da f unterhalbstetig ist und v; — u stark, gilt

f(u) <lim inf f(v;) < irclff—i—e.

J—0o0

Grenziibergang ¢ — 0 ergibt f(u) = ir(}f f, d.h. das Minimum wird angenommen. =
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