Kapitel 2

Das Prinzip der gleichméafligen
Beschranktheit

2.1 Der Satz von Banach-Steinhaus

1.1 Satz (Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum undY ein normier-
ter Vektorraum. Sei (A;)ier eine Familie beschrankter, linearer Abbildungen
von X nach'Y, die punktweise beschrinkt sind, d.h. fir alle x € X gilt:

sup || A;z]ly < oo. (1.2)
i€l

Dann sind die Operatornormen der A; gleichmdjig beschrankt, d.h.

sup ||A2’HL(X,Y) < Q. (13)
el

e Die Linearitét ist eine wichtige Voraussetzung , denn betrachte f,, : R — R

fulw) = {'QQF el =

n® furlz| >n
Fiir € R ist sup f,(r) < K(x) < oo und fiir |z] < K ist sup,, |f.(z)| < K?,
also ist sup @l n, aber supn = oo. Die Folge f, ist also punktweise,

ver |l neN
aber nicht gleichméflig beschréankt.

1.4 Satz (Baire). Sei (X,d) ein nichtleerer, vollstindiger metrischer Raum
und seien (Ax)ren abgeschlossene Mengen mit

UAk:X.

keN

Dann gibt es ein ko € N mit int Ay, # 0.
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BEWEIS : Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass fiir
alle k € N int A, = . Fiir alle offenen, nichtleeren Mengen U und fiir alle
k € Nist U\ Ay offen, denn U \ Ay = (X \ Ax) und nichtleer, denn
offen

sonst wire U = A, = intU = int A, = ) = U = (), ein Widerspruch.

Also gibt es ein € > 0 und ein z, so dass B:(z) C U\ Ay fiir e < 1. Induktiv
konstruieren wir also Mengen

U N
—~—

offen

1
ng(l‘k‘) - Bek_l (xk—l) \ Ay e < E

Fiir alle [ > kist x; € B, (x), also ist () ist Cauchyfolge, denn fiir n,l > k
gilt:
2
d(xp, 7)) < d(xp, ) + d(xg, 1) < Z
Da X vollsténdig ist, gibt es ein x € X, gegen das die Folge (z}) konvergiert.
Fir alle | > k ist x; € B, (vx) = x € B, (z) V k € N. Nach Konstruktion
ist Be, (vx) C Be,_, (wr—1)\ A, also ist AN B, (zx) = 0. Da aber x € B, (x)
ist VkeNx¢g Ag. Aber x € X = [ Ay, ein Widerspruch.

"
e Eine Menge M heifit nirgends dicht < int M = ().

1.5 Folgerung. FEine Vereinigung von abzdihlbar vielen nirgends dichten ab-
geschlossenen Mengen Ay, eines vollstindigen metrischen Raumes kann nicht
den ganzen Raum ergeben.

BEWEIS : Negation der Behauptung von Satz 1.4. ]

BEWEIS (Satz 1.1): Wir betrachten Mengen der Form
F.={zeX|Viel |Az| <n}.

Da A; stetig ist, sind die F,, abgeschlossen und | J F,, = X. Nach dem Satz
von Baire (Satz 1.4) gibt es dann einen Index ny, fiir den das Innere von £},
nicht leer ist. Also gibt es einen Punkt z, € F),, und einen Radius r > 0, so
dass

B,(xy) Cint F,,.

Also gilt fur alle z € B;(0) und fiir alle i € I:

[ Ai(zo +rz)| < no

Demzufolge gilt r||A;z|| < ||Ai(xo + 72)|| + [[Aizol] < no + ||Aizol|, und wir

erhalten )
Vze B0 undvie I : |4,z] < "o Aol
r
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Also || A;]| = sup ||Aiz|| < e(r, zo, no).
llzl<1
Also konnen wir auch das Supremum iiber alle ¢ bilden und bekommen

sup ||Ai||L(X,Y) < 0
el

e (1.3) ist dquivalent zu: 3K > 0Vie I :
[Aiz]| < K] (1.6)

1.7 Folgerung. Seien X,Y Banachrdume. Seien (Ay,)nen lineare, be-
schrinkte Operatoren von X nach Y, so dass fir x € X die Folge (Apx)nen
gegen ein Ax € Y konvergiert. Dann gilt:

(i) sup [[AnlLexy) < o0
neN

(i) Ae L(X,Y)
(it)) | A]|zcxy) < liminf |4,
BEWEIS :

(i) Fiir alle x € X konvergiert nach Voraussetzung die Folge (A, ), gegen
Az, also ist die Folge (A,x) beschriankt, d.h.

Vo € X : ||Apz| < K]z

Dann folgt mit Satz 1.1 (Banach-Steinhaus), dass die Folge (||A,l)
gleichméBig beschrinkt ist, d.h. sup ||A,|] < oo
neN

(ii) Fir alle z € X und fiir alle n € N ist |A,z| < K||z| also auch fiir
n — oo [|Az| < K||z||. Also ist A beschrénkt. A ist linear da die A,
linear sind.

(iii) Fir alle z € B1(0) gilt ||Anx| < ||Anlll|z]], also auch

liminf ||A,z|| <liminf||A,|| = ||A|| = sup ||Az| < liminf ||A,]]
Izl <1
n

1.8 Folgerung. Sei X ein Banachraum und M C X eine Teilmenge. Falls
fiir alle f € X* die Menge

fM) = \J(f.o)

zeM

in R beschrdankt ist, dann ist auch M beschrdnkt.
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BEWEILS : Wende Satz 1.1 an mit X = X* Y =R, [ = M.

Fiir alle x € M setzen wir A,(f) := (f, z). A, ist eine lineare und beschréankte

Abbildung von X* nach R, also ist auch fiir alle f € X* [ J{f,z) = J A.(f)

beschrénkt, d.h. sup |A,(f)] < co. Wir haben also gezeigt, dass die Abbil-
zeM

dung A, punktweise beschréinkt ist. Nun kénnen wir Satz 1.1 anwenden. Es
gibt also ein K > 0, so dass fiir alle f € X* und fiir alle x € M gilt:

[(f o) < K| f|

X*
Daraus folgern wir mithilfe von (1.11) aus Kapitel 1, dass fiir alle z € M gilt:

o] < K.

1.9 Folgerung. Se: X ein Banachraum und sei M* C X* eine Teilmenge.
Falls fiir alle x € X die Menge

(M7, z) == U (f, )

feMmx
i R beschrdankt ist, dann ist auch M* in X* beschrinkt.

BEWEIS : Analog wie beim Beweis von Folgerung 1.8 wollen wir Satz 1.1

anwenden mit X = X, Y =R, I = M"*.

Fir alle f € M* definieren wir Ay(z) := (f,z). Dies ist eine lineare und

beschréankte Abbildung von X nach R. Dann ist nach Voraussetzung fiir alle

x € X sup |Ap(x)] < K(z). Also kénnen wir mit Satz 1.1 folgern, dass es
feM+

ein K > 0 gibt, so dass fiir alle f € M* und fiir alle x € X:

(. @) < K|z x

Wenn wir also x € B;(0) wéhlen, folgt fiir alle f € M*:

/1

x+ = sup [{f,z)| < K
Jall<1

o Fiir X = R" gilt (R")*=R". Sei (ey) eine Basis von (R™)* (f, z) ~ ex-x =
k-te Komponente, d.h. komponentenweise Beschrinktheit = Beschranktheit
der Menge.
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2.2 Die Sitze von der offenen Abbildung und
vom abgeschlossenen Graphen

Ebenfalls eine Folge des Baireschen Kategoriensatzes ist der Satz von der
offenen Abbildung.

2.1 Definition. Fine Abbildung eines topologischen Raumes in einen ande-
ren heifit offen, wenn sie offene Mengen in offene Mengen diberfiihrt.

2.2 Satz (von der offenen Abbildung). Jede stetige, lineare, surjektive
Abbildung A : X — Y eines Banachraumes X in einen Banachraum Y ist

offen.

e Betrachten wir den Fall X =Y = R” mit der iiblichen Topologie. Stetige,
surjektive nichtlineare Abbildungen sind selbst hier nicht offen. Beispiel fiir
n=1:

0, fir |z <1,
flz)=4¢ z—1, fir x > 1,
x4+ 1, fir z < —1.
f
1
-1 1
-1

Offensichtlich ist f(U.(1)) nicht notwendig offen.

Der Fall X =Y = R" mit einer linearen, surjektiven Abbildung A ist ele-
mentar. Wenn A surjektiv ist, gilt det A > 0 und A~! existiert auf R". Da
A~! stetig, sind Urbilder offener Mengen offen, d.h. A ist offen.

BEWEIS (Satz 2.2): (i) Wir zeigen, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert mit
By. C AB; (2.3)

Hierbei ist B, = B,.(0) und AB; das Bild von B; unter der Abbildung A, der
Querstrich bedeutet den Abschluss der Menge.
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Um (2.3) zu beweisen, setzen wir F,, = nABj. Da A surjektiv ist, gilt |J F,, =
n=1
Y, und nach dem Satz von Baire (Satz 2.4) muss eines der F), eine Kugel

enthalten, d.h. int F},, # 0. Daraus folgt, dass auch int F; = int AB; # 0,
d.h. ¢ > 0 und yy € F mit

B4c(y0) C ABl .

Insbesondere ist yy € AB; und aus Symmetriegriinden —yy € AB;. Daraus
folgt

Bic(0) = —yo + Bu(yo) C ABy + AB; = 2AB; .

Daraus ergibt sich (2.3).
(ii) Wir zeigen, dass mit obigem ¢

B, C AB . (2.4)

Um (2.4) zu beweisen, miissen wir zu y € B, ein x € By mit Az = y finden.
Wegen (2.3) existiert zu jedem ¢ > 0 ein z € X mit ||z|| < § und ||[y—Az| <e,
denn

Yy < B, C ABl/g .

Wihlt man € = 7, hat man ein z; € X mit

1 c
<=z d — Az < <.
ol <5 wnd -y = Aa < S
Wir wiederholen das Spielchen mit y — Az; anstelle von y und wéhlen nun
e =% Day— Az € B,y C ABy4, finden wir ein 2o mit

Cc

1
loll <7 und - l(y — Az) = Azf < 7

4

Dieses Argument wird wiederholt, und wir erhalten eine Folge (z,) mit

Cc

1
2ol < = wund  |ly—A(z14+ 22+ ...+ 2,)| < TR

2n
Die Elemente x,, = 21+ 25 +. ..+ 2, bilden daher eine Cauchyfolge mit Limes

o0
z. Bs gilt ||z,]| < ||z1] + Y 5 und somit
j=2

o0

1 1 1
lel < llal+d 5 <5+ 5 =1
=2

=2
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Ferner gilt ||y — Az,|| — 0, und schlieBlich y — Az = 0. Das gewiinschte x
mit ||z]] < 1 ist damit konstruiert.

(iii) Sei U C X offen und sei y € AU. Dann gibt es ein xy € U mit y = Axy.
Da U offen ist gibt es ein € > 0 mit B.(x¢) C U und also gilt

Aber AB.(xg) = Az + €¢AB;, was mit Hilfe von (2.4) liefert AB.(xy) 2
Az + eB. = B..(Axg) = Bec(y), d.h. B..(y) C AU, d.h. AU ist offen. n

Aus dem Satz iiber die offene Abbildung folgt der Satz von der stetigen
Inversen, da die Stetigkeit einer Abbildung dquivalent dazu ist, dass Urbilder
offener Mengen offen sind.

2.5 Satz (von der stetigen Inversen). Es seien X und Y Banachriume
und A : X —'Y linear, stetig und bijektiv. Dann ist A~ stetig.

BEWEIS : Wir bezeichnen B := A™': Y — X. Sei U C X offen. Das Urbild
B~'U ist aber die Menge AU, da B™' = (A7')~! = A gilt. Aber nach Satz
2.2 ist die Abbildung A offen, d.h. AU ist offen. Somit ist auch B~1U offen,
d.h. B = A~ ist stetig. "

Eine weitere Folgerung ist die Aquivalenz von Normen.

2.6 Satz. Der Vektorraum B sei beziiglich der Normen || - ||o und || - |1
vollstindig. Es gelte ||ul||y < ||ullo fir allew € B. Dann gibt es eine Konstante
K, so dass

lullo < Klfully .

BEWEISs : Wir wenden Satz 2.5 an mit A = [ als identischer Abbildung. Der
Raum X bzw. Y sei der mit ||-||o bzw. ||-||; versehene Raum B. Als Abbildung
von X nach Y ist die identische Abbildung [ stetig, da ||z||y = |[{z|]1 < ||z||o
Nach Satz 2.5 ist daher die Inverse stetig; daraus folgt, dass ein K > 0
existiert mit

z]lo = |17 ]lo < K|z -

Eine weitere elegante Folge ist:

2.7 Satz (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X und Y Ba-
nachriume, A: X —'Y linear. Der Graph G(A) = {(x,Az) € X x Y} sei
abgeschlossen in X XY, das heifit aus (x,, Az,) — (z,y) in X x Y folgt
y = Ax. Dann ist A stetig.
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BEWEIS : Wir versehen X mit der Graphennorm
[ zllaea = llzllx + | Azly

Der Raum X versehen mit der Graphennorm ist ein Banachraum. In der
Tat, sei (z,) € X eine Cauchyfolge, beziiglich || - ||¢(4). Dann sind sowohl
(x,) € X als auch (Az,) C Y Cauchyfolgen und es gibt Elemente x € X
und y € Y mit x, — x und Az, — y. Da der Graph abgeschlossen ist,
folgt y = Az und somit konvergiert x,, beziiglich der Graphennorm gegen .
Weiter gilt

lzllx < l[zlloay

und Satz 2.6 liefert die Existenz einer Konstante K > 0, mit
[Az]| < [lz]l + [[Az]| = [lz]loea) < Kllz]),

d.h. A ist beschrankt.
n

2.8 Satz. Seien V,W abgeschlossene lineare Unterrdume des Banachraumes
X so, dass V + W abgeschlossen ist. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 so,
dass fir alle z € V+W eine Darstellung z = v+w existiert mitv € V, w € W
und

lolf <ellzll, llwll < clf]- (2.9)

BEWEIS : Wir versehen den Raum V' x W mit der Norm |[|(v, w)]| := ||v|| +
|lw]] und den Raum V+W C X mit der Norm von X. Dann definieren wir die
Abbildung A: VW — V+W : (v,w) — v+w. A ist offensichtlich linear
und surjektiv. Auflerdem ist A stetig, da A beschrinkt ist mit Konstante 1:

1A, w)l[ = Jlv+wl| < vl + [[w]] = [[ (v, w)[lvxw-

Dann folgt aus Satz 2.2 (Satz von der offenen Abbildung), dass A offen ist.
Im Beweis von Satz 2.2 haben wir die Ungleichung (2.4) bewiesen:

Jde>0: B.(0) C AB;(0),

d.h. fiir alle z € V + W mit ||z]| < ¢ gibt es ein v € V und ein w € W, so
dass gilt:

2 = A(w,w) = v+ w wobel [|(v, )] = Jol] + ] < 1.

Wir konnen nun skalieren, so dass die Aussage fiir alle z € V + W gilt. In der

Tat: z € V 4+ W = 15 € Be(0). Also gibt es ein o' € V und ein w’ € W
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mit
1+¢)|z
0+ < 1 nd s = of = 2= CEE Gy
———
Also gilt: '
[l + llwll = [loev'[| + [l
= a(|l'll + [lw'l)
I+e
< 1]
c

Dies gilt fiir € > 0, beliebig. = ||v]| + [lw| < 1||z||

]
Eine weitere iiberraschende Folgerung aus unseren Sétzen ist der Satz von
Hellinger-Toeplitz:

2.10 Satz. Sei H ein Hilbertraum und A : H — H linear und selbstadjun-
giert, d.h fir alle x,y € H gilt: (Ax,y)y = (x, Ay)p. Dann ist A beschrinkt.

BEWEIS : Wir versehen H mit der Graphen-Norm ||z||a = ||z + ||Az]|.
H ist beziiglich ||z||4 vollstandig! Gilt némlich ||z; — zx]la — 0, so folgt
|z; — zx|| — 0 und ||Az; — Axy|| < ¢ fiir j,k > ng(e). Hieraus schliefen wir
|(Az; — Az, )] < ¢ fiir alle ¢ mit ||¢]] < 1, j,k > ng(e). Aufgrund der
Vollsténdigkeit von (H, || .||) folgt die Existenz von x € H mit z; — x, und
es gilt (Azg, ) = (zg, Ap) — (x, Ap) = (Az, @) fiir k — oco. Weiter folgt

(Az; — Az, ) <e o] <1,

und somit
|Az; — Az|| <e  j>ng.

Da ||z|| < ||z]|a und H beziiglich beider Normen vollstindig ist, folgt aus
Satz 2.6 die Ungleichung
zlla < K |||

und
[Az| < (K = 1) [J=]].

2.3 Adjungierte lineare Operatoren in
Banach-Riumen

Wir wollen nun die Bildbereiche von linearen Operatoren in Banachrdumen
charakterisieren. Dazu ist es niitzlich einerseits Orthogonalitédtsrelationen in
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Banachrdumen zu betrachten als auch adjungierte Operatoren einzufiihren.
e Wenn A : R" — R” eine lineare Abbildung ist, ist A € R™*"™ und wir wollen
wissen wann das lineare Gleichungssystem Ax = b eine Losung besitzt.

(A]b) ~~ - (A, b)

o OO O
S OO~ %
S O = % %

O O % % %

S DO ¥ ¥ %

* % % % %
I

Az = bist 16sbar < by = bs = 0.

Dies kann man auch anders formulieren: Die transponierte Matrix AT hat
die Form

10000
. *x 1000
AT =1 %100
x* x x 00
x % % 00
Wir sehen sofort: ker(A”) = span{(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} und es gilt:
Az = b ist 1osbar < Vy € ker(AT) gilt
(y,0) =0

3.1 Definition. Sei X ein Banachraum. Das Orthogonalkomplement
einer Menge M C X 1ist die Menge

L::{fGX*

(fym) =0 firalleme M} C X*.

Analog definiert man fir Mengen N C X* das Prdorthogonalkomple-
ment durch

={z e X| (f,x) =0 firalle fE N} C X.

Man nennt die Menge M+ = (M*)t auch das Biorthogonalkomple-
ment von M.

o s ist klar, dass M+ und N+ lineare Unterrdume sind.

3.2 Satz. Sei X ein Banachraum und W C X ein linearer Teilraum. Dann
qilt

W =w.
SerY C X* ein linearer Teilraum. Dann gilt

yHov.
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BEWEIS : Es ist klar, dass W C W+, denn ist w € W, so gilt (f,w) = 0
fir alle f € W+, Dies impliziert w € WL, Ferner ist klar, dass W+t
abgeschlossen ist, da M* fiir jede Menge M abgeschlossen ist. In der Tat,
wenn f; — f, f; € M+, folgt 0 = (f;,m) — (f,m), d.h. f € M+, und
entsprechend fiir M+t

Da W c WL, gilt somit W C W+, Angenommen, W wire echt in W+t
enthalten. Dann gibt es ein 2y € W+t mit 2y ¢ W. Nach dem Satz von
Hahn-Banach (Satz 2.11) gibt es eine abgeschlossene Hyperebene, die zy und
W trennt, d.h. es existiert f € X* und o € R mit

<f,$><06<<f,$0>, ZEGW.

Da W C X ein linearer Teilraum ist, folgt (f,z) = 0 fiir alle z € W

(man ersetze x durch Az, A — oo ), d.h. f € W C X*. Da andererseits
g € Wt C X, gilt dann (f,z0) = 0. Dies ist ein Widerspruch und die 1.
Behauptung ist bewiesen. Analog beweist man Y C Y++ und dass Y+ ab-
geschlossen ist. Daraus folgt die 2. Behauptung und der Satz ist bewiesen. m

e In der zweiten Behauptung des Satzes gilt keine Gleichheit, denn wenn wir
den Beweis analog durchfiihren wollten, erhielten wir:

Annahme: Y ; Y++ C X*. Dann gibt es ein fy € Y+ \7 C X*. Nach dem
Satz von Hahn-Banach gibt es dann ein ¢ € X** :

o(f) <a<e(fo) V[feV.

Dann folgt mit den gleichen Argumenten wie im ersten Teil, dass

V f €Y ¢(f) = 0. Aber daraus kénnen wir nicht folgern, dass ¢ € v C X,
da ¢ € X* d.h. wir kénnen die Annahme nicht zum Widerspruch fiithren.

e Rettung: Vo € V** J zp € X:
p(f) = {f;0)

Diese Aussage ist richtig fiir reflexive Banachridume.

e Wir haben folgende Inklusionen:

WCX W+ C X+ Wt C X
Y C X* vyitcx y+ C x*

e Insbesondere haben wir bewiesen, dass fiir W C X und Y C X* die linearen
Teilrdume W+ und Y+ immer abgeschlossen sind.

3.3 Satz. Seien V, W abgeschlossene, lineare Teilrdume des Banachraumes
X. Dann gilt:
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i) VvnWw = V++wh+
(i) VEnW+ =V + W)t
BEWEIS :

(i) 7C” Seiz € VNW und
fEVE4+WE={feX*|f=v+uw, v eV w €W},
dann ist (f,z) = (v*,z) + (w*,x) = 0+ 0.
” D7 Offensichtlich ist V+ C V4 + W+, also ist auch (V+ + W)+ C

Ve

Allgemeiner gilt: Y Banachraum, U; C U; C Y, dann folgt U2L -
Ui, denn:

feU = (fa)=0Y2elUy DU = (f,a) =0Vz €U,

= feUi.

Also haben wir gezeigt, dass (V+ + W)t C V1t Setz3.2 {,

(i) "€ feVinw+
=VzeVgl (fio)=0undVyeW (f,y) =0
= fe(V+W)h
"D" Sei f € (V+W)L. Also gilt fiirallexz € V+W mit x = v+w, v €

ViweW : (fuv+w)=0,

aber VCV +W = (f,v+0)=(f,v) =0
WCV+W=(f,0+w)=(f,w) =0

= feVvinwt

3.4 Folgerung. Seien V, W abgeschlossene, lineare Teilrdume des Banach-
raumes X . Dann gilt:

i) Vnw)tovi+wd,
i) (VENWHE =V +W.
BEWEIS :
(1) Vw3 (vt byt
S (VAW = (VE 4w TS T T

(i) ViAWt S (v 4wyt
= VinwhHt =WV +w)t

1 Satz 3.2

V+W



2.3. ADJUNGIERTE LINEARE OPERATOREN 49

3.5 Satz. Seien V, W abgeschlossene, lineare Teilrdume des Banachraumes
X. Dann sind dquivalent:

(ii

(i) V + W ist abgeschlossen in X,

VL 4+ W+ ist abgeschlossen in X*,

(iii) V+W = (Vinwh)t,

)
)
)
)

(iv) VE4+ WL =V )t

BEWEIS :

(i) = (iii) Folgerung 3.4 (ii)

(iii)

(iv)
(i)

=
=

(ii

)
)
)

= (i) M* ist abgeschlossen

M+ ist abgeschlossen

(iv) Satz 3.3 (i) besagt, dass VN W = (VL + W)+ also ist (VNW)tL =

(VL 4 W)Lt 5“53'2 Vit

Nun miissen wir noch die umgekehrte Inklusion zeigen:

Sei f € (VNW)L. Wir definieren die Abbildung ¢ : V +W — R,
die jedem x € V + W, das also die Darstellung x = v + w mit v €
V, w € W hat, das Element ¢(z) := (f,v) zuordnet. Diese Abbildung
ist wohldefiniert, denn sei £ = vi +w; = Vo + Wy = V1 —Vy = We — Wy €
V N W. Dann ist (f,v; —ve) = 0 < (f,v1) = (f,v2). AuBlerdem ist ¢
linear (klar).

Aus Satz 2.8 folgt, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass es fiir allex € V 4+ W
eine Darstellung z = v +w mit v € V w € W gibt, so dass gilt:

[l + [Jw]l < cf|z]].
Also gilt auch

o(@)] = [{f; )l < [I£]

Da V + W C X konnen wir den Satz von Hahn-Banach anwenden, es
existiert also eine Fortsetzung ¢ € X*. f lasst sich dann schreiben als
f=((f—-9¢)—f,dh feV++Wt denn:

o (f_ga) < VJ_’ denn: <f—95,’0> = <fvv> - <95,’U> = <f,’U> - <f,2)> =0
mitveV CV+W

epc Wt dennVweW CV+W gilt (g, w) = p(w) = p(0+w) =0

vllx <ellfl

X xzllx =ee(V+W)
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(ii) = (i) sprengt den Rahmen (siche Brezis S.25)
n

Es seien X und Y DBanachrdume. Wir betrachten nicht notwendig
beschrénkte, lineare Operatoren A : D(A) — Y, wobei D(A) ein linearer
Unterraum von X ist. Wie in der internationalen Literatur iiblich, wollen
wir den Bildbereich von A mit R(A) bezeichnen:

R(A) :=A(D(A)) CY,
der Kern ist definiert durch
N(A) :={z € D(A)| Az =0}.

Der Vektorraum der beschrankten, linearen Funktionale auf X bzw. Y wird
wieder mit X* bzw. Y* bezeichnet.

3.6 Definition. Sei A: D(A) C X — Y ein linearer Operator und sei D(A)
ein dichter linearer Unterraum von X. Wir setzen

D(A*) :={veY"| J¢ =0, so dass |(v, Au)| < c|lu|| fir alle w € D(A)}.

Ist nun v € D(A*), so definiert o(u) = (v, Au) ein beschrdnktes linea-
res Funktional auf D(A), welches durch Abschluss auf ganz X zu einem
Element f € X* fortgesetzt werden kann:

(fru) =p(u) =(v,Au)  ue D(A).
Man definiert den adjungierten Operator A* : D(A*) CY* — X* durch
A v = f.

Es ist klar, dass f eindeutig ist, denn aus (f,u) = (f,u) = @(u) fir u € D(A)
folgt f = f, da w dicht in X ist und f, f stetig sind. Ebenso ist die Linearitit
von A* und D(A*) klar.

Auf Grund der Definition von A* haben wir

(A"v,u)x+ x = (v, Au)y~y Vu € D(A),Yv € D(A").

Wir behandeln die Losbarkeit der Gleichung Au = f oder anders gesagt die
Charakterisierung des Bildes von A fiir nicht notwendig beschrénkte, jedoch
wenigstens abgeschlossene lineare Operatoren A. Fiir die meisten Anwendun-
gen reicht dies aus.
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3.7 Definition. Sei A : D(A) C X — Y linear und sei D(A) dicht in X.
Dann heifst A abgeschlossen, wenn der Graph

G(A) == {(v, Av) | v € D(A)}
abgeschlossen in X XY 1ist.

e Im Allgemeinen ist D(A*) nicht dicht in Y*, selbst wenn A abgeschlossen
ist. Falls Y reflexiv ist kann man zeigen, dass D(A*) dicht in Y* ist.

3.8 Lemma. Sei A: D(A) C X — Y linear, D(A) = X. Dann ist A* abge-
schlossen, d.h. der Graph G(A*) := {(v, A*v)| v € D(A*)} ist abgeschlossen
in Y* x X*.
BEWEIS : Sei v, — v, A*v, — f, v, € D(A*), in Y* bzw. X*. Wir miissen
zeigen, dass
veDA) und Aw=f.
Es gilt aber:
(Un, Au) = (A%v,,u), u € D(A),

nach Grenziibergang n — oo
<U7 Au> = <f7 u> )

woraus man v € D(A*) und A*v = f abliest. n

e Sei A: D(A) € X — Y linear und D(A) ein dichter, linearer Teilraum.
Wir definieren die Abbildung:

J YT x X' = XTx Y (v at) - (=2t yT). (3.9)

3.10 Lemma. Sei A: D(A) C X — Y linear und D(A) = X. Dann gilt fir
die Graphen von A und A*

J(G(A)) = G(A)*.
o (f,g) e (X xY)*=X*xY* (z,y) € X xY, dann definieren wir

((f,9): (@,9) (xoxvoyxxv)y = (fr @) xx + (9 Y)vey
BEWEIS :  Es gilt:
(y*,2") e GIA") CY" x X*
sy e DAY & xf=A%Y
sy e DAY & (x%z)= (A" x)=(y",Az) VYV x € D(A)
sy eDA) & VeeDA): (—z"z)+ (v, Az) =0
& (—2*,y") € G(A)*
& J(y*, ") € G(A)*
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n
o = X xY E* = X* x Y*. Dann sind G := G(A) C E und
L := X x {0} C E jeweils lineare Teilrdume.

e Man kann R(A), R(A*), N(A) und N(A*) mithilfe von G und L aus-
driicken:
N(A) x {0} =GnNL, (3.11)

denn in der linken Menge sind die Elemente (x, Ax) mit z € D(A) und
Az = 0 und in der rechten Menge sind die Elemente (z,0) € G(A), d.h.
x € D(A) und 0 = Ax.

X x R(A) =G+ L, (3.12)

denn in der linken Mengen sind die Elemente der Form (z, Av) mit v € D(A)
und in der rechtem Menge sind die Elemente der Form (x, Az) + (w,0) mit
re€DA),weX,.

{0} x N(A*) =G+ n L+, (3.13)

denn in Gt sind die (z*,y*) mit 0 = (z*,z) + (y*, Azr) = (z*,z) +
(A*y* 2) ¥V 2 € D(A) und in L* sind die (z*,y*) mit 0 = (z*, 2) + (y*,0) =
(x*,z) also ist z* = 0. Daraus folgt y* € N(A*).

R(A") xY* =G+ + L+, (3.14)

denn in der linken Menge sind die (z*, z*) mit z* € X*, z* € Y* fiir die es ein
y* € D(A*) gibt mit 2* = A*y*, die Elemente haben also die Form (A*y*, z*)
mit y* € D(A*), z* € Y™,

In der rechten Menge sind die Elemente der Form (z*, y*) + (v*, w*).

(5%,4%) € G- & 0 = (a,2) + (47, Az) = (") + (A"y",2") ¥ & €
D(A) = x* = A*y*, y* € D(A")

(v, w*) € LT & (v, 2) + (w*,0) =0Vz € X = v* =0

Daraus folgt, dass sich die rechte Seite schreiben lasst als (A*y* y*) +
(0,w*) = (A*y*, y* + w*), y* € D(A*), w* € Y*.

3.15 Folgerung. Sei A : D(A) C X — Y abgeschlossen und linear mit
D(A) = X. Dann gilt:
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1) In (3.1 aben wir gezeigt, dass X = + und es ist
i) In (3.14) hab i igt, dass R(A*) x Y* =G+ + L+ und es i

| Satz3.3(i

G+ + LY "anr ™Y Na) x {0}

Andererseits ist
(R(A") x Y")" = R(A") x {0}
und daraus folgt die Behauptung.
(ii) In (3.12) haben wir gezeigt, dass X x R(A) = G + L. Aus

| Satz3.3(ii

(G+1L) Yot n ot 2 10y x N(AY)

und
(X x R(A)* = {0} x (R(A))*
folgt dann die Behauptung.
(iii) In (i) haben wir gezeigt, dass N(A) = R(A*)*, also ist

Satz 3.2

N(A)t = R(A*)L 2 R(AY.

(iv) In (ii) haben wir gezeigt, dass N(A*) = R(A)X = N(A*)*t =
R(A)J_J_ Saté:%‘Z m
"

Die Aussage des vorigen Satzes ldsst sich verschirfen, wenn man die Abge-
schlossenheit des Bildbereiches R(A) fordert:

3.16 Satz. Sei A: D(A) C X — Y abgeschlossen, linear und D(A) dicht in
X. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) R(A) ist abgeschlossen.

(ii) R(A*) ist abgeschlossen.
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(iii) R(A) = N(A")*.
(iv) R(A*) = N(A)*.
BeEwEIs : Mit Hilfe von (3.11) bis (3.14) gilt:

(i) R(A) und X sind abgeschlossen genau dann, wenn R(A) x X abge-
schlossen ist < X x R(A) abegeschlossen und dies ist nach (3.12) genau
dann der Fall, wenn G + L abgeschlossen ist.

(ii) R(A*) und Y* sind abgeschlossen genau dann, wenn R(A*) x Y* abge-
schlossen ist und dies ist nach (3.14) genau dann der Fall, wenn G+ + L+
abgeschlossen ist.

(iii) R(A*) = N(A)r = G+ L "F) X x R(A) = X x N(A*)* = ({0} x

N(A%)* (3.13) (G N LY
(iv) R(A*) = N(A): & G+ + Lt "2 RA*) x v* = N(A)' x Y* =
(N (4) x {op* = (G n L)t
Nun Satz 3.5 anwenden mit X = F =X xY, V=G, W = L.
|

e Die Behauptung (iii) ldsst sich so lesen: Au = f ist genau dann losbar,
wenn (v, f) = 0 fur alle v € N(A*).

3.17 Satz. Sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener, linearer Operator
mit D(A) = X. Dann sind dquivalent:

(i) A ist surjektiv, d.h. R(A) =Y.

(ii) Es gibt ein ¢ > 0, so dass fir alle y* € D(A*):

v+ < [ ATy

Iy X
(i) N(A*) = {0} und R(A*) ist abgeschlossen.
BEWEIS :

(i) < (iii) Nach Satz 3.16 ist R(A) = Y genau dann, wenn R(A*) abgeschlossen
ist und Y = R(A) = N(A*)L. Wir miissen also noch zeigen: Y =
N(A")t & N(A*) = {0}
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“=” Sei also Y = N(A")t = {0} = Y+ = NA*)* D N4*) D
{0} = N(4") = {0}
“e” NAY)={0} = NAH)t={0}t =Y
(iii) = (ii) Mithilfe von (3.13) und (3.14) folgt
Gr N Lt = {0} x N(A*) = {(0,0)}

und
R(A" ) xY* =G+ L*

ist abgeschlossen. Satz 2.8 angewendet auf V = G+, W = L= liefert:
Es gibt ein ¢ > 0, so dass es fiir alle z € G+ + L+ eine Darstellung
2z =a+ b gibt mit a € G+ und b € L+ mit:

lall < cf|=]

18]l < ell=]l.

Diese Darstellung ist eindeutig, da G+ N Lt = {0}.
Fiir y* € D(A*) setze z := (A*y*,0) € R(A*) x Y* = G+ + L*. Es gilt:

L=Xx{0}=L"={0} xY*= (0,y%) € L*.
Wir miissen also noch zeigen, dass (A*y*, —y*) € G*. Wir benutzen
die Abbildung, die wir in (3.9) definiert haben:
J Y x X" —= X" xY*: (y",2%) — (=2, y").
In Lemma 3.10 haben wir gezeigt, dass
J(G(AY) = G(A)*F =G+

Also miissen wir noch zeigen, dass (A*y*,—y*) im Bildbereich von
G(A*) unter der Abbildung J liegt. Sei also y* € D(A*), dann ist
auch —y* € D(A*) und (—y*, A*(—y*)) € G(A*). Also gilt:

J(=y*, A (=y")) = (A (—vy"), —y") = (A™y", —y")

Also ist (A*y*, —y*) € G*. Wir haben also eine Darstellung fiir z ge-
funden, also gilt mit Satz 2.8:

a=(A"y", —y"), b= (0,y").

= [lol] = lly"]

v <cllz] = el ATy

"]

X*
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(ii) = (iii) Es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle y* € D(A*) gilt:
[ < ell A"l

Wenn also y* € N(A*) ist, folgt y* = 0 und deshalb N(A*) = {0}.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass R(A*) abgeschlossen ist. Dazu
wéhlen wir uns eine Folge (z,,)neny € R(A*) mit 2z, — z in X*. Fiir alle
n € N sei y € D(A*) mit A*y’ = z,. Da A* linear ist, folgt:

yn — ymll < cl| A%y, — A%y

Da die rechte Seite eine Cauchyfolge ist, ist (y) Cauchyfolge in Y*, es
gibt also ein y* € Y* mit y! — y* in Y*. Mit Lemma 3.8 folgt dann,
dass A* abgeschlossen ist,

G(A") 3 (yn, Awn) — (¥, 2) € G(AT).

Also ist z = A*y* mit y* € D(A*), also z € R(A").
"

3.18 Satz. Sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener linearer Operator
mit D(A) = X. Dann sind dquivalent:

(i) A* ist surjektiv, d.h. R(A*) = X*

(i) e > 0Vax € D(A):
2]l < el Az]]

(ili) N(A) = {0} und R(A) ist abgeschlossen

BEWEIS : analog n

Beispiel: Wir wollen nun ein Beispiel fiir einen abgeschlossenen unbe-
schrinkten Operator angeben.
Dazu betrachte wir in Q C R¢ das (elliptische) Problem

d

— > Oay(x)u(z)) = f  inQ

1,j=1

(3.19)
u=>0 auf 00



2.3. ADJUNGIERTE LINEARE OPERATOREN o7

mit a;; € CH(Q) und f € L*(2). Wir wollen untersuchen, wann es eine Lésung
u gibt. Dazu definieren wir den Operator A : D(A) C L*(Q2) — L*(Q) mit
D(A) == W?2(Q) N W, *(Q) durch

1,J

D(A) ist dicht in L*(2), da C°(€2) dicht in L*(Q2) und C§° eine Unterraum
von D(A) ist. A ist offensichtlich linear. Wir wollen auch den adjungierten
Operator A* : D(A*) C (L*(R2))* — (L*(Q))* betrachten. Es gilt:

v € D(A") = de>0Vue D(A): |(v, Au)| < c||ul| 2
Offensichtlich ist D(A) = W22(Q) N W, *(Q) € L*(Q) C (L*(Q))*, denn fiir
v € L*() ist durch

(v, u)p2 == /uv dx , Yu € L*()
)

ein stetiges, lineares Funktional auf L?(Q) gegeben. Fiir u,v € D(A) erhalten
wir

(v, Au) 2 :/—Z@(aij(?ju)vdx
Q i

:/Zaijajud»vdx+/Zaij@juvni ds
i ‘

Q o i )
-0
:/—Zuaj(aij&-v) dx
Q 0]
< ullz2 |1y 95(ai;000)|| 2 -
,J

Somit haben wir gezeigt: W22(Q) N W,*(Q) C D(A*) und
(v, Au) = (A*v,u) u,v € W2(Q) N W, 2(Q). (3.21)

Interpretation fiir A*:
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Wir wollen nun zeigen, dass A abgeschlossen ist. Fiir alle u € D(A) und
v € L*(Q) gilt

(v, Au) 2 = /Auvda:. (3.22)
Q
Fir u € D(A) setze Au =: f und wihle v = v in (3.22). Dann gilt

/fud:z::/—z&i(aijaju)udx: /Zaijﬁju&»udm.
Q o Q

Wenn wir fiir a;; voraussetzen, dass es ein ¢y > 0 gibt, so dass fiir alle £ € R?
und alle z € Q gilt:

d
Z aij(x)&&; > col€)?, (3.23)

ij=1

Dann erhalten wir

5 Poincare
& / Vulda < / Fude < Il S ell 2l Vel e
Q Q

Daraus folgt
col[VullZ: < | flle2lIVul 2 &

IVull> < el fllze = el Aul| 2 (3.24)

d
Wihle v = Au = — Y 0%u in (3.22). Dann folgt:
k=1

/Z@i(aijaju)Audx = /Z@i(aijﬁju)zagudx: —/fAuda:
Q b Q b k Q

Die rechte Seite ist kleiner als
12 1Aull 2 < efl fll2l| VPl L2

Fiir die linke Seite erhalten wir mithilfe partieller Integration

linke Seite = /Z@k(aijﬁju)ﬁk&udx

4,7,k
i3,k 1,5,k

= Il+[2
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Mithilfe von (3.23) erhalten wir

L > co/]V2u|2dx.
)

Wir bringen I, auf die rechte Seite:
12| < cllagjlloo) Vel 2| V20l 2
Insgesamt erhalten wir also

col[V2ullze < el fll el VPull 2 + ¢ V| 22 [Vl 2
(3.24)

=7 (el fllzz + ell fllz2) 11Vl 2
= || fll 2l V?u e -

Also folgt
IV2ull 2 < e[| fllze = cl|Aull 2 - (3.25)

Dies zusammen mit (3.24) und der Poincare Ungleichung liefert
|u|lwee < c||Aul| Lz (3.26)

Um zu zeigen, dass A abgeschlossen ist wéhlen wir eine Folge (u,, Au,) —
(u,v) in L2(Q) x L*(Q) mit u,, € D(A) = W?2N W2 Mit (3.26) folgt dann

Hun - um“WQv2 < CHAUTL - Aum”L2'

Da Au, — v in L*(Q), ist (u,) Cauchyfolge in W?2(Q). Dann gibt es ein
o € W*3(Q) mit u, — @ in W**(Q) und w, — u in L*(Q). Aber wegen
der Eindeutigkeit des Grenzwerts u = u. Mit dem Spursatz folgt dann u €
W22(Q) N Wy *(Q) = D(A). Weiter erhalten wir fiir alle o € W22 N W, C
D(A*)

ueD(A)

(p,v) (@, Aup) = (A%p,un) — (A"p,u) =" (p, Au) .

Also folgt (@,v) = (@, Au) Y € W22 N W,” C D(A*) = v = Au. Wir
haben also gezeigt, dass A abgeschlossen ist.

e Mithilfe von (3.26) und Satz 3.18 haben wir also gezeigt, dass A* surjektiv
ist, d.h. fiir alle g € (L*)* existiert ein v € D(A*) mit A*v = g. Das Problem
ist, dass wir D(A*) nicht charakterisiert haben.
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e Man kann fiir Gebite Q mit Rand aus C? zeigen, dass es Losun-
gen von Au = f fir alle f € L? gibt. Dies ist allerdings ein
aufwendiger Regularitdtssatz. Daraus kann man dann folgern, dass
D(A*) = D(A) = W22(Q) N W,*(Q). Satz 3.26 aus der Vorlesung gilt fiir
solche Gebite, allerdings ist der dortige Beweis nicht richtig.

e A: X — Y linear, dim X < oo, dimY < oo es gilt:

A surjektiv < A* injektiv,
A injektiv < A* surjektiv,

denn da R(A) und R(A*) endlichdimensional sind, sind sie abgeschlossen,
die Behauptung folgt dann, indem man Satz 3.17 und Satz 3.18 anwendet.

e Im Allgemeinen, wenn dim X = dimY = oo gilt nur:

A surjektiv = A* injektiv
A”* surjektiv = A injektiv

Beispiel: X =Y = % := {(z,,)| > |#n|> < 00} A: 2z = (zn) = (22p)nen
n=1

(Az,y) = Lz,y, = (z, Ay) = A = A* (selbstadjungiert).

A und A* ;ind natiirlich injektiv. Nun wollen wir zeigen, dass sie nicht sur-
jektiv sind:

Az =y & 2z, =y, Vn € N & 2, = ny, mit (2,), (yn) € (2. Wihle nun
yp = L € 2, day - =3 L < oco. Also @, = ny, = & = ni, aber

4 n4

1
) n (n%)2 n2
S ni =oco = (x,) & (%

A ist also injektiv aber nicht surjektiv.

3.27 Satz. Sei A: D(A) C X — Y ein abgeschlossener, linearer Operator
mit D(A) = X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

Falls eine der Bedingungen (i) — (iv) erfillt ist, gilt:

[Allxyy = 1A ooy x) (3.28)
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BEWEIS :

(i) = (ii)

(if) = (iii)

A: D(A) = X — Y. A ist abgeschlossen genau dann, wenn G(A)
abgeschlossen ist. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Satz
2.7) folgt, dass A beschrankt ist.

DA = {y e Y”

[(y", Az)| < c|jzllx V& € D(A)}

Sei also y* € Y*. Dann ist

[(y™, Az)| < [ly*]y- y-

Azlly < [ly"]

Al [l x,

das heifit y* € D(A*).

Aus Lemma 3.8 folgt, dass A* abgeschlossen ist. Also ist nach Definition
auch G(A*) abgeschlossen AT A* igt beschrinkt.

Wir zeigen zuerst, dass D(A*) abgeschlossen ist:
Betrachte y* — y* in Y™, (v}) C D(A*). Da A* stetig ist, gilt

1A* (7 = ym) | < 1A%y = Yl — 0.

Also ist (A*y;") eine Cauchyfolge in X* und da X* vollstidndig ist, kon-
vergiert A*y’ gegen ein Element z* € X*. Also ist

(2, A*yl) — (y*,2") in Y* x X*.

Da A* ein adjungierter Operator ist, ist G(A*) abgeschlossen, d.h.
(y*,z*) € G(A*) und somit ist y* € D(A*) und z* = A*y*, d.h. D(A*)
ist abgeschlossen.

Betrachte nun E:= X xY, G :=G(A) C E, L:={0} xY C E. Dann
folgt analog zu (3.11) bis (3.14)

G+L=DA)xY
Gt + LT = X* x D(AY)

mit

Lt = X* x {0}
Gt ={(z*,y") € X* x Y*|Vx € D(A)(z*, x) + (y*, Az) = 0}
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Die erste Gleichheit ist klar, wir miissen also nur noch die zweite zeigen.
Sei (%, %) € G+ = ||o 2] > [{z*,2)] = [{y", Az)| = y° € D(A").
Sei umgekehrt y* € D(A*) : 3¢ > 0Vz € D(A) |(y*, Az)| < ||z, d.h.
es gibt ein 2* € X : (y*, Ax) = (—a*,2) = (2*,y*) € G+,

D(A*) und X* sind abgeschlossen, d.h. G+ + L+ ist abgeschlossen. Mit
Satz 3.5 folgt fir V = G, W = L, dass G + L abgeschlossen in FE ist.
Also ist D(A) abgeschlossen, aber D(A) = X, d.h. D(A) = X.

Aus der Definition des adjungierten Operators wissen wir, dass Vx € X
und V y* € Y™ gilt:
(", Az) = (A"y", ),

daraus folgt [(y*, Ar)| = |<A*y* ) < A (llll < lly Al
Damit kénnen wir jetzt Gleichung (3.28) beweisen.

Kapitel 1.2 (1.11)
C< | Axlly T = HSLﬁElK‘U z)| < [[A"][[|]
yr|I<

= [l14ll = sup {|Az]} < JlA*

[zl <

4£> «

x x| Def * ok
4ty % sup |(ay", )

[zl <

= sup [(y", Az)|
Jall<1

< [y (Il Al
< [ly"[I1All

Also ist ||A*]| = Sup |A*y*|| < ||A|| und damit folgt ||A|| = ||A*||.

ly*ll<



