Kapitel 0

Einfiihrung und Begriflfe

0.1 Einfiihrung

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit unendlich-dimensionalen Vek-
torraumen (iiber R), in denen ein Konvergenzbegriff (Topologie) gegeben ist,
sowie den Abbildungen zwischen ihnen. Besonders angestrebt sind Ergeb-
nisse, die sich auf konkrete Funktionenrdume (z.B. C|a,b], L*(2) etc.) und
konkrete Gleichungen (z.B. Integralgleichungen oder partielle Differential-
gleichungen) anwenden lassen.

Die Betrachtungsweise der Funktionalanalysis, Funktionen als Punkte in ei-
nem unendlich-dimensionalen Raum aufzufassen und geometrische Uberle-
gungen u.d. anzuwenden, hat sich als sehr fruchtbar erwiesen und zu einer
enormen Bereicherung der Analysis gefiihrt. Die Sédtze der Funktionalanaly-
sis sind sehr allgemein und geben ein tieferes Verstédndnis zahlreicher Zusam-
menhénge.

Die Funktionalanalysis ist ein Produkt des 20. Jahrhunderts.Der Name
kommt von dem Wort ,,Funktional®“. Ein lineares Funktional ist eine lineare
Abbildung eines Vektorraumes in seinen Grundkorper. Ist dieser Vektorraum
selbst ein Funktionenraum, so sind die Argumente des Funktionals Funktio-
nen. Um nicht von einer Funktion von Funktionen zu sprechen, verwendeten
unsere Vorfahren das Wort ,, Funktional“. (Heute wiirde man sich daran weni-
ger storen.) Da in den Anwendungen der Funktionalanalysis viel mit solchen
Abbildungen - also Funktionen von Funktionen, letztere aufgefafit als Punkte
eines Vektorraumes - gearbeitet wird, erklért sich auf diese Weise der Name
, Funktionalanalysis®.

Ein groferes Teilgebiet der Funktionalanalysis ist die lineare Funktionalanaly-
sis. Sie befafit sich z.B. mit der Losbarkeit von linearen Gleichungen Au = f
oder Eigenwertproblemen (Spektraltheorie). Ein anderes wichtiges Teilge-
biet ist die nichtlineare Funktionalanalysis, die sich z.B. mit Fixpunktsétzen,
mehrdeutiger Losbarkeit nichtlinearer Gleichungen A(u) = f etc. befafit.
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In der Funktionalanalysis, welche mit unendlich-dimensionalen Vektorraum-
en arbeitet, gibt es viele, im Vergleich zur Analysis im R™ ungewohnte Effekte.
Wir zéhlen einige von diesen auf:

a) Surjektive lineare Abbildungen koénnen einen nichttrivialen
Kern haben.

Beispiel: Sei V' = {(¢1,¢2,¢3,...)| ¢; € R} der unendlich-dimensionale Vek-
torraum mit der komponentenweisen Addition als additiver Verkniipfung und
der komponentenweise Multiplikation mit Skalaren @ € R als Skalarmultipli-
kation. (Man kénnte V' = R* oder besser R“ schreiben.) Die lineare Abbil-
dung A : V — V sei definiert durch

Ac = (cg,c3,¢4,...), c=(c1,09,03,...).
Offensichtlich ist A(V') =V, aber A(cy,0,0,...) = (0,0,...).
b) Ist der Kern N(A) einer linearen Abbildung trivial, so ist A

nicht notwendig surjektiv.

Beispiel: V' sei wieder wie oben definiert. Es sei Ac = (0, ¢q,¢o,c¢3,...). Aus
Ac = 0 folgt ¢ = 0, also N(A) = 0. Offensichtlich ist aber A(V') echter

Teilraum von V.

Die in a) und b) beobachteten Effekte konnen im endlich-dimensionalen Fall
nicht eintreten.

Man bemiiht sich in der Funktionalanalysis, durch Zusatzbedingungen an A
die im R™ bekannten Sétze zu retten.

c) Lineare Abbildungen - selbst einfachster Art - miissen keinen
Eigenwert haben.
Beispiel: Cla,b] = Raum der R- oder C-wertigen stetigen Funktionen auf
la,b]. Sei A diejenige lineare Abbildung, welche definiert ist durch

(Af)(I)Z(SIHI‘)f(I), fEC[a,b], LS [avb]'

A ist also ein sehr simpler Operator, namlich ein Multiplikationsoperator -
die Multiplikation mit sin x.

A hat keinen Eigenwert. Andernfalls existiert f € Cla,b], f # 0 (d. h. f ist
nicht die Null-Funktion) und A € R (oder C) mit (sinx)f(z) = A\f(x). Da
f # 0, existiert ein z¢ € [a,b] mit f(z) # 0 fur z € U(zp) und es gilt

sinx = A = const, x € Ul(x).

Dies ist nicht moglich, sin # const auf einer offenen Menge.
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In der Funktionalanalysis gibt man Klassen von linearen Operatoren (= Ab-
bildungen) an, fiir die das Eigenwertproblem dhnlich wie bei n x n-Matrizen
behandelt werden kann. Aulerdem werden verschiedene Abschwéchungen des
Begriffs ,, Eigenwert“ eingefiihrt, um eine Analogie zu n x n-Matrizen zu be-
kommen. Zudem sind diese Abschwéchungen durch die Quantenphysik mo-
tiviert. Hiermit beschéftigt sich die ,,Spektraltheorie®.

d) In unendlich-dimensionalen Riumen gibt es h#ufig mehrere
natiirliche Konvergenzbegriffe.

Im R™ gibt es aufler der euklidischen Metrik natiirlich noch beliebig viele
andere Metriken - diese sind aber alle dquivalent.

Beispiel: V = 1% = {(c1,¢a,¢3,...) | D |¢s]? < o0}
j=1

Man hat die punktweise Konvergenz
d—ce e d g (j — o) fiir alle i € N.
Ferner gibt es die starke [?>-Konvergenz
d—c:e ||d—clp—0 (j — 00).
Hierbei ist ||| = (kf; i )12,
=1
Schlielich kennt man noch die schwache [2-Konvergenz, die wir spéter ken-

nenlernen.

Die drei Konvergenzen sind nicht dquivalent.

e) Lineare Abbildungen sind nicht notwendig stetig.

Sei V' der Vektorraum der Polynome auf [—2, 2], versehen mit der gleichmdfsi-
gen Konvergenz als Konvergenzbegriff, d.h. p! — p <= ||p/ —plloc — 0 (j —
00). Hierbei ist ||q|loc = max {|q(z)| |z € [-2,2]}.

Wir definieren die lineare Abbildung A : V' — V| indem wir sie auf den
Basiselementen z™ definieren:
Az"™ = 3"z" .

Mit p,(x) = ﬁx” gilt p, — 0 (n — o0), aber

3TL . 211
(2,5)"

[ Apn ()| =

Die stetigen linearen Abbildungen und Klassen von unstetigen linearen Ab-
bildungen werden in der Funktionalanalysis besonders studiert.
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Schliellich betonen wir noch, dafl man auch das Studium konkreter Funktio-
nenrdume zur Funktionalanalysis zéhlen kann, wenn auch die Grenzen flie-
Bend sind. Es gibt zahllose Funktionenrdume in der Analysis. Der Anfanger
kennt vermutlich die Rdume Cla,b] , C*, C™, C>, C* L*(Q), LP(Q). Man
benotigt die vielen Funktionenrdume u.a., um Sétze der Funktionalanalysis
einer konkreten Situation anzupassen.
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0.2 Riume und Operatoren

e Wir betrachten einen Vektorraum iiber R

e Ein Vektorraum V ist normiert, wenn es eine Norm || - ||y : V' — R gibt.
|- lv:V — R heifit Norm < Vz,y,z€ VV A €R:

(N1) positiv definit, d.h. ||z|| > 0 und [|z|]| =0 2 =0

(N2) positiv homogen, das heifit || \z||yv = |A|||z]v

(N3) Dreiecksungleichung ||z + y|lv < ||z|lv + |lyllv

e Beispiele:

- R (2, eyp) =2

lolloz = (D 22)

=0

lall, = (D7), 1<p<oo
0

.....

Q)
1l = ( / f@)Pda)t,  1<p<oo

e Konvergenz in (V|| - ) : Folge (z,) konvergiert (stark) gegen z € V' genau
dann, wenn ||2" — z|| — 0 n — oo. Man schreibt z,, — z (n — 00)

e Cauchyfolge (z,) CV & Ve>03dngo e NVnk>ng: ||z, — x| <e

e Ein normierter Vektorraum heifit vollsténdig genau dann, wenn jede
Cauchyfolge einen Grenzwert hat. Ein vollstdndiger normierter Vektorraum
heifit Banachraum (B-Raum).

e Beispiele
- (R 1l)
- (L2 lp)
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e Skalarprodukt auf Vektorraum V ist Abbildung (-,-) : V' x V' — R, so dass
Vr,y,z € Va, f € R gilt:

(S1) bilinear, das heifit (az + By, 2) = a(z, z) + ((y, 2)
(S2) symmetrisch: (z,y) = (v, x)
(S3) positiv definit, das heifit (z,2) > 0 und (z,2) =0 2 =0

e induzierte Norm ||z := (2, )2
e Beispiele:
- (@) () = X o
- (LQ).() (f.0) = [ F)g(a)de

e Falls H mit der induzierten Norm || - || vollstéindig ist, nennen wir ihn
Hilbertraum.

e X, Y normierte Vektorrdume. Abbildungen A : X — Y heiflen Operatoren.

e Ein Operator A: X — Y heifit

beschrankt < A beschrinkte Mengen
in X in beschrankte Mengen in Y abbildet
linear & Vuz,ye X Vo, € R gilt:
Alax + By) = aAx + fAy
stetiginzy < Ve>03d6>0: Vee X :
|z — zol|lx <0 = ||Ax — Axolly <€
stetig < A ist stetig fiir alle o € X

e man kann zeigen (Ubung):
i)A: X — Y linear und beschrénkt = 3K > 0 Vz € X:

[Az]ly < Kllz| (2.1)

wobei K = sup, <1 |Az[ly
ii) A: X — Y linear. A ist beschrinkt < A ist stetig
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e Raum der beschrinkten, linearen Operatoren A : X — Y wird mit

L(X,Y) bezeichnet.

e Durch

[AllLxy) = supja)<il|Az]] (2.2)
ist auf L(X,Y") eine Norm gegeben, die Operatornorm (kurz || AJ|).

2.3 Lemma. Seien X,Y Banachrdume. Dann ist L(X,Y') ein Banachraum.
BEWEIS :

e A, Be L(X,Y)
I(A+ B)z|l < || Aal| + |1Ball < (1Al + | BNz
=A+BeL(X)Y) & [[A+B|<|A|+]|B|
= L(X,Y) ist normierter Vektorraum, da die anderen Bedingungen
trivial sind.

e Sei (Ax) € L(X,Y) Folge von Operatoren, (Ay) sei Cauchyfolge, d.h.
Ve>0d no : Vn,k‘ZnO: ||Ak_An||L(X,Y) <e€
Fiir x € X ist (Agx) Folge in Y und es gilt:
|4k — Azl = Il(Ax — Al < 144 — Ayllal] < e < 2]
= (Agz) C Y Cauchyfolge
= J lim Apx =: Ax

k—o0

= A: X — Y linear, da Aj linear. A, beschrinkt?

I(A = Ap)zll = lim [[(Ay —Ap)e| < lim [|Ay = AplfJz]} < Kfl2]] < o0,

falls n, k > ng
=A—-A,e L(X)Y

)
=A=A-A,+ A,
—— ~—

lin.beschr. lin.beschr.

= A ist beschrankt

zz: A = lim A, in Operatornorm.
|A—A,| < lilgninf |Ar — Anl| < e da Cauchyfolge

= ||[A - A,lloixy)y = 0 n — oo, d.h. der punktweise Grenzwert ist
auch der Grenzwert in der Operatornorm.
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e Der Dualraum X* eines Banachraums X ist gerade L(X, R), d.h. die Menge
der linearen, beschrankten Funktionale f : X — R.

Versehen mit der Operatornorm ist X* ein Banachraum.
Fir f € X*, x € X schreibt man

(f;x)xex = (fx)x = (f,2) = [f(2)
man nennt (-, -) x« y das Dualitétsprodukt zwischen X und X*.
e Ein metrischer Raum ist eine Menge M versehen mit einer Abstabdsfunk-

tion d : M x M — R, welche fiir alle x,y,2 € M folgende Eigenschaften
besitzt:

(M1) positiv definit, d.h. d(x,y) > 0 und es gilt d(z,y) =0z =y
(M2) symmetrisch, d.h. d(z,y) = d(y, x)

(M3) Dreiecksungleichung, d.h. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

e Verallgemeinerung des Abstandes im R"

e Beispiele

-RY ) dlzy) = llz =yl

- normierte Rdume

e offener Ball B, (z) :={y € M | d(z,y) <r}

e Menge A C M heifit offen & Ve AIr>0: B (x) CA

e Folge (z,) € M konvergiert gegen v € M < Ve > 0 3 ng
V'n>ngd(z,,x) <e

Man schreibt x,, — = (n — o0)

e Cauchyfolge, Vollstandigkeit
ersetze Norm — Abstand

e Kompaktheit von Mengen A C M

(i) folgenkompakt < V (z,) € A3 (z,,) C (z,) 3z € A: 2,
k — oo

X



0.2 Raume und Operatoren 9

(ii) iiberdeckungskompakt < jede offene Uberdeckung von A enthilt eine

endliche Teiliiberdeckung, d.h. sei (Uy)xea, Uy offen derart: A C | J U,
AEA

=3 AC U

(iii) préakompakt < 3 endliches e-Netz, dh. Ve > 03 xy,...,2, € A :
i=1

2.4 Satz. In einem metrischen Raum (M,d) sind dquivalent:

(i) A C M ist iberdeckungskompakt
(i) A ist folgenkompakt
(iii) A ist prakompakt und vollstindig

BEWEIS : (i) = (i) durch Widerspruch:
Ann.: 3 (2q) s.d. V (z,,) C (x,) gilt z,, #,dh.Vye AIr,>0 mnmit:

N, :={k e N |z € B,(y(z) N A} endlich

A C |J ist offene Uberdeckung, also gibt es yi,...,y,, so dass
yeA

AC U By, (yi). Also ist |J N,, endlich.
i=1 i=1

Da aber (r,) C A folgt Widerspruch, da dann |J N,, eine Uberdeckung der
i=1

natiirlichen Zahlen wéare.

e A vollstindig
(r,) € A Cauchyfolge 9 5 () C (2) 0 2y, 2z €A
= x, — x, denn:
d(n, ) < d(zg,zn,) + dz,,r) <2
—— ———
< g, da Cauchyfolge <e fir nj grofS8

= A ist vollstdndig. Noch zz: A ist prakompakt.

e A ist prakompakt. Durch Widerspruch:
Wir konstruieren ein endliches e-Netz, indem wir induktiv eine Folge
(z,,) konstruieren:

k
e>0m €AB(x1) 2A zp0 € A\ Be()
=1
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= (xx) besitzt keine konvergente Teilfolge, da alle Folgenglieder einen
Abstand grofler als € haben.

Sei (U;)ier offene Uberdeckung von A.

A:={BCAlJCI:BC|JU = Junendlich}
ieJ
A sind alle Teilmengen von A, die keine endliche Uberdeckung haben, also
zeigen wir: A & A:
A ist prakompakt, d.h. Ve >0 3 2f,...,25 ,so dass A € Lj B.(x5)

e =1
AuBlerdem gilt fiir B € A, dasseseini € {1,...,n.} gibt mit BNB.(25) € A.
Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass A € A.
Wir konstruieren eine Folge (x,,): Wihle e = 1/k
€:1E|$11 Bl :Bl(xl)ﬂAEA
e=1/2

e=1/k

= By = Bi(z)NAeA
k=1

Wihle y,, c By, dann sind fiir [ > m y,, 41 € B1(z)

N—-Ugl
:>g d(ymayl) S d(ymwxm) -+ d(xm,yl) S %

= (ym) ist Cauchyfolge
A vollstindig = 3JdyeA: ¥y, =y m— 00
= d(Ym,y) 0 m — o0

———

Yy € f?umnd AcCc U, = 3Fip: y e U, offen, d.h. wenn m grofl genug ist,
i€l
gilt Uiy 2 B2, (y) 2 B2 (ym) 2 B1(xm) 2 B,

= U, 2 B, B, € A Widerspruch weil U;, endlich.

e Metrischer Raum (M, d), System der offenen Mengen erfiillt:

- beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen
- endliche Durchschnitte von offenen Mengen sind offen

- M, offen
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e topologischer Raum

X Menge, 7 System von Teilmengen von X, d.h. 7 C 2% erfiille:

(T1) Xer,ber

(T2) Vereinigungen beliebiger Familien von Mengen aus 7 liegen wieder in 7
(T3) endliche Durchschnitte von Mengen aus 7 liegen wieder in 7

Das System 7 heifit Topologie. (X, 7) heifit topologischer Raum.
Elemente aus 7 heiflen offene Mengen.

e Beispiele
- (M, d) metrischer Raum mit 7= System aller offenen Mengen

R, | - || 7=System aller offenen Mengen

X, 7 ={0, X} chaotische Topologie
X, 7 = 2% diskrete Topologie

Problem:
chaotische Topologie: x Ay ~(3 U,V erT,x €U ,yeV UNV =0))

e (X,7) heifft Hausdorffraum < V z,y € X = # y 3 UV € 1 :
relUyeVUinV=1(

e Im Weiteren sind alle topologischen Rdume Hausdorff-Raume!

e Vergleich von Topologien
(X,7) i = 1,2 7; Topologien, 71 C 79, dann: 75 ist feiner als 7, bzw. 7 ist
grober als 7

e A C X heifit abgeschlossen < X \ A offen (d.h. X \ A € 7)
e V C X heifit Umgebungvonx € V& dUer: 2€UCV
e Umgebungsbasis eines Punktes x € X ist ein System (V;);e; von

Umgebungen von X, so dass fiir beliebige Umgebungen V' von x ein i € [
existiert, so dass V; C V ist.

e Beispiel (M, d) metrischer Raum
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x € M : (Bi(z))gen ist eine Umgebungsbasis

1
k

e Eine Topologie ldsst sich auch iiber Umgebungssysteme konstruieren.
x € X — System V(x) von Umgebungen

(Ul) VVeV(@): z€V

(U2) VeV(e);M2DV=MeV(x)

(U3) Vi,VaeV(z)=ViNVy, e V(x)

(U4) YV eV(E@)IWeV(e): VyeW gilt Ve V(y)
e Elemente von V(z) heilen Umgebungen von x

e UC X istoffen & Ve eU: U e V(x)

e Manchmal ist es einfacher, Topologien iiber Umgebungen oder Umge-
bungsbasen zu charakterisieren.

e © € M heiit innerer Punkt von M C X & IV eV(z): VC M

e r € X ist Randpunkt von M C X & VV € V(z):
VNM#Q VN (X\M)#D

e Rand OM := {x € X| x ist Randpunkt von M}
Innere int(M) = M =: {x € M| x ist innerer Punkt von M}

Abschluss M := M |JOM = intM |JOM
e Menge N heifit dicht in M = N = M
e X heifit separabel < es eine dicht abzdhlbare Menge in X gibt.

e A C M C X heifit relativoffen in M & 3 U € 7 : A =UUM
(analog relativ abgeschlossen)

e Relativtopologie M C X

T/M={ACM|3UerT:A=UNM}

o f: (X,7)— (Y,0)
f heifit stetig in x € X < fiir alle Umgebungen V(f(x)) C Y von f(z), so
dass es eine Umgebung V(x) C X von x gibt, so dass f(V(x)) C V(f(x))
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o f: X — Y stetig & f ist stetigV x € X

2.5 Lemma. f: X =Y (X,7),(Y,7) topologische Riume. Es sind dquiva-
lent:

(i) f st stetig
(i1) Die Urbilder offener Mengen sind offen
(iii) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen
BewErs : Ubung [

e K C X heiBt kompakt < aus jeder offenen Uberdeckung von K kann man
eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, d.h.

KQUUZ U,er
i>1

n
:>E|i1,...,ini KQUUZ]
7j=1

e K C X heifit relativ kompakt < K kompakt

2.6 Lemma. Sei K C X kompakt. Dann gilt:
(i) K ist abgeschlossen.
(ii) Jede Teilmenge M von K ist relativ kompakt.

BEWEIS :

zu (i): K abgeschlossen < X \ K offen

Seizg e X\K= VyeK3U,V,eTt:20€V, yeU, U,NV,=10
(Hausdorff)

KCcUU, = 3wp..yue K: KCUYU, =U
yeK i=1

=19 € (| V,, =V ist offen, da V,, offen
i=1
UNV=0=VCX\K= X\K ist offen.

zu (ii): M C K M kompakt?
i€l iel
Dann benutze K kompakt.
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e Folge (r,) C X konvergiert gegen z € X < es fiir alle Umgebungen V(z)
von z ein ng € N gibt mit: Vn >ny x, € V(z,)
Symbol: z, — x n — 00

e f: X — Y heifit folgenstetig < V Folgen (z,,) C X mit z, -z (n — o)
= flzn) = f(z) n—o0

e In topologischen R&umen sind Stetigkeit nd Folgenstetigkeit nicht
identisch!

In metrischen Réumen sind die Begriffe dquivalent (Bew: UA), in topologi-
schen Rdumen mit abzdhlbarer Umgebungsbasis auch.

e Es gibt topologische Rdume: K kompakt #- folgenkompakt
Cech-Stone-Kompaktifizierung von N

e Es gibt Kriterien mit denen aus Folgenkompaktheit Kompaktheit
folgt.

e Folge (x,)neny — Netz (74)aca



