Kapitel 3

Schwache Topologie und
reflexive Radume

3.1 Konstruktion von Topologien

Sei X ein Vektorraum und seien (Y;);e; topologische Raume. Fiir alle ¢ € 1
seien ; : X — Y; Abbildungen. Wir suchen die grébste Topologie 7 auf X,
so daf} alle ¢; stetig sind, d.h. die Topologie, die am wenigsten offene Mengen
enthilt. Seien w; C Y; offene Megen, dann sind notwendigerweise alle ;! (w;)
Elemente von 7.

Wir bezeichnen die Familie aller solcher Mengen mit (Uy)xea. Wir suchen
nun das kleinste Mengensystem 7, dafl (Uy)xea enthidlt und abgeschlossen
bzgl. endlicher Durchschnitte und beliebiger Vereinigungen ist. Dazu bilden
wir zuerst alle moglichen endlichen Durchschnitte von Mengen aus (Uy)ea,
d.h. /\QPU x, I € A, T endlich. Dieses System bezeichnen wir mit ®. Danach

bilden wir beliebige Vereinigungen von Mengen aus ®. Dieses neue System
sei F. Es ist klar, dal F abgeschloflen bzgl. beliebigen Vereinigungen ist.
Es ist nicht vollig offenschichtlich, dafi F auch abgeschlossen bzgl. endlicher
Durchschnitte ist. Aber es gilt:

1.1 Lemma. Das System F ist abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte.

BEWEIS : Ubungsaufgabe aus der Mengentheorie. [

Somit ist die gesuchte grobste Topologie 7 gegeben durch endliche Durch-
schnitte von Mengen der Form ;' (w;), w; offen in Y;, und beliebigen Ver-
einigungen solcher Mengen. In Termen von Umgebungen ausgedriickt heif3t
dies: sei x € X, dann ist eine Umgebungsbasis von = bzgl. 7 gegeben durch
endliche Durchschnitte der Form ¢; *(V;), Vi Umgebung von ¢;(z;) in Y;.
Die Konvergenz von Folgen in der Topologie 7 ist vollstandig durch die Ab-
bildungen ;, ¢ € I charakterisiert.
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62 3SCHWACHE TOPOLOGIE UND REFLEXIVE RAUME

1.2 Lemma. Sei (x,) eine Folge in X. Die Folge x,, konvergiert gegen x € X
bzgl. T genau dann, wenn @;(x,) — @;(x) fir allei € I.

BEWEIS : Aus x,, — x bzgl. T folgt sofort ¢;(x,) — p;(x), da alle ¢; bzgl. T

stetig sind. Umgekehrt sei U eine Umgebung von x. Aufgrund der Konstruk-

tion von 7 kénnen wir annehmen, dass U die Form U = k' 'V, JcI,J
1€

endlich, V; Umgebung von ¢;(z) in Y;. Fiir alle i € J existiert ein N; mit
vi(z,) € V; fur alle n > N;. Sei N = maxN;. Dann ist z,, € U fiir alle
n > N. ]

1.3 Lemma. Sei (Z,0) ein topologischer Raum und ) : (Z,0) — (X, 1) eine
Abbildung. Dann ist v stetig genau dann, wenn fir alle 1 € I die Abbildung
p;o: (Z,0) — (Y;,0;) stetig ist.

BEWEIS :
“=" 1 und ¢; sind stetig, also ist auch ¢ o ¢ stetig.

“<=" Sei U C X offen, d.h. U € 7. U lasst sich also schreiben als:

U= ﬂ U goi_l(wi), w; € 0;.

beliebig endlich

Damit gilt:

vy =) U et

beliebig endlich

= U ¢'eitw)

beliebig endlich

- N U @ov) w).

beliebig endlich

Also ist 9~ 1(U) offen, d.h. v ist stetig.

3.2 Schwache Topologie

Sei nun X ein Banachraum und f € X* f: X — R. Dann definieren wir
pr: X =R, z—(f ),

und erhalten dann die Abbildungen (¢f) fex+.
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2.1 Definition. Sei X ein Banachraum und X* sein Dualraum. Die schwa-
che Topologie 7(X, X*) ist die gribste Topologie auf X, beziiglich derer alle
Abbildungen (pf)rex~ stetig sind, d.h. wir wenden die Konstruktion aus Ab-
schnitt 3 auf X =X, Y, =R und I = X* an.

2.2 Definition. Sei (z,)neny € X eine Folge in X. Man sagt, dass (x,)
schwach gegen x konvergiert, wenn fiir alle f € X* gilt:

(fsan) = (f,x)  (n— o0)
Notation: x, — x (n — 00)

e In Lemma 1.2 z,, = x = x,, — x beziiglich 7(X, X*).
e r, — x in der Norm < ||z, — z|| — 0 starke Konvergenz.

2.3 Satz. Die schwache Topologie 7(X, X*) ist eine Hausdorff Topoogie.

BEWEIS : Sei x7 # x9 € X. Zu zeigen ist: 3 Uy, Uy € 7 mit z; € U; fiir
i =1,2 und U; N Uy = (. Wir wenden die geometrische Variante des Satzes
von Hahn-Banach an. Die Menge {x;} ist abgeschlossen und konvex und die
Menge {x2} ist kompakt. Dann folgt mit Kapitel 1, Satz 2.11, dass es ein
f € X* und ein o € R gibt, mit

<f,l’1> <a< <f,l’2>.

Die Mengen U; := f~!(—o00,a) € 7 und Uy := f~!(a,00) € T besitzen dann
die gesuchten Eigenschaften Uy N Us = () und xz; € U;. "

2.4 Lemma. Sei xy € X. Fine Umgebungsbasis von xo bzgl. 7(X, X*) ist
durch die Mengen der Form

V:{I'GX‘ |<fz7l'—ZL‘0>| <egn e J},
wobet J endlich ist, f; € X* und ¢ > 0, gegeben.

BEWEIS :
V= ﬂ{x € X ||[(fi,x — x0)| < €}
icJ
= (i (=00, {f,20) + ) | f (= + (f,20), 00),
ieJ

also ist V eine offene Umgebung von zy. Sei U Umgebung von x( beziiglich
7(X, X*). Dann folgt wegen der Konstruktion von 7(X, X*), dass wir oBdA U
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schreiben konnen als U = ) 30]71_1 (w;), wobei w; Umgebungen von (f;, xo) in R
ieJ

sind und J endlich. Also gibt es ein ¢ > 0, so dass ({f;, zo)—¢, (fi, xo)+¢) C w;

und somit gilt:

mo €V =z e X|[{fim) <e} ()¢, (w)

iceJ i€

2.5 Satz. Fiir eine Folge (x,) C X gilt:

(i) x, — x bzgl. 7(X, X*) genau dann, wenn (f,x,) — (f,z) fir alle
feXr,

(i) z, — x stark in X, dann gilt: ©, = x schwach in X,
(iii) z, = x schwach in X, dann ist die Folge (||x,||)nen beschrinkt und es

qilt:
|z]| < liminf ||z, .

(iv) x, — x schwach in X und f, — f stark in X*, dann gilt:
(frrn) = (f,2) .

BEWEIS :

(i) Lemma 1.2

(ii) Fir f e X*ist [(f,zn — )| < || fllx- |z —2|]|x — 0dh. 2, = 2

(ii) vz, ~z & Vfe X" : (f,z,) — (f,z), d.h. die Folge reeller Zahlen
(f,x,) ist beschrénkt. Definiere die Operatoren
Ay X" =R f—=(fx,).

(A,), ist linear und beschrénkt, denn || A, || < ||z, || und fir alle f € X*
ist sup ||A,(f)]| < co. Dann ist nach Kapitel 2, Satz 1.1
neN

sup || A, || < oo,
neN

also auch

sup sup |A,(f)| < oc.
neN || f <1
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In Kapitel 1 haben wir Formel (1.11) gezeigt:

lznll = sup | {f,2n) |
[fllxx<1 S~
=An(f)

Also ist sup ||z,|| < 0o, also ist ||x,|| beschrénkt.
neN

AuBlerdem ist [(f, z,)| < || f]

x+||zn|| und es gilt:

[(f, )] = limminf |(f, 2] <l in ] |
Somit:

|z = sup [(f,z)] < sup ||f||liminf ||z,| = liminf ||z, ||
1 £llx<1 IFlI<1 n—00 n—00

(iv) Sei z,, = x und f, — f, dann folgt:

|[(fy ) = (s )| < €
(
|

<[/,

f>$>_<f7xn>|+‘<fa$n>_<fnaxn>|
f:x_xn>|+|<f_fmxn>|
fra =)+ f = fal

da z, — z, f, — f und ||x,| beschrinkt.

2.6 Satz. Sei X ein endlichdimensionaler Banachraum. Dann stimmen die
starke und die schwache Topologie tiberein. Insbesondere konvergiert eine Fol-
ge schwach genau dann, wenn sie stark konvergiert.

BEWEIS : Die starke Topologie ist durch die Norm induziert. Sie ist immer
feiner als die schwache Topologie. Wir miissen also nur zeigen:

U offen beziiglich starker Topologie = U offen beziiglich schwacher Topologie

Sei g € X und V eine Umgebung von z( beziiglich der starken Topologie.
Dann gibt es einen Radius r > 0, so dass B,(xg) C V. Da X endlichdimen-
sional ist, gibt es eine Basis ey, ...e, von X mit |e;|| = 1. Fiir jedes x € X

gibt es dann eindeutige z; € R, i = 1,...,n mit z = > x;e;. Wir definieren
i=1



66 3SCHWACHE TOPOLOGIE UND REFLEXIVE RAUME

die Abbildungen f; € X* durch f; : X — R : 2+ z;. Dann folgt:
o=l = Y _to = e
- ||Z foow = zobeil
< Z [(fis @ = z0),
i=1

da ||e;|| = 1. Setze
= r
U:= ﬂ{x € X |[{fi,z— o) < E}
i=1

Dann ist U offene Umgebung von xy beziiglich 7(X, X*) und fir = € U gilt:

n
r r

i=1

Also ist © € B,(x), d.h. U C B.(z9) C V, d.h. V ist Umgebung von x
beziiglich 7(X, X*).

]
e Wenn dim X < oo ist, dann stimmen die starke und die schwache Topologie
iiberein.
e Wenn dim X = oo ist, dann ist im Allgemeinen starke Topologie O schwache
Topologie.
e Analoge Aussagen gelten fiir abgeschlossene Mengen.

2.7 Beispiel. (i) dimX = oo, S := {z € X ||z| = 1}. S ist stark abge-
schlossen, aber nicht schwach abgeschlossen. Es gilt

—7(X,X™*)

S = B1(0). (2.8)

BEWEIS : Sei 2y € X mit ||zo]| < 1. Wir miissen zeigen, dass 2o € S . Sei
also V' Umgebung von zy beziiglich 7(X, X*) Zu zeigen: VNS # ().
Nach Lemma 1.2 kénnen wir oBdA V' = U{x € X ||{(fi,x — xo)| < €} mit

e > 0 und f; € X* annehmen. Es glbt em Yo € X, yo # 0, so dass fiir
alle i = 1,...,n : (fi;,50) = 0. Falls dem nicht so ist, ist die Abbildung
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o : X — R": x+— ((fi,x))iz1,n injektiv. Dann ist ¢ : X — ¢(X) ein
Isomorphismus. Also folgt dim X < n im Widerspruch zu dim X = oco. Also
gibt es so ein yy mit obiger Eigenschaft. Betrachte

g:[0,00) — [0, 00),

9(t) = llzo + tyol-
g ist stetig, g(0) = ||zo]| < 1 und tlgglo g(t) — oo. Nach dem Mittelwertsatz
gibt es also ein tp mit g(ty) = 1. Fiir alle ¢ gilt (f;, xo + toyo — o) = 0 =
Tot+toy €VNS = SCB0)CS =5 CBi(0) 3. Satz 210
(spiter): M konvex, dann ist M = M . Somit folgt die Behauptung. ]
(ii) B1(0) ist nicht offen beziglich 7(X, X*), genauer

int, B;(0) = 0. (2.9)

BEWEIS : Sei z( € int, By(0) = 3 Umgebung V' von x, beziiglich 7, so dass
V' C B;(0) und fur alle zy € By(0) gibt es nach obigem Beweis tg, yo # 0 mit
|zo + toyol| = 1 und xo + toyo € V' C B1(0), ein Widerspruch. "

2.10 Satz. Sei C' C X eine konvere Teilmenge eines Banachraumes X.
Dann ist C stark abgeschlossen genau dann, wenn C schwach abgeschlossen
15t.

BEWEIS : Die Richtung
,C' ist schwach abgeschlossen* = ,,C' ist stark abgeschlossen®

ist trivial, da die schwache Topologie gréber ist als die starke. Sei also C' stark
abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass das Komplement von C' beziiglich der
schwachen Topologie offen ist:

Sei zg ¢ C. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine xy und C' strikt
trennende abgeschlossene Hyperebene, d.h. es existiert ein f € X* und ein
a € R mit

(f,z0) <a<(fy), y € C.
Die Menge (vgl. Lemma 2.4)

V=A{zeX|(fz)<a}

ist aber eine beziiglich der schwachen Topologie offene Menge, somit eine of-
fene, mit C' disjunkte Umgebung von xy. Damit ist C' abgeschlossen beziiglich
der schwachen Topologie. [
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2.11 Folgerung (Satz von Mazur). Es sei (x,) C X eine schwach kon-
vergente Folge in einem Banachraum X. Dann gibt es eine Folge (y;) von
konvezen Linearkombinationen

N

<

N; ;
b= 3 i, 20, Y d =1
k=1

k=

—_

die stark gegen den schwachen Limes von (z,) konvergiert.

BeEwEIs : Wir bilden die Menge C aller endlichen konvexen Linearkombina-
tionen von Elementen x,. C ist offensichtlich konvex, ebenso der Abschluss
C beziiglich der starken Topologie. Ist nun z,, — = schwach, so muss wegen
Satz 2.10 z ebenfalls in C liegen. Nach Definition von C' gibt es dann aber
eine Folge (y;) C C, die stark gegen x geht. Die Elemente aus C' haben aber
gerade die gesuchte Gestalt. [
e Die Abbildung ¢ : X — R heifit unterhalbstetig (bzw. oberhalbstetig)
genau dann, wenn ¢~ !((—o0,7]) (bzw. ¢ ~!([r,o0))) abgeschlossen ist.

2.12 Folgerung. Sei p : X — R eine konveze, unterhalbstetige Funktion
beziiglich der starken Topologie. Dann ist ¢ auch unterhalbstetig beziiglich
der schwachen Topologie.

BEWEIS : Zu zeigen ist, dass fiir alle r € R die Menge
A={zreX|p)<r}

abgeschlossen ist beziiglich 7(X, X*). ¢ ist konvex, also ist A konvex, denn
fiir z,y € A gilt

pAr + (1= Ny) < Ap(z) + (1 = Np(y) < Ar+ (1= N)r=r.

Nach Voraussetzung ist A abgeschlossen, also folgt mit Satz 2.10, dass A
schwach abgeschlossen ist. [

2.13 Satz. Seien X, Y Banachrdume und A : X —'Y ein linearer Operator.
Dann ist A stetig beziiglich der starken Topologien genau dann, wenn A stetig
beziiglich der schwachen Topologien ist.

BEWEIS :

“=“ Wir wollen zeigen, dass A : (X, 7(X,X*)) — (Y, 7(Y,Y™)) stetig ist.
Nach Lemma 1.3 reicht es zu zeigen, dass fiir alle f € Y* die Abbildung

pi=foA:(X,7(X, X)) = R: x> (f, Ax)
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stetig ist. Da ¢ = f o A linear ist, reicht es also, die Stetigkeit bzgl. der
schwachen Topologie im Nullpunkt zu iiberpriifen. Sei V' C R Umge-
bung von 0. Also gibt es ein r > 0:

B,(0) C V.

Aber ¢ : X — R ist stetig bzgl. der starken Topologie und line-
ar und somit ist nach Konstruktion der schwachen Topologie U :=
{z € X| [{¢,2)] < r} Umgebung von 0 beziiglich 7(X,X*). U =
0 1(B,(0)) = p(U) = B.(0) CV, d.h. ¢ ist schwach stetig.

“=“Sei A (X, 7(X, X)) — (Y, 7(Y,Y")) stetig und linear. Wir miissen
zeigen, dass A stark stetig ist.
Es gilt: Wenn T': (E,7) — (F,0) eine stetige Abbildung topologischer
Hausdorffraume ist, dann ist G(7") abgeschlossen beziiglich 7 x 0. Wir
beweisen dies:
Wir zeigen: (E x F))\ G(T) ist offen. Fiir (zo,v0) € (E x F)\ G(T) gilt
Yo # Txg. Es gibt also Umgebungen Uy, Vy € o mit yg € Uy, Txy € Vj
und Vo N Uy = 0. T ist stetig, also ist Wy := T-1(Vy) € 7, g € Wh.
Wy x Uy ist offen in 7 x o und es gilt Wy x Uy N G(T) = (), denn wiire
(r,y) € Wo x UyNG(T) = y=Tzr € Uy mit x € Wy =T (V) =
Tz € Vj, dies ist ein Widerspruch zu Uy NV = 0.

Dies, angewendet in unserer Situation liefert, dass G(A) abgeschlossen
ist beziiglich 7(X, X*) x 7(Y, Y*). Da die schwache Topologie grober ist
als die starke, folgt dass G(A) abgeschlossen ist beziiglich der starken
Topologie.

Da A linear ist, folgt dann mit Satz 2.7 aus Kapitel 2, dass A stetig ist.
]

3.3 *-Schwache Topologie

Auf dem Dualraum X™* eines normierten Raumes kann man neben der starken
Topologie (gegeben durch die Norm in X* (vergleiche Kap. 0.2 (1.2)) und der
schwachen Topologie 7(X*, X**) noch die x-schwache Topologie 7(X*, X)
definieren. Fiir x € X definieren wir ¢, : X* — R durch

e (f) = (f, )

und betrachten die Familie (¢;)zcx-
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3.1 Definition. Die x-schwache Topologie 7(X*, X) auf dem Dualraum
X* eines normierten Vektorraumes X ist die gréobste Topologie bzgl. derer alle
Abbildungen (vz)rex Stetig sind, das heif§t wir setzen X = X*)YV; =R, I = X
in Abschnitt 5.1.

3.2 Satz. Die x-schwache Topologie ist eine Hausdorff Topologie.

BEWEIS : Seien f1, fo € X, fi # fo. Dann gibt es ein z € X : mit (fy,x) #
(fa, ). Sei (f1,z) < (fa,x). Also gibt es ein a € R : (f1,z) < a(fs, x). Setze

U1 = {fEX*
U2 = {fEX*

(f.2) < a} =g (—00,0),
(f,2) > a} = ¢ ' (a, 00).

Dann gllt Ul, U2 € T(X*,X>, f1 S Ul, f2 € UQ, U1 N U2 :(Z) ]

e Wir sagen, die Folge (f,), € X* konvergiert x-schwach gegen f € X*
genau dann, wenn f,, — f beziiglich 7(X*, X). Wir benutzen die Notation

fo=r ' (n— )

Dies ist nach Lemma 1.2 dquivalent zu
(fnsz) = (f, 7) (n—o00)VxeX,

d.h. punktweise Konvergenz.

e Wir wollen nun die Topologien 7(X*, X), 7(X*, X**) und die starke To-
pologie (induziert durch die Operatornorm in X*) miteinander vergleichen.
Dazu benétigen wir folgende Uberlegung: Sei X ein Banachraum, X* sein
Dualraum mit der Norm

/]

x+ = sup [(f,2)x- x|
lz]| x <1

und X** sein Bidualraum mit der Norm

x= — Sup |<g7f>X**,X*-

[[fllxx<1

g1

Die kanonische Isometrie J : X — X** wird wie folgt definiert: sei x € X
fest, die Abbildung f +— (f,z) von X* nach R ist ein beschréanktes, lineares
Funktional auf X*, d.h. ein Element von X**, das mit Jx bezeichnet wird.
Wir haben also

(Ja, f)x=x-=(f,r)x-x VeeX feX". (3.3)
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Es ist klar, daf§ J linear und eine Isometrie ist, d.h. ||Jz|
x € X. In der Tat gilt:

oo = ||z|| ¢ fiir alle

(3.3) Kapitel 1.1 (1.11)
x= sup [(Jz, f)l =" sup |(f,7)] = ]l

[[fllx+<1 [[fllxx <1

7]

Allerdings ist J nicht notwendig surjektiv. Man kann aber immer mit Hilfe
von J den Raum X mit einem abgeschlossenen Unterraum von X** identifi-
zieren.

Beispiel: Wir werden zeigen, dass (L'(Q))* = L> und (L*(Q))* 2 L'(Q),
d.h. LNQ) G (L1(Q))*.

e Sei X ein Banachraum. Dann sind auf X* die schwache 7(X*, X**) und
die *-schwache 7(X*, X)) und die starke Topologie S definiert. Da X C X**
ist 7(X*, X) C 7(X*, X*) C S. Wir werden zeigen, dass die abgeschlossene
Einheitskugel L

By (0) = {f e X"

kompakt beziiglich 7(X*, X) ist.

1A <1}

e Wenn dim X < oo ist, wissen wir aus der linearen Algebra, dass dann
dim X = dim X* = dim X**

und somit sind nach Satz 2.6 alle Topologien identisch.

Vollig analog zu Lemma 2.4 und Satz 2.5 beweist man:

3.4 Lemma. Sei fy € X*. Fine Umgebungsbasis von fy bzgl. 7(X*, X) ist
durch Mengen der Form

V={feX"

|<f_ f07xi>| < Evi € ‘]}7
wobei J endlich ist, x; € X und e > 0, gegeben.
3.5 Lemma. Fir eine Folge (f,) C X* gilt:

(i) fo— f bzgl. 7(X*, X) genau dann, wenn fir alle x € X gilt:

() = ([, ),

(i) fn — f stark in X*, dann gilt: f, = f schwach in X*,
fo — f schwach in X*, dann gilt: f, — f %-schwach in X*,
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(iil) f. = f *-schwach in X*, dann ist die Folge (|| f,||) beschrinkt und es
qilt:
170 < i inf 14

(iv) fn — f *-schwach in X* und x, — x stark in X, dann gilt:
(fn:@a) = ([, 2)

3.6 Satz. Sei ¢ : X* — R linear und stetig beziiglich 7(X*, X). Dann exi-
stiert ein x € X mit

p(f) = (f,z) VfeX" (3.7)

3.8 Lemma. Sei X ein Vektorraum und seien @, @1, ..., ¢, Linearformen
auf X mit der Figenschaft

pilr)=0 Yi=1,....,n= p(z) =0. (3.9)

Dann existieren A1, ..., A\, € R so, dass

Y= Z Aipi.-
i=1
BEWEIS : Betrachte
F:X =R 2 (o), 01(2),. .., 0n)).
Mit (3.9) folgt, dass a = (1,0,...,0) & R(F) und R(F') ein abgeschlossener,
linearer Unterraum ist. Also gibt es nach Kapitel 1, Satz 2.11 eine Hyperebene

auf R"™! die ¢ und R(F) trennt, d.h. es existieren Ao, A\1,...,\, € R und
ein o € R mit

=1

Da X ein linearer Raum ist, gilt die Aussage nicht nur fiir x, sondern auch
fiir B und wir kénnen mit § — oo gehen. Dann folgt

0= Aop(z) + Z Aipi (),
i=1
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aber da \g < a < 0ist A\g # 0. Wir kénnen also durch \g teilen und erhalten:
90(37) = - Z _901‘($)7
el
wir haben also also die gesuchte Darstellung gefunden. [

BEWEIS (Satz 3.6): Da ¢ : X* — R linear und stetig ist, gibt es eine
Umgebung V' von 0 beziiglich 7(X*, X) mit

lp(f)l <1 VfeW
OBdA sei V von der Form

V={feX"

[(f,z)| <e,i=1,...,n}
mit x; € X, € > 0. Falls f derart ist, dass
(f,x;) =0 1=1,...,n,

dann ist f € V und fiir alle a € R ist af € V. Also ist |a||¢(f)] < 1 und
nach Ubergang |a| — oo folgt o(f) = 0.

Betrachte fir ¢ = 1,...,n : ¢;(f) = (f,x;), f € X* und ¢(f). ¢; und ¢
sind Linearformen auf X*. Nach Lemma 3.8 gibt es A\; € R, so dass fiir alle
fe X" gilt:

o(f) = Z&'%(f) = Z/\i<f7 T;) = (ﬂZ%’%)

=

3.10 Satz (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Die abgeschlossene Einheitsku-
gel
By = {f € X" | Ifllx <1}

des Dualraumes eines Banachraumes X ist kompakt beziiglich der x-
schwachen Topologie T7(X*, X).

¢ Kurzausflug in die Topologie
Fiir topologische Rédume (X;, 7;) betrachtet man den Produktraum [] X; und
iel
Projektionen
;i HXi — X;n: (x;)ier — ;.

i€l
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Die kanonische Topologie auf || X; ist die schwache Topologie aus Abschnitt
iel
31mit X =[] X, Y; = X;, ¢; = m;. Dies ist die grobste Topologie, beziiglich
iel
derer die 7;, v € I stetig sind. Diese Topologie ist Hausdorff, da die 7; stetig
sind und die X; Hausdorft.

3.11 Satz (Tychonoff). Seien (X;,7;) topologische Réiume. Der Produkt-
raum (][] Xi, 7) ist genau dann kompakt, wenn X;, i € I kompakt ist.
i€l

BEWEIS :

"=“ Wenn f : (X,7) — (Y,0) stetig ist und X kompakt, dann ist auch
das Bild f(X) kompakt. Nach Konstruktion sind die 7; : [[ X; — X
il
stetig und da [[ X; kompakt ist, ist 7;(]] X;) = X kompakt.
i€l i€l
“«<=*“ ohne Beweis, z.B. im Buch von Rudin “Funktionalanalysis® oder im
Buch von Meise, Vogt “Funktionalanalysis®.

BEWEIS (Satz 3.10):

Betrachte RY = Z := [] R, mit Elementen w = (wy)zex, w, € R. Wir
zeX
versehen Z mit der kanonischen Topologie 7, aulerdem versehen wir X* mit

der *-schwachen Topologie 7(X, X*). Die Projektionen 7, : Z - R : w =
(wy)zex — wy sind stetig fir alle y € Y. Betrachte die Abbildung

O X*— 7 frs ({f,7))eex

Nach Lemma 1.3 ist ¢ stetig genau dann, wenn fiir alle y € Y gilt, dass die
Abbildung
myo®: X" =R

stetig ist. Sei y € X, dann ist m, o ®(f) = (f,y) linear. Fiir ¢ > 0 ist die
Menge {f € X*||(f,z)] < e} eine offene Umgebung der Null beziiglich
7(X*, X) und somit ist 7, o ® stetig.

Wir zeigen, dass ® ein Hombomorphismus ist, d.h. wir zeigen, dass ¢ und
d~1 stetig sind und dass ® bijektiv ist. Offensichtlich ist

d: X" — B(X)

surjektiv. Sei ®(f) = ®(g), dann ist (f,z) = (¢,x)Ver € X = f =g, ® ist
also injektiv.
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Wir miissen noch zeigen, dass die Umkehrabbildung
O P(XT) - X*

stetig ist. Wir wenden wieder Lemma 1.3 an, wir miissen also nur zeigen, dass
fiir alle y € X die Abbildung p,0®~! : ®(X*) — R stetig ist. Sei w € ®(X*),
dann hat w die Form w = ((f,2)).ex, f € X*, also ist &~ 1(w) = f. Aber

0y(9) = (9,9), g € X*. Fiir w € ®(X*) ist ¢, (P~ (w)) = (f,y) = w, = T,w.
Aber ¢, o 7! ist somit gerade m,|e(x+) und also stetig.
Sei

K ={we Z‘ wa| < 2], Wety = Wa + Wy, Wrz = Awy
Vz,ye X, A € R}.

Wir zeigen ®(Bx~+) = K:

“C“ Sel w € ®(Bx+). Dann existiert f € By« mit || f||x+ < 1 und ®(f) =

((f,x))zex. Dann ist
wa| = [T (@) = [(fs )] < | fllll]] < |-

Weiterhin gilt:

woyy = (f,x+y) = (f,2) + (f,7) =ws +wy.
Analog zeigt man wy, = Aw,. Also isz w € K.
“DF Sel w € Z mit wypy = Wy + wy, Wag = Aw,. Wir definieren f durch:
(f,z) := w,.
Dann ist f linear und es gilt:
[(fo )| = lwa| < ]|,
also ist f stetig mit || f|| < 1. Somit ist w = ®(f) € Bx-.

Es reicht also zu zeigen, dass K kompakt ist, denn da K = ®(Bx+) und ¢
Homdorphismus, ist dann auch ®~1(K) = By kompakt.
Wir teilen K auf in zwei Mengen:

K:KlﬂKg

mit
K ={we Z||w| < |z]| V& € X}
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und
Ky={we Z’wﬁy =w; +wy, Wy = A, Vr,y € X, A € R}
Offensichtlich kann man K schreiben als

Ky = [T =lzl) =]

zeX

Da die Intervalle [—||z||, [|z]|] in R kompakt sind, ist nach Satz 3.11 auch ihr
Produkt und somit K; kompakt.
K, ist abgeschlossen, denn fiir z, y fest, aber beliebig betrachte

Ay ={we Z|wx+y—wx—wy20}
und fiir A € R, x € X fest, aber beliebig betrachte
By ={w € Z |wys — Aw, = 0}.

Urbilder der Null unter stetigen Abbildungen sind abgeschlossen, also ist
auch ihr Durchschnitt

K; = ( ﬂ Ar,y) ﬂ( ﬂ BA,:L‘)

z,yeX AER, z€X

abgeschlossen. Dann ist /1 N K5 eine abgeschlossene Teilmenge von K7 und
nach Kapitel 0.2, Lemma 2.6 ist K kompakt. [

3.4 Reflexive Raume

4.1 Definition. Sei X ein Banachraum und sei J : X — X** die durch (3.3)
definierte kanonische Isometrie von X nach X**. Dann heifit X reflexiv
genau dann, wenn J surjektiv ist.

e Wenn X reflexiv ist, sind X und X** identifizierbar.

e Eis gibt einen Banachraum X und eine lineare, surjektive Isometrie von X
auf X**, so dass X nicht reflexiv ist.

e Wenn X reflexiv ist, stimmen die *-schwache Topologie 7(X*, X)) und die
schwache Topologie 7(X*, X**) {iberein.

e Aufgrund der Definition von reflexiv und schwacher bzw. x-schwacher Kon-
vergenz erhélt man sofort, dafl fiir reflexive Banachrdume X schwache und
x-schwache Konvergenz in X* iibereinstimmen.
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4.2 Satz (Kakutani). X ist reflexiv genau dann, wenn
By ={zeX||z| <1}
kompakt beziiglich der schwachen Topologie T(X, X*) ist.

BEWEIS “=%“ Da X reflexiv ist, ist J surjektiv, d.h. J(X) = X**. Da J
eine Isometrie ist, ist J(By) = Bx«. Aus Satz 3.10 wissen wir, dass By«
kompakt ist beziiglich 7(X**, X*). Wir zeigen nun, dass

J—l . (X**7T(X**,X*)) N ()(77_()(7 X*))

stetig ist.
Nach Lemma 1.3 reicht es, zu zeigen, dass fiir alle f € X* die Abbildung

W= <f7 ‘]_lw>X*,X

als  Abbildung von (X** 7(X* X*)) nach R stetig ist. Aber
(f,J'wyx-x = (w,f)x=x+, wir betrachten also die Stetigkeit der
Abbildung w — (w, f)x+ x+. Sie ist aber schon stetig nach Konstruktion
von 7(X**, X*), also ist Bx kompakt beziiglich 7(X, X*).

Fiir die Riickrichtung benétigen wir 2 Lemmata.

4.3 Lemma. Sei X ein Banachraum und f1,..., f, € X* undaq,...,a, € R
beliebig, aber fest. Dann ist dquivalent:

(1) Fir alle € > 0 gibt es ein x. € X, so dass ||zc|| < 1 und fir alle
1=1,...,n gqilt:
|<fi>$6> - ai| <é,

(i) Fir alle p,...,03, € R gilt

} Zaiﬁi‘ < H Zﬁzfz‘
i—1 i=1

X*°
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BEWEIS :

(i) = (ii) Seien fy, ..., 3, € R beliebig, aber fest, S := > |3;]. Nach (i) folgt
i=1

‘ Zﬁi(fi,$g> — Zazﬂi| < Se, und somit
i=1

i=1

1> i < | D Bilfiw)| + Se
i=1 i=1

< || Z 5z‘f¢|
i=1

Da ||z.||x <1 und € > 0 beliebig folgt (ii).

X JIEHX + Sé

(ii) = (i) Sei a := (aq,...,a,) € R" und

o: X —=>R":z— ((fi,z),...,{(fn,2)).

Die Aussage (i) gilt genau dann, wenn o € ¢(By) ist. Dies zeigen wir
durch einen Widerspruchsbeweis. Sei also a & ¢(Bx). {a} ist kompakt,
©(Bx) ist abgeschlossen und konvex, dann folgt mit dem Satz von
Hahn-Banach, dass es ein = (f1,...,3,) € R” und ein v € R gibt,

so dass

iﬁﬂfi,x) <7<iazﬂi Vz € By
i=1 i=1
und da auch —x € By ist, folgt
‘(iﬁiﬁ,xﬂ = ’iﬁi<fiax>‘ <7< iaiﬁi'
i=1 i=1 i=1
Wir bilden das Supremum iiber x € Bx und erhalten:
IS 4k
i=1

Dies ist ein Widerspruch zu (ii).

n
x << Zazﬂi-
i1

4.4 Lemma. Sei X ein Banachraum. Dann ist J(Bx) dicht in Bxs
beziiglich der x-schwachen Topologie T(X**, X*).
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BEWEIS : Sei w € Bx« und V Umgebung von w beziiglich 7(X**, X*). Wir
miissen zeigen, dass V N J(Bx) # 0. OBdA sei

V={neX™

[(n—w, f)]| <e,i=1,...,n},
mit € > 0, f; € X*. Wir miissen also zeigen, dass es ein z € Bx gibt mit
|<JX,fi>X**,X* — (w,f2>| = ‘(fi7$>X*,X — <w,f1>’ <g 1= 1, coa, N (45)

Sei o := (w, f;) und [y, ..., B, fest, aber beliebig. Dann ist

Z@f@-!

Das ist (ii) aus Lemma 4.3. Aus Lemma 4.3 (i) folgt also, dass ein z. € By
existiert, so dass fiir alle s = 1,...,n gilt

X*-.

Y@l =1 Bilw, fi)l < llwllxe-
i=1 i=1

[{fiwe) — il <,

und nach der Definition von « folgt (4.5) und somit die Behauptung. n

BEWEIS (Satz 4.2, 7<="): Sei By kompakt beziiglich der schwachen Topo-
logie 7(X, X*). Wir wissen, dass J : X — X** stetig beziiglich den starken
Topologien ist und mit Satz 2.13 folgt

J (X, 7(X, X)) = (X7 (X, X)),
ist stetig. Da 7(X**, X*) grober ist als 7(X™**, X***) folgt, dass
J (X, 7(X, X)) = (XM (X, X))
stetig ist. Also ist J(Bx) kompakt beziiglich 7(X**, X*). Allgemein gilt, dass
jede kompakte Menge abgeschlossen ist und da wegen Lemma 4.4 J(Bx)
dicht in Bx« beziiglich 7(X**, X*) ist, folgt
J(Bx) = Bx»s.
Nach Skalierung erhélt man J(X) = X**. "
4.6 Lemma. Sei X ein Banachraum. Dann gelten:

(i) Jeder abgeschlossene lineare Unterraum von X ist reflexiv, falls X re-
flexiv ist.



80 3SCHWACHE TOPOLOGIE UND REFLEXIVE RAUME

(ii) Sei A: X — Y ein Isomorphismus. Dann ist X reflexiv genau dann,
wenn Y reflexiv ist.

(i) X st reflexiv genau dann, wenn X* reflexiv ist.

BEWEIS : (i) Sei G C X ein abgeschlossener Unterraum. Fiir g € G**
definieren wir g € X** durch

<§a f>X**,X* = <g7f|G>G**,G* ; f € X",

Wir zeigen, dass J5'g € G. Falls J3'§ € G gelten wiirde, giéibe es nach Satz
211ein f € X* und o € R mit

<fa u>X*,X > o> <f7 J);1§>X*,X = <§a f>X**,X* = <f7f|G>G**,G*a Vu S G.
(4.7)

Da G ein Unterraum von X ist, folgern wir sofort (f,u) = 0,u € G, d.h.

fle = 0. Dies wiederum in (4.7) eingesetzt ergibt einen Widerspruch.

Wir zeigen nun, dass Jg(Jx'g) = g gilt. Sei f € G* und f € X* eine

Fortsetzung nach dem Satz von Hahn-Banach. Dann gilt (vgl. (3.3), Def. §):

<9 f)G’** G* = <9 f|G>G** G*
P20 G, Fxe

= <f7 X g>X*,X
Jxlgeq _ L
X:g <f7 J);lg>G*,G - <<]G"]Xlga f)G**,G* )

d.h. g = Jo(Jx'§) und somit ist Jg surjektiv.
(ii) Es reicht zu zeigen:

X reflexiv = Y reflexiv,

denn die andere Richtung folgt dann sofort, da die Inverse auch ein Isomor-
phismus ist. Sei also X reflexiv und g € Y**. Dann ist durch

<h,’ U)X**’X* = <g7 u o A_1>Y**’Y* y Uu e X*

ein h € X** definiert. Fiir alle v € Y* gilt:
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d.h. g = Jy AJx'h und somit ist Jy surjektiv.

(iii) Nach Satz 3.10 ist Bx~ kompakt beziiglich der *-schwachen Topologie
7(X*, X). Da X reflexiv ist, ist 7(X*, X) = 7(X*, X**), d.h. Bx« ist auch
kompakt beziiglich 7(X*, X**) und dann folgt mit Satz 4.2, dass X* reflexiv
ist.

Sei umgekehrt X* reflexiv. Nach dem gerade gezeigten ist X** reflexiv. Da
Jx(X) ein abgeschlossener, linearer Unterraum von X** ist, ist nach (i)
Jx(X) reflexiv und nach (ii) ist also X reflexiv. "

4.8 Folgerung. Sei X ein reflexiver Banachraum und K eine konveze, abge-
schlossene, beschrinkte Teilmenge. Dann ist K kompakt beziiglich der schwa-
chen Topologie T(X, X™).

BEWEIS : Da K konvex und abgeschlossen ist, folgt mit Satz 2.10, dass K
abgeschlossen ist beziiglich 7(X, X*) und da K beschriankt ist, gibt es ein r,
so dass K C B,.(0) = rB1(0). Aber Bx ist kompakt beziiglich 7(X, X*), d.h.
auch B,(0) ist kompakt beziiglich 7(X, X*) und dann folgt mit Lemma 2.6
aus Kapitel 0, dass K kompakt ist beziiglich 7(X, X*). n

e Wir wollen nun untersuchen, ob By auch folgenkompakt ist. Dazu benoti-
gen wir einige Resultate fiir separable Raume.

4.9 Satz. Sei (M,d) ein separabler, metrischer Raum und A C M eine
Teilmenge. Dann ist auch A separabel.

BEWEIS : Da M separabel ist, gibt es eine Folge (x,), die dicht in M liegt.
Sei (r,) € Ry mit r, \, 0. Wéhle a,., € AN B, (z,), falls AN B, # 0.
(@pm)nmen ist abzdhlbar. Sei @ € A. Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 ein z,, so,

dass d(a, z,) < § und ein m € N mit r,, < 5. Dann ist

d(a, anm) < d(a,z,) + d(xn, Gpm) < g + 7, <E.
n

4.10 Satz. Sei X ein Banachraum so, dass X* separabel ist. Dann ist auch
X separabel.

BEWEIS : Da X* separabel ist, gibt es eine Folge (f,,), die dicht in X* liegt.

/]

x+ = sup |[(fo, )| = sup [{fn,2)|

llzllx <1 =l x=1

Die letzte Gleichheit gilt, denn:
=% da {|Jzf| = 1} € {[l«]| <1} und
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oo o)

“<“ da fir x # 0 gilt: (fn,x%> = [z (fn, H:£_||> <
> 3l fall- Sei Lo der Vektor-

Also gibt es (x,) mit ||z,|| = 1, so dass (fn, z,)
raum {iber Q generiert durch (z,,), d.h.

NI o~

N
LQZ{ZL’GX‘ZB:ZC]nSBnaCJnGQ}

n=1

Lyg ist abzahlbar, da Ly = |J An. Ap, = spang{z,...,2,} ist isomorph zu
neN
Q". Sei L der Vektorraum iiber R generiert durch (x,). Dann gilt

Lo CL & Lqist dicht in L.

N

In der Tat, sei z = > a,z, € L, dann gibt es zu ¢ > 0 ein g, so, dass
n=1
|gn — 0] < 5 und dann ist

Wenn wir zeigen, dass L dicht in X ist, ist die Behauptung bewiesen, denn
dann ist Ly € L C X jeweils dicht, d.h. Ly = L = X. Sei f € X* mit
(f,z) =0V x € L. Wir wollen zeigen, dass dann schon f = 0 ist, denn dann
folgt mit Kapitel 1 Folgerung 2.12, dass L = X ist. Zu ¢ > 0 gibt es ein f,
so, dass || f — ful| < e, dann gilt

Sl < Uoen) = Un = fr) + (0} = (fu = frn) S ¢

A< = full + 1 full <&+ 26 = 3¢,
und da e beliebig war, folgt die Behauptung. [

4.11 Folgerung. Sei X ein Banachraum. Dann ist X separabel und reflexiv
genau dann, wenn X* separabel und reflexiv ist.

BEWEIS :

“<=“ Wenn X* separabel ist, folgt mit Satz 4.9, dass X separabel ist und
wenn X* reflexiv ist, ist nach Lemma 4.6 (iii) X reflexiv.

“=* Nach Lemma 4.6 (iii) ist X reflexiv genau dann, wenn X* reflexiv ist.
Wenn X reflexiv ist, ist aulerdem J : X — J(X) = X™** eine lineare
Isometrie, wenn also (x,) eine dichte Folge in X ist, ist auch (J(x,))
dicht in X**, d.h. X™** ist separabel. Dann folgt, dass X* separabel und
reflexiv ist.
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4.12 Satz. Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist Bx+ beziiglich der
x-schwachen Topologie T(X*, X') metrisierbar, d.h. es existiert auf Bx+ eine
Metrik d so, dass die durch sie generierte Topologie auf Bx« mit 7(X*, X)
eingeschrinkt auf Bx« tbereinstimmdt.

BEWEIS : Sei X separabel, d.h. es gibt eine Folge (x,),en, die dicht in By
liegt. Fiir f, g € By~ definieren wir die Metrik

ZQLH [(f = g, 20)]

n=1

und betrachten die dadurch generierte Topologie.
(i) Fir fo € Bx+ sei V Umgebung von fy beziiglich 7(X*, X). Wir wollen
zeigen, dass es ein r > 0 gibt, so dass

d(f, fn) <} SV

OBdA koénnen wir annehmen, dass fiir ¢ > 0, y; € X, V die Form hat

V={f€Bx|[{f — fowdl <ci=1,....k}.

Es ist HZ;_ZH € By, es gibt also einen Index n;, so dass
e 1

< -
I IIszI 4|yl
Wiéhle r» > 0 so, dass fiir allet = 1,..., k gilt

TL

Qi < )
2|yl
Sei f € U, dh. d(f, fo) < r, dann ist auch o |(f — fo,2y,)| < rVi und
somit:
Yi
|<f - fo;%’>| = ||yz|||<f_ foamﬂ
Yi ni
< lwll(ll 1l + Hfoll H T |72
il €
+ [yl
]| 4 2|1yl

=&
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(i) fo € Bx«, r > 0 fest, beliebig. Wir miissen zeigen, dass es eine Umgebung
V beziiglich 7(X*, X) gibt mit V' C B%(fy) = {f € Bx-|d(f, fo) <r} =:U.

Sei
V:{fe BX* | ‘(f-fo,l’»l <€,i: 1,,]€}
Zu wahlen ist €, k. Fiir f € V ist

[e.9]

k
1 1
d(f, fo) :ZQ—n|<f—f0,In>|+ Z 2_n|<f_f0793k:>|
n=1 n=k+1
<e+2 i i
< on
n=k+1
:€+%
ror
< _iZ
-2 2
:1”7
wenn wir € < 7 und 21%1 < 5 wihlen. [

e Die Umkehrung von Satz 4.12 gilt: Wenn By- beziiglich 7(X™*, X') metri-
sierbar ist, so ist X separabel.

4.13 Satz. Sei X ein Banachraum so, dass X* separabel ist. Dann ist By
metrisierbar beziiglich der schwachen Topologie T(X, X*).

BEWEIS : Wortwortlich wie der Beweis von Satz 4.12, vertausche die Rolle
von X und X*. [

4.14 Folgerung. Sei X ein separabler Banachraum und sei (f,) C X* be-
schrinkt. Dann existiert eine Teilfolge (fn,) C (fn), die beziglich der x-
schwachen Topologie konvergiert.

BEWEIs : OBdA sei ||f,|| < 1. Nach Satz 3.10 ist Bx« kompakt beziiglich
7(X*, X) und nach Satz 4.12 ist Bx~ metrisierbar beziiglich 7(X*, X), aber
nach Kapitel 0 Satz 2.4 sind kompakt und folgenkompakt dquivalent. ]

4.15 Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und (x,) C X eine beschrinkte
Folge. Dann ezistiert eine Teilfolge (x,,,) C (z,,) die beziglich der schwachen
Topologie konvergiert.

BEWEIS : OBdA sei ||z,|| < 1. Sei My der Vektorraum iiber R, der durch
(x,) generiert wird. Setze M = M. Analog zu Satz 4.10 sieht man, dass
M separabel ist. Aulerdem ist M ein abgeschlossener, linearer Unterraum
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von X, also ist nach Lemma 4.6 (i) M reflexiv und wegen Satz 4.2 ist die
Einheitskugel By = {z € M | ||z| < 1} kompakt beziiglich 7(M, M*).

Da M separabel ist, ist nach Folgerung 4.11 auch M™* separabel und mit
Satz 4.12 ist Bp« metrisierbar beziiglich 7(M™*, M*). Da M reflexiv ist,
ist J(By) = By und J(M) = M*™, also ist By metrisierbar beziiglich
7(M, M*). Nach Kapitel 0 Satz 2.4 ist eine Menge eines metrischen Raumes
kompakt genau dann, wenn sie folgenkompakt ist, also gibt es eine Teilfolge
(n,) C (z,,), die beztiglich 7(M, M*) konvergiert, d.h. fiir alle f € M* gilt:

() = (7).

Aber (z,,) konvergiert auch beziiglich 7(X, X*), denn fiir alle f € X* ist
flar € M* und da (x,,) € M erhalten wir

<fv$nk> = <f|Maxnk> - <f|Max> = <f>$>

e Es gilt die Umkehrung von Satz 4.15: Sei X ein Banachraum so, dass alle
beschrankten Folgen eine schwach konvergente Teilfolge besitzen. Dann ist
X reflexiv.

4.16 Lemma. Sei C' eine abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven
Banachraumes X . Das Funktional f: C — (—o0,00] sei konvex, unterhalb-
stetig und koerziv, d.h. f(u) — oo fir ||u|| — oo, u € C. Dann besitzt f auf
C ein Minimum. Die Begriffe ,abgeschlossen® und ,unterhalbstetig” sind
beztiglich der starken Topologie gemeint.

BEWEIS : 0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass f nichttrivial ist, d.h. f #
00. Sei (u,,) C C eine Minimalfolge von f, d.h.

fup) — inf f(v)  (n—o00).

veC

Aufgrund der Koerzivitdt von f muss die Folge (u,) beschrankt sein. Also
gibt es nach Satz 4.15 eine schwach konvergente Teilfolge (u,,, ) mit w,, —
ug (k — o00), und Satz 2.11 liefert ug € C. Sei nun £ > 0 fest, aber beliebig,
und sei kg derart, dass fiir alle k > kg gilt:

fun,) < vlgéf(v) +e. (4.17)

Ferner gibt es, aufgrund von Folgerung 2.11, eine Folge (v;) C C von kon-
vexen Linearkombinationen der unk, die stark gegen uy konvergieren, d.h.

:Z;]gvjlciunk70< <1, Z =1 und v; — up, j — 00. Wegen der
Konvexitéit des Funktionals f und (4.17) folgt

(inf f(v) +€) = inf f(v) +¢. (4.18)

UEC veC

M =
}\A
5:
M =

k=1 k=1



86 3SCHWACHE TOPOLOGIE UND REFLEXIVE RAUME

In Banachriumen ist die Unterhalbstetigkeit dquivalent zur Bedingung

f(wo) < Timinf f(x,)

Tp—T0
Beweis hiervon:

“=“ f ist unterhalbstetig < {f < Ao} abgeschlossen < {f > Ao} offen.
Sei x, — o und f(zg) > liminf f(z,) =: A, dann gibt es ein g9 > 0
mit xg € {f > Ao + e} offen. Dann gibt es ein r > 0 mit B,(xg) C
{f > Ao + €0} und dann gibt es ein ng, so dass fiir alle n > ny gilt
xn, € {f > Xo+eo}, d.h. f(x,) > Ao+eo, ein Widerspruch zur Definition
von \g = ligicgff(:cn).

“<=“ Sel {f < Ao} nicht abgeschlossen, dann gibt es eine Folge (z,) C
C, x, — xo mit z, € {f < Ao} und f(zg) > Ao. Dann ist A\g <
flzg) < lign i£f f(zn) < Ao, ein Widerspruch.

Aber v; — wy, also erhalten wir aus (4.18)

flug) < lirginff(vj) < 12£f(v) +e.

Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich f(ug) = inf f, d.h. das Minimum wird
angenomimen. ¢ n

4.19 Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und M eine beschrinkte Teil-
menge. Dann gibt es fir alle Punkte v des Abschlusses von M beziiglich der
schwachen Topologie T(X, X™*) eine Folge (x,) € M, die schwach gegen x
konvergiert, d.h. x, — x beziglich 7(X, X*).

BEWEIS : Sei x € VAR beliebig, aber fest.
(i) Es gibt eine abzéhlbare Menge My C M mit

—7 (X, X™)

IEMO

Fiirn € Nsei B" := Bx- ><...><BXt.DannistfﬁrmGNund(fl,...,fn)E

vV
n-mal

Bn
1
Vr:{yGXH(fj,y—@!<E,J:1,..-7n}§X

Umgebung von x beziiglich 7(X, X*). Da 2 € M ist, gibt es ein v € M NV,
d.h.

1
(frpv—o)f <— Vj=1...n (4.20)
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Fiir v € M fest, aber beliebig setzen wir
Wy = W = {(fi..... fa) € B"| (4:20) gilt} € (X*)".

Da X reflexiv ist, folgt mit Lemma 4.6 (iii), dass auch X* reflexiv ist, al-
so stimmen die schwache und die x-schwache Topologie iiberein, d.h. W ist
beziiglich 7(X*, X**)" offen. Da X* reflexiv ist, ist nach Satz 4.2 Bx« kom-
pakt beziiglich der schwachen Topologie 7(X*, X**), also ist auch B™ kom-
pakt in (X*)" beziiglich der schwachen Topologie 7(X*, X**)". Nach Defini-
tion von V ist
B c | Jw,
veEM
und da B™ kompakt ist, gibt es sogar eine endlich Teiliiberdeckung, d.h.

k
B c | Jw,

j=1
d.h. die Menge S, = {v;,j = 1,...,k} ist derart, dass es fiir alle
(fi,--, fr) ein jo € {1,...,k} gibt mit

1 .
|<fz‘,vjo—$>|<E i=1,...,n.

Setze My = |J Spm, d.h. fir alle n,m € N und fiir alle (fy,..., f,) € B"
m,neN
gibt es ein y € M, so dass fiir allet=1,...,n

1
Y T <—
ey =2l < -
dh. z ey
(ii) Sei Xy kleinster linearer, abgeschlossener Teilraum von X, der z und M)
enthdlt. Nach Lemma 4.6 (i) ist X, reflexiv und separabel. Nach (i) ist = €
MOT(X’X ), dann ist auch x € MT(XO’XO), denn sei f € X ein lineares, stetiges
Funktional, dann gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach eine Fortsetzung
f € X* mit f|x, = f. Da M beschrinkt ist, gibt es ein R > 0 so, dass

My C M C Bg(0) =: K.

Da Xj reflexiv und separabel ist, folgt mit Folgerung 4.10, dass X auch
separabel ist und nach Satz 4.13 ist K metrisierbar beziiglich 7(Xy, X{), es
gibt also eine Folge (x,) C My, die beziiglich 7(Xo, X§) schwach gegen x
konvergiert. Fiir alle f € X ist also (f,z,) — (f,z), aber da X* C X[ ist
auch V f € X*(f,z,) — (f,z), d.h. z, = x beziiglich 7(X, X*). n
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4.21 Definition. Ein Banachraum heifit gleichmdfig konvex genau
dann, wenn fir alle e > 0 ein 0 > 0 existiert so, dass fir alle v,y € Bx, d.h.
el < 1, lyll < 1, mit ||z — y|| > € folgt |52 <1—d.

e X ist gleichméafBig konvex = By ist "rund”

Beispiele - R? mit der euklidischen Metrik, dann kann man ¢ und §
explizit berechnen.

- R? mit der Norm ||z|| := |z1| 4 |z2| ist nicht gleichm#Big konvex.

- LP(Q), 1 < p < oo ist gleichméfig konvex,

- L', L, C(Q) nicht.

4.22 Satz (Milman-Pettis). Jeder gleichmdfig konvere Banachraum ist
reflexiv.

BEWEIS : Sei w € X*™ mit ||w|| = 1. Zu zeigen ist, dass w € J(By) ist,
dann folgt durch Skalieren die Behauptung. J(Bx) ist abgeschlossen. In der
Tat, sei (w,) € J(Bx) eine Folge mit w, — w in X**. Es gibt eine Folge
(xn) € Bx mit w,, = J(x,), dann gilt:

Hxn - me = HJ(CCR) - J(xm)H = ||Wn - Wm”a

und da (w,) eine Cauchyfolge ist, ist es auch (z,), es gibt also ein z € By :
rp, — x. Dann gilt auch

wn = J(zn) — J(2),

d.h. w € J(Bx). Es reicht also zu zeigen, dass es fiir alle ¢ > 0 ein x € By
gibt mit

lw = J(2)|| <e.
Sei also € > 0, dann gibt es ein § aus Definition 4.21. Sei f € X*, [|f]| =1
und 5

W, f)>1-3, (4.23)
Diese Wahl ist moglich, da ||f]| = sup (w, f). Setze
[[wllxxx <1
kk 6
Vi={ne X7 |[n-wl <}

Dies ist eine Umgebung von w beziiglich 7(X**, X*). Nach Lemma 4.4 ist
J(By) dicht in By, also ist J(Bx)NV # 0. Sei x € By mit J(x) € V. Wir
zeigen durch einen Widerspruch:

w € J(z) 4+ eBxs.
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Sei also w € X**\ (J(x)+eBx«) =: W. W ist offen beziiglich 7(X**, X*), W
ist also offene Umgebung von w. Nach Lemma 4.4 ist (VNW)NJ(Bx) # 0, es
gibt also ein & € Bx : J(2) € VNW, d.h. J(z) € V und nach Voraussetzung
war J(z) € V, d.h.

(.2) = e P = 1), ) — (. D) <

und 5
(F,8) — (w0 )l < 5.

Also gilt

Ifll<1
2w, fYy<d+(fixe+z) < d+|xz+2

Mit (4.24) gilt dann

) ) T+
1= f <) <515

Da X gleichméfig konvex ist, ist ||z — Z|| < ¢, aber J(2) € W = ||z — Z|| =
|J(z) — J(2)|| > e, ein Widerspruch. n

4.24 Satz. Sei X ein gleichmdfig konvexer Banachraum und sei (x,) eine
schwach konvergente Folge mit

lim sup [Jz.| < [

Dann konvergiert x,, stark gegen x.

BEWEIS : OBdA sei z # 0. Sei A, := max(||z,[|, ||z]|), dann ist sofort klar,
dass A, — ||z||. AuBerdem definieren wir

T T
Yn =1 Y=g
An ]

Wenn x,, — z folgt, dass y,, — y, denn fiir f € X* gilt:

Tn Ty T

il

[zl fl=

|<f,yn>—<f,y>|§|<fﬁ’j—: )+ 147,

o
1 1 1
<Al | o] 4o o =)
g I A
<K N——— —
—0

— 0.
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Wir wissen, dass [|y|| < hﬂglf |42 1|, aber da [|y|| = 1 und [|y,|| < 1 folgt

Yn + Y, 1
5 [ < Timsup o ([lynl + [lyl) = 1.

n—oo

1 < liminf ||

Dann sicht man, dass ||“2| — 1 und da X gleichm#Big konvex ist, folgt
yn —y — 0, also auch z,, — x. [



