Kapitel 4

Lebesgueriume LP

4.1 Wiederholung

Im Weiteren ist {2 C R™ immer eine offene Menge. Wir betrachten den R"
versehen mit dem Lebesguemaf}, welches wir mit dx bezeichnen. Fiir messbare
Mengen M bezeichnen wir mit |M| das Lebesguemafl von M.

Die Relation ,, f = ¢ fast iiberall“ ist offensichlich eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der messbaren Funktionen. Man kann also eine gegebene Funk-
tion f auf einer beliebigen Nullmenge beliebig umdefinieren und bleibt in
der gleichen Aquivalenzklasse. Im Weiteren werden wir nicht zwischen der
Funktion f und ihrer Aquivalenzklasse [f] unterscheiden. (Etwas ungenau
aber sehr praktisch.)

1.1 Definition. Sei 1 < p < co. Wir bezeichnen mit LP = LP(Q) die Menge
aller Lebesgue—messbaren Funktionen f mit

/|f|p dr < oo.
Q

Die Grifse

i1, i= | [ 157 ao (12)
Q

heifft LP-Norm der Funktion f € LP. Mit L™ = L*(Q) bezeichnen wir die
Menge aller messbaren Funktionen f fiir die eine Konstante K € R existiert
mit

lf| <K fast dberall.

Die Grifse
f :=esssup |f(x)| := inf sup T 1.3
11l oo o |f(2)] MM o \M|f( )| (1.3)

heifit L>°-Norm der Funktion f € L.

93
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Dass die so definierten Groflen wirklich Normen sind basiert auf folgenden
Ergebnissen.

1.4 Lemma (Young—Ungleichung). Seip,q € (1,00) mit ¢~' +p~ ! = 1.
Fiir nichtnegative Zahlen a,b gilt

ab? b
ab< —+ —.
p q

BEWEIS : Analysis III, Lemma 6.14 ]

1.5 Lemma (Holder—Ungleichung). Sei f € LP und g € LY mit
p,q€[l,00], ¢t +pt =1." Dann ist fg € L' und es gilt:

/ foda| < |I£1L llgll,
Q

BEWEIS : Analysis III, Satz 6.15 ]

1.6 Lemma (Minkowski—Ungleichung). Sei p € [1,00] und f,g € LP.
Dann ist f+ g € LP und es gilt:

LF+gll, <A1, + lgll, -

BEWEIS : Analysis III, Satz 6.16 ]
1.7 Satz. Firl <p < oo ist (L?,||-|,) ein normierter Vektorraum.
BEWEIS : Analysis I1II, Satz 6.13 [

1.8 Satz (Fischer— Riesz). Fiir 1 < p < oo ist (L7, ||-||,) vollstindig, also
ein Banachraum.

BEWEIS : Analysis III, Satz 6.18 ]

1.9 Lemma. Sei (f,) C L?, 1 < p < oo eine Folge, die stark gegen f € LP
konvergiert. Dann existiert eine Teilfolge (fy,) die fast iberall gegen f kon-
vergiert.

BEWEIS : Analysis III, Folgerung 6.19 ]

Sétze iiber das Vertauschen von Integral und Grenzwert haben eine zentrale
Bedeutung in der Integrationstheorie und ihren Anwendungen.

"'Wir benutzen die Konvention, dass p = 1,¢ = oo in der Identitdt ¢=' +p~! =1
enthalten ist.
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1.10 Satz (Levi, monotone Konvergenz). Sei {f,} eine Folge messbarer
Funktionen mit f, / f fast diberall und sei fo1 dx > —oo. Dann gilt:

lim fndx—/fdx

n—oo

BEWEIS :  Analysis III, Satz 6.2 ]
1.11 Satz (dominierte Konvergenz). Sei {f,} eine Folge messbarer

Funktionen mit f, — f fast iberall. Wenn es eine Funktion h € L' gibt
mit | fn| < h fast diberall fiir alle n € N, dann gilt f € L' und

n—oo

lim fndx—/fdx

BEWEIS : Analysis I1I, Satz 6.6 ]
1.12 Satz (Verallgemeinerter Satz iiber die dominierte Konver-

genz). Seien {f,} und {h,} Folgen aus L', die fast iiberall gegen f bzw.
h, ebenfalls aus L', konvergieren. Weiterhin gelte | f,| < h,, und

/hndxe/hdx (n — 00).
Q Q

/\fn—f]dx—>0 (n — 00).
Q

Dann folgt

BEWEIS : Ubungsblatt 9, Analysis ITI ]

1.13 Lemma (Fatou). Sei {f,} eine Folge messbarer Funktionen und g €
LY. Aus f, > g fast diberall fiir alle n € N folgt

/ liminf f, dr < liminf / fndx.

n—00 n—o00
Q

BEWEIS :  Analysis I, Lemma 6.5 ]

Weitere wichtige Sétze sind:

1.14 Satz (Lusin). Sei A C R" eine offene Menge mit |A| < oo und f :
R™ — R messbar. Fir alle e > 0 existiert eine kompakte Menge K = K () C
A so, dass
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(1) |A\ K| <¢;

(i1) fl|k ist stetig.
BEWEIS : Analysis III, Satz 5.5 ]
1.15 Satz (Egorov). Sei A C R™ messbar mit |A| < oo und seien f, : A —

R messbare Funktionen mit f, — g fast diberall. Dann ezistiert fir alle e > 0
eine messbare Menge B C A mit

(i) [A\ B| <e,
(i1) fr = g gleichmdfig auf B.

BEWEIS : Analysis III, Satz 5.9 (]

1.16 Satz (Fubini). Sei f € LY(Qy x Q). Dann gilt fiir fast alle v € Q4

f(l’,) 6L1(92)7 f(xvy)dyELl(Ql)7

Qo

und fiir fast alle y €

f(,y) € LY(Q), ) f(z,y)de € L*(Qy).

Weiterhin gilt

/ f(x,y) dy d = / f(x,y) de dy = / Fy) d(z % y).
Q1 JQo Q2 JO Q1 xQ9

BEWEIS : Analysis III, Satz 7.13 ]

Wir bezeicnen mit C(€2) die Menge aller gleichméBig stetigen, beschréankten
Funktionen f: ) — R. Versehen mit der || - ||o Norm bildet C(2) einen Ba-
nachraum. Mit C*(Q) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f € C(Q),
deren partielle Ableitungen 0°f, |a| < k, zum Raum C(Q) gehoren. Wir
setzen C*°(Q) = Ny C*(Q). Mit CE(Q), k € N, bzw. C§°(€2) bezeichnen
wir die Teilrdiume von C*(Q), k € N, bzw. C*(Q) von Funktionen mit kom-
paktem Tréger.

1.17 Satz. Sei 1 < p < oo. Dann gibt es zu jedem f € LP(Q)) eine Folge
fr € Co(§) mat || f = fill, — 0.

BEWEIS : Analysis III, Satz 6.23 ]
Wichtige Hilfsmittel sind die Flatung und der Glattungsoperator.
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1.18 Satz (Definition der Faltung). Sei f € LP(R") mit 1 < p < oo und
g € LY(R™). Die Faltung von f mit g ist die fast tiberall definierte Funktion

f*gﬂW“%K7U*gX@==Rnﬂx—ymwﬁw'
Es gilt fx g € LP(R™) sowie

1F* gllp < [1£1lp gl -

BEWEIS :  Analysis III, Satz 11.2 [

1.19 Definition. Se: () C R" eine offene Menge. Sei J eine nichtnegative
Funktion aus C§°(2) mit den Eigenschaften

i) J(x) =0, falls |lal| > 1;
i) Jand () do = 1.
Fiir e > 0 definieren wir J.(z) = e "J(x/e), welche die Eigenschaften
i) Je(z) =0, falls ||z|| > ¢;
i) fonde(x)dz =1
hat. J. heifit Glattungsoperator und die Faltung
(o D) @) = [ dle =) ) dy.
RBn

welche fiir Funktionen f definiert ist, fiir die die rechte Seite Sinn macht,
heifst Regularisierung von f.

e Ein typisches Beispiel fiir J ist

J(x) = k exp(liﬂiuz), falls ||z]| <1,
0, falls ||z|| > 1,

wobei k eine Normierungskonstante ist.

1.20 Satz. Sei Q2 eine offene Menge des R", f € LP(R™), 1 < p < oo sei
aufserhalb € identisch Null und & > 0.

(i) Fir f e LYQ) gilt J. * f € C°(R").
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(it) Falls * supp(f) CC Q , dann ist J. = f € CLQ) fir e <
dist(supp(f), 092).
(1it) Fur f € LP(Q), 1 <p < oo, gilt: J.x f € LP(Q) und

172 % £, < 151,
Jim [l .+ f ~ £, =0,

() Fir f e C(Q) und K CC Q gilt:

lim J. % f(z) = f(2) gleichmdfig auf K .

e—0t
BEWEIS : Analysis III, Satz 11.4 ]

1.21 Satz. Sei Q C R" eine offene Menge. Dann ist C§°(S2) dicht in LP(2)
firl <p< 0.

BEWEIS : Analysis III, Folgerung 11.6 ]

1.22 Definition. Sei 1 < p < 0o. Die messbare Funktion f : ) — R liegt in
LY (), falls xx f € LP(Q) fiir alle kompakten Mengen K C Q.

loc

1.23 Folgerung. Fiir die Funktion f € Li () gelte

loc
/ fodx >0 fir alle p € C°(2) mit ¢ > 0.
Q

Dann folgt f(x) > 0 fir fast alle x € SQ.

BEWEIS : Analysis III, Folgerung 11.8 ]

1.24 Lemma. Sei 7, : R" — R", 7,(x) = & + h die Translation um h € R™.
Fiir f € LP(R™) mit 1 < p < oo gelten folgende Aussagen:

(i) fom € LP(R™) und [|f o 7|l o = [1f]|ze-
(i) [[f o7n = fllo — 0 fiir b — 0.

BEWEIS : Analysis III, Lemma 11.1 m

2Man schreibt K CC € falls K C Q und K kompakt ist.
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1.25 Satz (Arzela—Ascoli). Sei Q) einn beschrinktes Gebiet und sei (f,) C
C(Q) eine Folge gleichgradig stetiger Funktionen, d.h. zu jedem e > 0 existiert
ein & > 0, so dass fir alle x,y € Q mit v —y| < § und alle n € N gilt:
|fulz+ h) — fo(x)] < e, die gleichmdfiig beschrinkt sind, d.h. es existiert
ein K > 0, so dass fir alle n € N und alle v € Q gilt: |fn(x)] < K. Dann
existiert eine Teilfolge (fn,) C (fa) die gleichmdfig auf Q gegen eine Funktion
f € C(Q) konvergiert.

BEWEIS : Analysis II, Satz 12.9 ]

Die Aussage des Stzes gilt analog, wenn man € durch einen beliebigen kom-
pakten metrischen raum ersetzt.

4.2 Reflexivitit, Separabilitit, Dualrdume
und Kompaktheit

2.1 Definition. Eine Young-Funktion g : RZ° — R2° heifit gleichmidif3ig
konvex genau dann, wenn fir alle e € (0,1) ein § € (0,1) existiert, so dass
fiir alle s > 0 und v € [0, €| gilt:

9(1;73> <(1-9)

(o) +979)). (2:2)

e Eine Young-Funktion war definiert durch g(s) = [~(¢)dt, wobei v

0
rechtsseitig stetig, nicht fallend, v(s) > 0 fiir s > 0, 7(0) = 0 und ~(s) / occ.

e g(s) =P, 1 < p<ooist fir s >0 gleichméBig konvex, denn

(FE25) < =050 + ()

1+ _

o ot p <1-04.
1+~P
Sei also f(vy) = 21*1’%. Wir miissen zeigen, dass f(y) < 1 — ¢ ist fiir

v € [0,¢]. f ist wachsend auf [0, 1] und stetig, nimmt also Maximum und
Minimum an. Wéhle also v = ¢, dann ergibt sich

p
(Lte) =:1—-24.
14¢ep

fle) =2t

2.3 Satz. Sei 1 < p < oo. Dann ist LP(S2) gleichmdifig konvex.
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e Fin Banachraum X hiefl gleichméflig konvex < Ve > 046 > 0 :
Vlull, [[v]l <1 und [ju—v|| >e= 3|z +y[| <1-4.

BEWEIS :  Seien u,v € LP mit ||ull,, [[v|l, <1 und [ju —v]|, > ev. Sei
0:R—R2": 51— |s]P,

dann ist ¢(s) = g(|s|) mit g : R=® — R0 : s — sP. Fiir alle e € (0,1) gibt
es ein § > 0, so dass fiir alle a, b € R mit |a — b] > (2p+1)p max(|al, |b|) gilt:

o(“50) < (1= 95 (e(a) + 0 0). (24)

Dies folgt sofort aus (2.2). In der Tat, sei |b| < |a| =: s. Dann gibt es ein
7 € [—1,1] mit b = 7a und obige Voraussetzung an a und b lisst sich schreiben
als:

£
op+1

la—b|=la|l|]l = 7| =s(1—7)> (
1. Fall: 7 € [-1,0] & |a+b| = |a|(1 + 7) < |a

o(*57) a5 = ()

<g(50+0)

<1 - 8)5(0s) + 9(0)
< (1= 8)5(a(s) + g(Irls))
= (1 - )5 () + o)
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Setze

A=z € 0 u(x) — o(@)] = (50) 7 max(fu(z)], Jo()])},

dann folgt aus (2.4), dass fiir alle z € A gilt:

(MDY < (o) (o)) 4 olo@)). (25

Dann ist

u—+v|P U+ v
1_/‘ 2 ’dx_l_/“0< 2 )d‘”
Q Q

el lollp<1 1
> §/<p( )+ (v dx—/w u+v>dx

o)

wobei wir die Zerlegung 2 = (2\ A)UA) und die Konvexitét von ¢ auf 2\ A
benutzt haben. Insgesamt erhalten wir also

1 / ’“ i /go(u) + o(v)dz. (2.6)

A
Fiir z € Q\A ist |u(z) —ov(z)] < (21)%)%(|u(x)| + |v(x)]), also p(u —v) <

@((Zpil) (Ju| + \UD) < srre(lul + [v]), da ¢(s) = |s|P. Wenn wir nun das
Integral iiber 2\ A bilden, erhalten wir:

[ etu=vde= o [ ollul + o

Q\A Q\A
<o [ e+ o
o\A

<

Y

DO | ™
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da p(u+v) = p(3(2u+2v)) = $(p(2u) + ¢(20)) = 2P} (p(u) + (p(v)) und
Jull, o]l < 1. Also

/ o(u—v)dr < % (2.7)
o\A
woraus folgt
/ u—v)d :/gou—vdx—/ o(u —v)dx
A Q o\A
(2.7)
> [ o(u—v)dr — %
Q
-
2

aufgrund von |ju — vl|, > ev. Also gilt

1
% < /gp(u —v)dxr < 5/@(2@ + p(2v)dx
A A
9P
=2 o) + ¢()da
A
(2.6) 2 u—+v
<2 (1- [p(555))d
= 5 {/¢ 2 o
d.h.
€ 2 (1 HU—HJ > Hu+v £d
2575 p 2p+1
HU+U <1-6(6,¢,p)
p
"
2.8 Folgerung. Sei 1 < p < co. Dann ist LP(Q)) reflexiv.
BEWEIS : Satz 2.3 und Satz 4.22 aus Kapitel 3.1. n

e Die entscheidende Ungleichung (2.4) kann man fiir ¢(s) = |s|P, 1 < p < 00
direkt nachrechnen. Betrachte die Funktion

(L+7)7 £ \1
T Tepﬂﬂ—(%H)L

fr) =2
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sie erreicht ihr Maximum bei 7 = 1.

e Beweis hier funktioniert auch fiir Orliczraume, falls die Young-Funktion g
die As-Bedingung erfiillt, d.h. es gibt ein K > 0, so dass fiir alle s > 0 gilt

9(2s) < Kg(s).

Der Orliczraum L, ist gleichméBig konvex, wenn g gleichméflig konvex ist
und der As-Bedingung geniigt.

e Nun betrachten wir die Dualrdume.

2.9 Satz (Riesz). Sei 1 < p < oo und sei f € (LP(Q))*. Dann existiert
genau eine Funktion g € LV (Q), zl) + 1% =1, so dass fir alle u € LP(QY) gilt:

(f,u) Z/gud:v- (2.10)
Q
Weiterhin gilt:
gl = 1If o))~ (2.11)

Umgekehrt definiert jedes g € LP (Q) durch (2.10) ein stetiges lineares Funk-
tional auf LP(Q).

BEWEIS : Wir definieren die Abbildung 7" : L (Q) — (LP(Q2))* durch:
(T'g,u) := /gudm ue LP(Q), g € L (Q).
Q

Offensichtlich ist T" linear. Auflerdem folgt mit der Hélder-Ungleichung
[(Tg, )| < llglly llullp,

d.h. T'g € (L?(22))* und somit

179l ey < llgllp (2.12)
und die Riickrichtung ist bewiesen. Nun beweisen wir (2.11). Wahle dazu

)P 2g(x) fiir g(z) £ 0,
() = g ()P g(x) i g(x) #
0 fir g(x) = 0.

Offensichtlich ist ug € LP(2), denn mit p’ = p%l und p' — 1 = zﬁ gilt

/ fuoPdz = / g% ~Drdz — / o7 de < oo,
Q

{970} {970}
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’ 1
da g € L (Q). D.h. [Juo|l® = g1}, und somit [[uol|, = [lg]l,, " ; uo ist also eine
zuléssige Testfunktion. Wenn wir diese einsetzen, ergibt sich

(Tg,ug) = / dlglP g de / g = gl
Q

Q

und somit

(Tg,uo) _ (Tg,u0) _ [T9llwry
lgle = Mwolly = uol

UOHP

9]l = = [|Tg||(zr)~-

p

Zusammen mit (2.12) haben wir die Isometrieeigenschaft (2.11) bewiesen. Es
bleibt zu zeigen, dass T surjektiv ist. Sei £ := T'(LP(Q2)) = R(T), E ist also
ein linearer Unterraum von (LP(2))*. Da T eine lineare Isometrie ist, ist £
abgeschlossen. In der Tat, sei (u,) eine Folge in L”(Q2), so dass Tu, — v in
(LP(£2))* konvergiert. Dann ist

1T (n — um)[| = ([t — U],

also ist auch (u,) eine Cauchyfolge und konvergiert somit gegen ein u in
LP(Q), d.h. Tu, — Tu = v.

Es reicht zu zeigen, dass E dicht in (LP(£2))* ist. LP(Q2) ist reflexiv, dann ist
J LP(Q) — (LP(Q))** surjektiv. Sei ¢ € (LP(2))** so, dass

(0, Tg) oy oy =0 Vg e LP(Q),

dh. ¢ € B+ C (LP(Q))*, wobei wir E*+ beziiglich des Grundraums X =
(LP)* betrachten. Sei ¢ = Jh, h € LP(2). Solch ein h existiert, da L reflexiv
ist. Also gilt

(¢, Tg) = (Jh,Tg) = (Tg,h),
d.h.

/ghda: =0 VYgelLV(Q).

Q
Nun wihlen wir g = |h|P"2h und erhalten [ |h|Pdx = 0, woraus folgt h = 0
fast iiberall. Oder man folgert aus C$°(Q) dicht in L”' (), dass nach dem
Fundamentallemma der Variationsrechnung h = 0 ist. Dann ist auch ¢ = 0
und somit £+ = {0}. In den Ubungen haben wir gezeigt, dass dann E dicht
in (LP(£2))* ist.
Zur Eindeutigkeit: Seien g1, go € L¥ (Q) mit

<f>u>=/gludx:/ggudx.

Q Q
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Dann ist fiir alle uw € LP(Q2) : 0 = [(g1 — g2)udr und mit den gleichen

Q
Argumenten wie oben folgt, dass g; = go fast iiberall ist. ]

e Wir haben gezeigt, dass die lineare, surjektive Isometrie aus (2.10) existiert.
Wir koénnen also die beiden Réume identifizieren:

(LP()" = L (Q).
2.13 Satz. Sei f € (L'(Q))*. Dann existiert genau eine Funktion g € L>(Q)
so, dass fir alle u € L' (Q) gilt:
(f,u) :/gudat. (2.14)
Q

Weiterhin gilt:
19lloe = lf e

Umgekehrt definiert jedes g € L () durch (2.14) ein stetiges, lineares Funk-
tional auf L*(2).

n+1

BEWEIS : Sei w(z) = (k+1)""2 , k < |z| < k+ 1. Dann ist w € L*(R"),

denn
1
2 _
Rn op<)e|<k+1
1
=> ————[{a]k<|z[ <k+1}]
— (k+ 1)+
kn—l
SCZ kn—i—l
k
1
:CZE
k

< OQ.

Da w > 0in R™ ist, gilt fiir alle kompakten Teilmengen K C Q : w|x > ax >
0, da K C By/(0) fiir geeignetes k. Wir definieren die Abbildung ¢ € (L?(Q))*
durch

0: L*(Q) = R: v (f,wo).

Es gilt: ¢ ist linear (klar) und stetig, denn

(o, )| = [(Fywod| < [ fll oy llwolly < [ fll - [[wll2ffo]l2-
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Nach Satz 2.9 gibt es also ein h € L*(Q), so dass fiir alle v € L?(Q2) gilt:

(f,wv) = (p,v) = /hv dx. (2.15)

Q

Setze nun g(x) := Mz) g ist wohldefiniert, da w > 0 auf 2 und g messbar

w(z)”

ist. Zu zeigen ist, dass g € L>(Q) ist. Nach (2.15) gilt fiir alle v € L*(Q):

|/hvdz| < ||f||(L1)* wo ;. (2.16)
Q

Fiir ¢ > || f||(z1)~ definiere
A= {z € Q||g(z)] > c}.

Es gilt: |A] = 0. Sei dem nicht so, dann gibt es ein A C A, das messbar ist,
z.B. kompakt, mit 0 < |A| < co. Betrachte

1 zed gz)>0
vo(r) =4 —1 z €A, g(x) <0
0 2c0Q\A

Dann ist vy € L>®(2) N L*(Q). Wenn wir dies in (2.16) einsetzen, erhalten
wir

[ bl "2 [ gu sen(g) o
/ /

A
e
A

< 1y

= Hf||(L1)*/wdm,

A

U)Uo”l

da |vg| = 1 und w > 0. Dann folgt aus der Definition von A und weil A C A:

c/wdxg /]g]wdxg HfH(Ll)*/wd:U,
A

A A
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ein Widerspruch zu ¢ > || f||(z1)+. Also ist |[A| = 0 und somit |g(x)| < ¢ fast
tiberall, g € L>(Q) und ||g]lc < || fll(z1())+- Aus (2.15) und der Definition
von g folgt, dass fiir alle v € L?(Q) gilt:

(f, wv) :/ngd:z:. (2.17)

Q
Wiihle fiir gegebenes u € Cop(Q2) v = * in (2.17). Da w > o, > 0 auf
K = supp u ist, ist v € L*(2). Dann gilt fiir alle u € Cy(£2):
(o) = [ guds
Q

Da aber Cy(2) dicht in L'(Q) ist, gilt fiir alle u € L'(Q):

(fiu) = /gudx.

In der Tat, fiir alle u € L*(2) gibt es eine Folge (u,) € Cy(2) mit u,, — u in
L'(2). Dann folgt
<f7un> - <f7u>7

da f € (L'(2)), und wegen dem verallgemeinerten Satz iiber die dominierte
Konvergenz (vgl. Ana III, Blatt 9)

/gundxﬁ/guda:.
Q

Q

Wir erhalten somit

()] = | / gudz] < |lglollull

= [l < lgllee,

mit dem schon gezeigten folgt also die Gleichheit

[ llzrye = llglloe-

Nun bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei

(fu) :/gludx:/gguda:,

Q Q
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d.h. [(g1 — g2)udx = 0, woraus g1 = g fast iiberall folgt. Die Riickrichtung
Q
ist klar mithilfe der Holderungleichung. ]

e Identifiziere (L'(2))* = L°°(€2) durch linearen, surjektiven Isomorphismus
aus (2.14).

2.18 Folgerung. L'(Q) ist nicht reflexiv.

BEWEIS : OBdA sei 0 € 2. Betrachte f,, = W XB, (0); Cn = |B1(0)]7". Also
gibt es ein ng derart, dass B (0) C €, d.h. fiir alle n > ny gilt ||anL1 =1

70

/&nxgl(o)dx =1

Q

Dann ist auch

Wenn L'(Q) reflexiv wiire, dann géibe es mit Kapitel 3.1 Satz 4.15 eine Teil-
folge, (fn,) € (fn), so dass

fo, = f inL'(Q).
Da (L'(2))* = L*°(Q) heifit das fiir alle g € L>(£2)

/ Fangda — / fgdz. (2.19)

Fiir g € Co(Q\{0}) ist [ gfn,dz = 0 und da fiir grofies k suppgN B (0) =0
Q "k
ist, gilt auch:
/fgda: —0  Vge @\ {0},

Dann liefert Folgerung 1.23 f = 0 fast {iberall in 2\ {0}, also f = 0 fast
iiberall in 2. Aber wenn man in (2.19) g = 1 setzt, folgt

[ 1

ein Widerspruch. [

2.20 Folgerung. L>°(Q) ist nicht reflexiv.

BEWEIS :  Aus Satz 2.13 wissen wir, dass L>(Q2) = (L'(Q))*, aber in Kapitel
3.1 Satz 4.6 (iii) haben wir gezeigt, dass X reflexiv ist genau dann, wenn X*
reflexiv ist. [
e Dualraum von L. Sei 2 C R"” offen und B Menge der Lebesgue-messbaren
Teilmengen von §2.
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2.21 Definition. Fine Mengenfungtion ¢ : B — R heifit additiv, wenn fir
beliebige disjunkte Mengen A,C € B gilt:

P(AUC) = p(A) + p(C).

Fir A € B wird mit
Vo) = sup fe(C) (222)
CCA,CeB
die Variation von ¢ auf A bezeichnet. Man sagt, dass ¢ von beschrdnk-
ter Variation ist, wenn V,(§2) < oco. ¢ heifft absolutstetig beziiglich des
Lebesguemafes, wenn aus |B| =0 folgt, dass p(B) =0 ist.

e Sei p : B — R eine additive Mengenfunktion mit beschrénkter Variation,
dann sind auch

o (A) = 5 (11(4) + o)),

o~ (4) = S (Iel(4) — (4),

additive Mengenfunktionen mit beschriankter Variation, welche positiv sind,
wobei
pl(B) = sup > |p(A))l.

UAi:E,AiﬂAjZQ i=1
|| heifit Totalvariation von .
o Es gilt:

ot

Y= ¥
e Im Folgenden sei ¢ immer additiv, absolutstetig und von beschrénkter
Variation.
e Seiu € L>®(Q). Sei £y < {1 < ... < {xny1 eine Zerlegung des Bildbereiches
von u, d.h.

—llulloe > Lo, lulloo < £ns1.

Man nennt max |liv1 — ¢;| =: F(¢) die Feinheit der Zerlegung. Wir defi-

-----

nieren

0,...,N. (2.23)

Ag+1 = {[EGQ|€% SU(JT) <€7;+1} eB 1

Fiir o; € [¢;,0;+1] beliebig betrachte

N
Sy = E aiXAH.y
=0
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Es gilt
N

=" aixa oo < max |(ipy — G = F(0), (2.24)
=0
d.h. u wird gut durch die Treppenfunktion approximiert.

2.25 Lemma. In obiger Situation existiert der Grenzwert

lim > aip(Ai). (2.26)

F(0)—0

BEWEIS : Wie oben kann man ¢ = ¢ — ¢~ zerlegen, es reicht also ¢ > 0
zu betrachten. Nach (2.24) gibt es eine Folge (s,) von Treppenfunktionen, so
dass

s¢ — u in L>(Q) fir F'(¢) — 0.
Sei s, = Y aly AL Analog zur Analysis III Vorlesung folgt dann

|Za Af+1 Z%SO g+1 |Z O‘ —a 1ﬂAz+1)‘
< Z |a - O‘k‘ |90 j+1 N Az+1)|
< ||3€ — Sk[oo ZSO jr1 () Af-;—l)

< llse = Sklloow( )-

also ist > afp(AL, ) eine Cauchyfolge und somit existiert der Grenzwert. m
e Man sieht leicht, dass der Grenzwert von der Zerlegung und der Wahl der
a; unabhéngig ist.
2.27 Definition. Fir u € L>*(Q) ist das Radon-Integral beziiglich der
Mengenfunktion o

/ wdyp

Q
definiert als der Grenzwert in (2.26).

e Man kann das Radonintegral auch fiir allgemeinere Funktionen definieren.

2.28 Lemma. Die Menge der additiven, absolutstetigen Mengenfunktionen
mit beschrinkter Variation bilden einen normierten Vektorraum beziiglich der
Norm

lellov = sup | / udgl.

llull oo <
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BEWEIS : Seien (; und ¢y additiv und von beschrénkter Variation. Dann
gilt

|(p1 + ) (A)] < i (A)] + @2 (A)];

©1 + o ist also von beschrankter Variation. Weiter haben wir

(1 +@2)(AUC) = @1 (AUC) +pa(AUC) = (01 + 92)(A) + (1 + 2)(O),

p1 + 9 ist also auch additiv. Die Absolutstetigkeit ist klar, ebenso die Ei-
genschaften fiir Ay, womit die Vektorraumeigenschaft gezeigt ist.

/Ud(% +2) = lim af (01 + ¢2) (Af,)
Q 7

l
— lim (Saler(al) + 3 ealAl)

F(£)—0
:/udgol—l—/udgoz.
Q Q

Wenn man nun auf beiden Seiten sup bildet, folgt die Dreiecksungleichung.
l[ulloo

Wenn ||¢||pv = 0 ist, folgt fiir alle A € B ¢(A) = [ xady = 0 und somit
@ =0. n

2.29 Beispiel.

Sei g € L'(Q) betrachte

o(A) = /gd:v = /ngd:v,
A

Q

dann ist ¢ : B — R ist additiv, denn wenn ANC = ) ist, ist x anc = x4+ Xc-

 ist absolutstetig, denn wenn |A| = 0, d.h. x4 = 0, dann ist auch ¢(A) = 0.

AuBerdem ist ¢ von beschrinkter Variation, denn V,(Q2) = sup| [ gdz| <
AeB A

sup [ |g|dz < ||g|1, d.h. L}(Q) C BV,
A Q
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Sei u € L*>*(Q2). Dann ist

[ude= tim S afeial,y)

Q

2.30 Satz. Sei f € (L*(Q))*. Dann existiert genau eine additive, absolut-
stetige Mengenfunktion ¢ mit beschrankter Variation so, dass

(f,u) = /udgo Yu e L*(Q). (2.31)

Weiterhin gilt
1f llze @+ = llellsv- (2.32)

Umgekehrt definiert jede solche Mengenfunktion durch (2.31) ein stetiges,
lineares Funktional auf L>(§2).

BEWEIS : Sei f € (L™®(2))" und ¢(A) := (f, xa). ¢ : B — R ist additiv,
denn falls AN C = 0 ist, dann ist yauc = x4 + Xc. AuBerdem ist ¢ von
beschrénkter Variation, denn

(A = [{F xa)| < I f 1z Ixalloo < M1 llzoey--

Wenn |A| = 0 ist, ist x4 = 0 und somit p(A) = 0, ¢ ist daher absolutstetig.
Fiir u € L>(Q) betrachte eine Zerlegung des Bildbereichs der Feinheit L.
Wie in (2.23) erhalten wir Mengen A, ¢ =0,..., N(n). Setze

N
Un -= ZQ?XA?H'
=0
Mit (2.24) ergibt sich u,, — u in L*(2), also auch

(fsun) — (fyu).
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Auflerdem konvergiert auch
Lemma 2.25
{f: Z aixar,) = Z aio(Al,) T /udgp.
' Q

Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts ist dann

/udgpz(f,u} Vu e L>®(Q).

Q

(2.32) ergibt sich dann, indem man auf beiden Seiten das sup bildet. Die

[[ufl o<1
Eindeutigkeit zeigt man wie iiblich, die Riickrichtung ist klar.
u

e Beispiel 2.29 impliziert L'(Q2) C (L>(2))*. Nicht alle f € (L*>°(Q))* sind
durch L'-Funktionen generiert. Sei 0 € € und sei

fo:Co() > R: ur—u(0),0e€Q

Dann ist fy € (Cp(Q))*, Co(Q2) C L>(2), nach dem Satz von Hahn-Banach
gibt es eine Fortsetzung f € (L*(Q))* : flc, = fo und || f||(ze)- < 1.
Sei g € LY(Q) mit

<f,u):/ugda: Yu e L>=(Q).

Fiir u € Go(Q2\ {0}) € Co(€2) € L>(Q) gilt

/ugdm: (f,u) =u(0) = 0.
Q

Mit Folgerung 1.23 ist dann g = 0 fast iiberall in Q\ {0}, also auch fast tiberall
in Q. Sei ug € Cy(2) : up(0) # 0, ug(0) = (f, up) = 0, ein Widerspruch.

2.33 Satz. Sei 1 <p < oco. Dann ist LP(S)) separabel.

BEWEIS : Sei I eine abzéhlbare Indexmenge und (W;);c; die Familie der
Wiirfel

Wi=[[G@0%)  a.beQ
k=1
mit W; C ). Sei E der Vektorraum iiber Q generiert durch die charakteri-
stischen Funktionen xyy,, d.h.

E::{f:Q—MR‘HaiEQ,izl,...,kf:ZoziXWi}.
i=1
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Wir werden zeigen, dass E dicht in LP(Q) ist. Sei f € LP(Q2) und ¢ > 0.
Wegen Satz 1.21 gibt es ein f; € C§°(Q2) mit [|f — fif|, < §. Sei Q' CC Q
mit supp f1 € ', dann ist sup [V fi| < K. Wir iiberdecken €2’ mit paarweise

Q/
disjunkten Wiirfeln mit Diameter §, wobei

0 = min ( - ,dist(éQ,ﬁ)).

AK|Y|»
Fir alle z, y € W gilt:

€ 1

1\T) — J1 _V1 xr — K - T-
[f1(x) = L) < [VAM)]le =yl < 4K|Q,|p ~ Ty

Wiéhle yo € W fest, somit gibt es ein ¢ € Q, so dass |fi(yo) — ¢| < | |
4o |?
Setze folw := ¢, dann ist fy € E. Fiir alle z € W ist dann:

|fi(z) = folz)| = [fi(z) — |
< |fi(z) = falyo)| + | fr(yo) — 4

also auch

I~ Bl = 3 [ 15— oo
W

> [ e

> ik (&)
Gy

IA

IN

Also folgt

If = fellzecy < N f = fillec) + 1fr = follzeny < e
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2.34 Lemma. Sei X ein Banachraum. Falls es eine Familie von Teilmengen
(Ui)ier gibt mit

(1) Fir alle i € I ist U; offen und nichtleer,

(i) U; sind paarweise disjunkt, d.h. UyNU; =0, i # 7,
(iii) I ist nicht abzdhlbar,
dann ist X nicht separabel.

BEWEIS : Wir nehmen an, dass X separabel ist, sei also (z,)nen dicht in
X. Fiir alle 7 € I ist

UiN{z, |n €N} #£0.
Sei n(i) der Index mit z,,; € U;. Die Abbildung ¢ — n(i) ist injektiv, denn
falls n(i) = n(j) ist, ist uney € U;NU;, d.h. i = j. Dann ist aber I abzahlbar,
ein Widerspruch. n

2.35 Folgerung. L>°(Q) ist nicht separabel.
BEWEIS : Da  offen ist, gibt es zu € Q ein r(z) > 0, so dass B, C €.

Setze u; == XB,,, () und definiere

Up = {f € L) [ I ~ wello < 5.

Die U, sind offen in L*>°(€2) und nichtleer, = €  ist eine nicht abzahlbare
Indexmenge. Um die Behauptung von Lemma 2.34 anwenden zu konnen,
miissen wir zeigen, dass die U, paarweise disjunkt sind. Sei also x # y und

feU,nU,, dh.

Hux - uy”OO < ”ux - fHoo + Hf - uyHoo < 1.

00 || &




116 4LEBESGUERAUME L*

Lo

Dann ist entweder B, (y)(z) \ By (y) # 0, diese Menge hat Ma8l > 0 oder es
ist Byy)(y) \ Br)(x) # 0 und auch diese Menge hat Mafl > 0, also folgt

[ue = uyl =1,

ein Widerspruch, also folgt mit Lemma 2.34, dass L* nicht separabel ist. m
e Eigenschaften von LP((2) :

- 1 < p < oc: separabel, reflexiv (LP)* = L¥'
- p = 1: separabel (L')* = L, nicht reflexiv

- p = oo: nicht separabel, nicht reflexiv (L>)* 2 L'

Beziiglich Kompaktheit ist p = 0o ok, denn in Kapitel 3.1 Satz 3.10

B ={f € L% ||| fllo < 1}

ist kompakt beziiglich der *-schwachen Topologie 7(L>, L'), da (L')* =
L>. Wegen Kapitel 3.1 Folgerung 4.14 und Satz 2.32 gibt es fiir jede
beschrankte Folge (f,,) in L™ eine Teilfolge (f,,,) € (fn) mit

fun — f  inL*™.

- 1 < p < oo Da L? reflexiv ist, ist nach Kapitel 3.1 Satz 4.2
B ={fe L”[|fl, <1}

kompakt beziiglich der schwachen Topologie 7(LP, L*'). Wenn (f,,) eine
beschrinkte Folge in LP ist, gibt es nach Kapitel 3.1 Satz 4.15 eine
Teilfolge (f,,) C (f,) mit

foo = f in LP
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e Es fehlt also noch die Kompaktheit beziiglich der starken Topologie.

2.36 Satz (Kolmogorov). Sei 1 < p < oo und sei Q@ C R™ beschrdnkt.
Die Menge K C LP(Q) ist relativ kompakt genau dann, wenn die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) K ist beschrinkt, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so dass fir alle f € K gilt:

1fllp < e

(ii) K st gleichgradig p-stetig, d.h. fir alle ¢ > 0 ezistiert ein 6 > 0,
so dass fir alle f € K und alle h € R™ mit |h| < ¢ gilt:

/|f($ +h) — f(x)|Pdx < £P. (2.37)
Q

e Damit das Integral in (2.37) wohldefiniert ist, setzen wir f auflerhalb von

Q) durch 0 fort, d.h.
= fx) x €
o= {1 158

f ist dann in LP(R™) N L*(R™). Im Folgenden lassen wir die Welle weg, d.h.
auch die Fortsetzung f wird mit f bezeichnet.

BEWEIS : “=% Sei K C LP(Q) relativ kompakt, dann ist K kom-
pakt. Nach Kapitel 0 Satz 2.4 ist dann K auch prakompakt, d.h. fiir alle
e>0gibtes f;€e K,i=1,..., N mit

Ifi=flp<e VfekK,

K ist also beschrénkt durch max || f;||, + 1 und somit ist (i) erfiillt. Sei f €
LP(Q) (bzw. f € LP(R")), dann ist nach Lemma 1.24

lin [+ h) = fl, =0,

d.h. es gibt §; > 0, so dass fiir alle h € R™ mit |h| < ¢;:

/‘fz(ﬂf +h) — fi(x)[Pdr < eP.
Q
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Setze § := min §;. Dann gilt fiir alle € R" mit |h| < ¢ und fiir alle f € K:

i=1,...,

LFC+h) = fllp < FC+R) = file + Wllp + il +h) = fillo + i = Fll

< 3¢,
also (2.37).
“«<=*“In einem metrischen Raum sind relative Kompaktheit und relative Fol-
genkompaktheit dquivalent, es reicht also zu zeigen, dass es fiir alle Folgen
(fn) aus K eine Teilfolge (f,,) € (f.) gibt, so dass
foy, = [ in LP(Q).

Wir wollen den Satz von Arzela-Ascoli benutzen. Sei also (f,) eine Folge in
K, dann gilt fiir alle 0 < v < ¢:

Jy* f, € C(R"),
wobei J, der Glattungsoperator ist. Es gilt

||fn_J'y*fn||p<5' (238)

In der Tat (vgl. Ana III Satz 11.4) ist fiir alle z € R™

Ty fula) = @) < [ 1l =) = fulo) T (0)dy

([ rwa)” ([ 1 - a@Ps )
B4(0)

R

Wenn man nun beide Seiten mit p potenziert und das Integral {iber R™ bildet,
ergibt sich, da [ J,(y)dy = 1 ist:
RTL

/ % fule) — fulo)Pde < / / Fale — 9) — Fal@)| s (y)dyda
Q

2 B4(0)

o [ ) [ 10— 0) - g@Pdedy
B-(0) Q
< &P,

1
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Sei nun 0 < 7 < § fest, aber beliebig. Die Folge (J, * f,) C C(Q) erfiillt die
Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli:

% fulo)] < / Fule — )1 (9)dy

< / Fule — 9P (y)dy

7) Q/ | fulPdy

< (e
Die Folge (J, * f,,) ist also in C(Q) beschrinkt. AuBerdem ist sie gleichgradig

stetig, denn:

Ty fula) = Ty £ = | [ e = )iy = [ e =) )y
Rn Rn
Substitutiony =z —y, y =2 —y

= [ h@UG-0) - G- s

QN(By(0)NBy(2))

< / @IV, lele — 21dg

< IV L llole = 2190 | fall

< clz — z|.

Nun folgt mit dem Satz von Arzela-Ascoli, dass es eine Teilfolge (J, * f,,)
gibt, die gleichméBig konvergiert. Daraus folgt, dass (f,,) eine Cauchyfolge
in LP(Q2) ist, denn:

ank - fanP < ||fnk - J * fnka + ||J * fnk - J * fanP + H‘]“/ * fnz - fnzHP
(2.38)

< 25+ /|J % fur — . *fnl|pdx>
< 3e.

Da LP(Q) vollstindig ist, liegt der Grenzwert f der Folge (f,,) in LP(§2). m

e Wenn 2 unbeschrinkt ist, ist eine Menge K C LP(Q2) genau dann relativ
kompakt, wenn zusétzlich zu (i) und (ii) aus Satz 2.36 noch gilt:
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(iii) Fiir alle € > 0 gibt es ein G CC Q, so dass

/|f|pdx§5p VfeKk.

Q\G



