Kapitel 5

Hilbertraume

5.1 Der Hilbertraum

1.1 Definition. Fin Prd-Hilbertraum H ist ein Vektorraum tber R, in
dem ein Skalarprodukt (.,.) gegeben ist, d.h. eine Abbildung von H x H
nach R mit den Figenschaften

(i) Bilinearitdt
(o + Bv,w) = a(u, w) + B(v,w)
(u, az + pw) = a(u, z) + Blu,w),
fir alle a, B € R und alle u,v,w,z € H.
(ii) (.,.) ist symmetrisch, d.h.

(u,v) = (v,u) fiir alle u,v € H .

(iii) (.,.) ist positiv definit, d.h.
(u,u) >0  fir alle uw € H,
und (u,u) =0 genau fir u = 0.

e Wir benutzen die Bezeichnung ||u|| := 1/ (u, u) und werden zeigen, dass ||.||
alle Eigenschaften einer Norm hat.

Wir notieren einige Standardfolgerungen aus den Eigenschaften des Skalar-
produktes. Es gilt:

la +0]1* = [lall* + 2 (a, b) + [|B]*, (1.2)
la + 0] + fla — bl[* = 2{lal|* + 2(1b]|*. (1.3)
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1.4 Lemma (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei H ein Prdi-
Hilbertraum. Dann gilt fir alle u,v € H

|(w, 0)] < | {Jof]

BEWEIS : Es gilt
1 1 2 2 1 2 1
0 < (au— Lo, au—Lv) = |af? Jul]? + — |[v]? - 2 (au, ~v),
«

|o?

und somit

1
2 (u,v) < of* [lull® + WHUH2 :

[N

Mit a = ([[ol[/[[ull)? , llull # 0, folgt
(u, 0) < lul[ o]

Ubergang von u zu —u ergibt die behauptete Ungleichung, fiir u # 0. Falls
u = 0 ist, ergibt sich aus obiger Rechnung (0,v) = 0 fiir alle v € H. n

1.5 Lemma. Sei H ein Prd-Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.). Dann gilt:

(i) loul| = |af [[ull , (Homogenitit),
(ii) lu+ || <|lull+|v] , (Dreiecksungleichung).
BEWEIS :

(i) lloul® = (au,au) = |af* |[u]
(1) flu+vll* < ull* + 2[(u, v)| + ||v]®
< flll® + 2 ulllloll + llol* = (lull + [[o[)*.
Lemma 1.5 und Definition 1.1 rechtfertigen folgende Definition.

1.6 Definition. ||u|| := \/(u,u) ist die durch das Skalarprodukt in H indu-
zierte Norm.

1.7 Definition. Fin Hilbertraum ist ein Prd-Hilbertraum, der beziiglich
der induzierten Norm vollstindig ist.

e Jeder Hilbertraum ist ein Banachraum.

Beispiele:
a) R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt (.,.) ist ein Hilbertraum.
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b) Cla,b] mit dem Skalarprodukt

(f,g)Z/bfng

ist ein Pra-Hilbertraum, aber kein Hilbertraum wie das folgende Beispiel
zeigt.

Sei [a,b] = [—1,1] und

1, wxelt ]
folz) =S ne, x €] %,%]
—1 ze[-1,-1].

Dann gilt punktweise f,, — f, wobei

1 x € (0,1],
fw={0 z=0,
-1 ze€[-1,0).

Aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt f, — f in L?*(—1,1). Also
ist f,, eine Cauchyfolge deren Limes keine stetige Funktion ist.

c) L*(Q), Q offene Teilmenge des R", ist ein Hilbertraum. Das Skalarpro-
dukt ist erklart durch

(f,9)2 == (f,9) Z/fgdx.

Es induziert die {ibliche L?-Norm. Der L? ist vollstindig (Kapitel 4, Satz
1.8).

1.8 Satz. Ein Hilbertraum ist gleichmdflig konvex und somit reflexiv.

BEWEIS : Seien u,v € H mit ||ull, ||v|| <1 und ||u —v|| > €. Dann ist

o il e
2 2

21. 2

Hu—l—v
2

2
1+1 2
2

H ist also gleichmifig konvex und mit Kapitel 3.1, Satz 4.22 folgt dann
sofort, dass H reflexiv ist. [
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1.9 Satz. Es sei M C H eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge.
Dann gibt es fiir alle w € H ein eindeutiges Element v =: Pyyu € M mit

= Pagul = inf [lu = w]. (1.10)

Man nennt v = Ppyu die Projektion von u auf M. Sie ist charakterisiert
durch die Figenschaften:

PMU € M, (1 11)
(u— Pyu,w — Pyu) <0 Ywe M. '
BEWEIS : (i) Existenz:
Die Funktion ¢(w) := ||u — w|| ist konvex, denn
e(Awy + (1 = Nwg) = [|[(A+ (1 = XN)u — dwy — (1 — Nwy|
< Mfu = wr] + (1 = Affu — ws]|
= Ap(w1) + (1 = A)p(w,).
© ist stetig, denn w,, — w < |Jw, —w| — 0.
| lwn = ull = lw = ull | < flun —u— (w—wu)|| =0
lim ¢(w) = oo, falls M unbeschrankt ist, da ||ju — wl|| > ||w|| — ||u|| — oo,

gla”ch Kapitel 3.1 Lemma 4.16 gibt es also ein Minimum von ¢ auf M.
(i) (1.10) = (1.11)

Pyru € M ist klar. Wenn w € M ist, ist auch die Konvexkombination
(1 —X)Pyu+ Aw € M und es gilt

Ju— Pyull < [lu—(1—=A)Pyu— Auwl|
= |[Ju — Pyu+ AN(Pyu — w)||

Quadrieren liefert:
lu — Pyul|* < JJu— Pyul|® 4+ 2M(u — Paru, Pyu — w) + N2 Pyu — w)|?,

und somit
2(u — Pyu,w — Pyru) < M| Pyu — wl|?.

Wenn wir nun A gegen Null gehen lassen, folgt (1.11):

(u— Ppyu,w — Ppu) <0



5.1. DER HILBERTRAUM 125

(iii) (1.11) = (1.10)
(1.10) folgt sofort, denn

lu — Pagull® = [lw = ull* = ull* = 2(u, Paru) + | Paull* = Jwl|* + 2(w, w) — [[ul®
= 2(u — Pyu,w — Pyu) — || Pyu — w||?

(1.11)
< 0.

(iv) Eindeutigkeit

Seien vy, vy € M, so dass sie (1.11) erfiillen, d.h. v; = Pyu, vg = Pyru und
(u—v,w—v) <0 Yw e M,
(u—wve,w—1v2) <0  Vwe M.

Wenn man nun in der ersten Ungleichung w = v, und in der zweiten Unglei-
chung w = v; wihlt und dann die beiden Ungleichungen addiert, folgt

(u—w1,v9 = 1) + (U=, 01 — V) = (V1 —u+u—"Vy,01 —V3) = [luy — || <O,
d.h. v; = vs. [

1.12 Satz. Unter den Voraussetzung von Satz 1.9 ist die Projektion Lip-
schitzstetig mit Konstante 1, d.h. fir alle u,v € H gilt

[ Prru — Pyol| < flu —off.
BEWEIS : In (1.11) haben wir gezeigt, dass fiir alle w € M gilt:
(u— Pyu,w — Pyu) <0 wahlew = Pyv
(u — Pyv,w — Pyv) <0 wahlew = Pyru
= (u — Pyu, Pyv — Pyu) 4+ (v — Py, Pyu — Pyv) <0
= (u — Pyu — v+ Pyv, Pyyv — Pyu) <0
= ||Pyv — Pyul|| < (v — u, Pyv — Pyu) < ||v — ull||Pyv — Pyul|.

1.13 Satz. Sei V' ein abgeschlossener, linearer Unterraum von H. Fir alle
w € H st die Projektion Pyu charakterisiert durch

PyueV

1.14
(u— Pyu,v) =0 VoeV (1.14)
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Bewels : Nach (1.11) ist (u — Pyu,w — Pyu) < OVw € V. Da V ein
Unterraum ist, ist auch Aw € V| demnach ist fiir alle A € R

(u — Pyu, \w — Pyu)

<0
AMu — Pyu,w) < (

Fiir den Fall, dass A > 0 ist, multiplizieren wir diese Gleichung mit % und
lassen A — oo gehen. Dann erhélt man:

(u— Pyu,w) <0

Falls A < 0 ist, multiplizierren wir auch mit % und lassen A — —oo gehen,
dann erh&lt man:
(U— PVuaw) > 07

also (1.14). Umgekehrt gelte (1.14). Da w — Pyu € V ist, ist

(u— Pyu,w — Pyu) <0.

1.15 Definition. Sei V' ein linearer Unterraum von H. Dann ist das Or-
thogonalkomplement von V' definiert durch

Vi ={ue H|(u,v)=0Vv eV}

e Spéter werden wir zeigen, dass Definition 1.15 und Definition 3.1 aus Ka-
pitel 2 konsistent sind.

1.16 Satz (Projektionssatz). Sei V' ein abgeschlossener, linearer Unter-
raum von H. Dann existiert fir alle w € H eine eindeutige Zerlegung

U=0v+w veV,weVt,
Man schreibt: H=V & V=+.

BEWEIS : (i) Existenz
Nach Satz 1.13 gibt es fiir alle u € H ein eindeutiges Pyu € V' mit

(u—Pyu,v) =0 VYoveV

Dann ist v — Pyu € V4, dh. u = (u — Pyu) + Ppu € VE + V.
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(ii) Eindeutigkeit
Sei u=1v; +w; = vy +wy mit v; € V;, w; € V;L, d.h. v; — vy = w; — wy und
wenn man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit v; — vy bildet folgt

||U1 - U2H2 = (wz — Wi,V1 — 712) =0,

d.h. v; = v, und w; = ws. m

e Die Abgeschlossenheit ist eine wichtige Voraussetzung, denn betrachte H =
L*(a,b), V = C§°(a,b). Sei u € L?*(a,b) \ C§°(a,b). Dann ist u = v+ w, v €
V, w € V+. Dann ist

b
/wgodx—(w,go)—o VeV =C(a,b),

a

aber daraus folgt, dass w = 0 ist und somit v = v, ein Widerspruch.

5.2 Dualraum und Lemma von Lax-Milgram

2.1 Satz (Riesz). Sei H ein Hilbertraum. Zu jedem F € H* gibt es eindeutig
bestimmtes Element f € H mit

(Fyu) = (f,u) Vue H. (2.2)

Fiir dieses Element gilt:
]

e = | fllu-

BEWEIS : Sei N = {z € H|(F,z) = 0} der Kern von F. N ist abge-
schlossener, linearer Teilraum von H. Ist namlich u,, € N, u,, — u, so folgt
0= (F,uy) — (F,u), d.h. w € N. O.B.d.A. diirfen wir N # H annehmen.
(Andernfalls ist f = 0.) Es gibt daher ein wy € H, das nicht in N ist. Nach
dem Projektionssatz ist

wo=v+w mitveN,we Nt w#o.

Wir beachten, dass (F,w) # 0, da w ¢ N, und F<u — <F’“>w> = 0, also

(Faw)
U — g;‘gw € N. Daw € N*, folgt

(w,u — é?géw) =0

und

(w,u) = {Ft|w]?,
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somit (. w)
_ (Fw) o , W
(Fyu) = w2 (w,u) = (WU%U)‘
Damit ist das darstellende Element f := % w konstruiert. Aus (2.2) und
der Definition der Norm im Dualraum folgt sofort

[E) - = sup [(F,w)| = sup[(f,u)] < sup [[f|[[lull = [lf]x-

[[ull<1 flull<1

Wenn man in (2.2) u = H%ll wahlt erhalt auch

(u, f) = [If ]| = (F\u) < ||F|

H*

il = 1l

e Man sagt daher: H lasst sich mit H* identifizieren und schreibt H = H*,
und oft auch unpréziserweise H = H*.

2.3 Definition. Fine beschrdinkte Bilinearform ist eine Abbildung
a(.,.): Hx H — R mit den Figenschaften

(i) a(u,v) ist linear in u und v.
(ii) Es existiert eine Konstante K mit

la(u,v)| < Klul| ||v] fir alle u,v € H.

2.4 Definition. FEine Bilinearform heisst koerziv, wenn eine Konstante
co > 0 existiert mit
a(u, u) = co|ul|*

fiir alle w € H.

e Man beachte, dass wir keine Symmetrie fiir a(u, v) vorausgesetzt haben.

2.5 Satz. Sei a(.,.) eine beschrinkte, koerzive Bilinearform und sei K eine
konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von H. Dann existiert fiir alle
F € H* ein eindeutiges Element u € K, so dass fiir alle v e K qilt:

a(u,v —u) > (F,u). (2.6)
Falls a(.,.) symmetrisch ist, ist u durch die Figenschaften

ue K

2.7
%a(u,u) —(Fiu) = gél}{l a(v,v) = F(v) =0

charakterisiert.
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BEWEIS : Sei u € H fest, aber beliebig. Die Abbildung
v — a(u,v)

ist linear und beschrankt, also ein Element von H*. Nach Satz 2.1 gibt es
also ein eindeutiges Au € H mit

a(u,v) = (Au,v) VveH.
Die Abbildung A: H — H : u — Au ist also :
- linear, da
(A(u 4+ w),v) = alu +w,v) = a(u,v) + a(w,v) = (Au,v) + (Aw,v)
- beschréankt, da
[Au]* = (Au, Au) = a(u, Au) < K]Jull]| Aul,
durch Kiirzen ergibt sich
[Au]l < K|lul|. (2.8)

- koerziv, da
(Au,u) = a(u,u) > collull. (2.9)

Somit ist Gleichung (2.6) dquivalent zu dem Problem: Finde ein u € K, so
dass
(Au,v —u) < (f,v—u) VoveK. (2.10)

Sei p > 0, dann ist Gleichung (2.10) dquivalent zu 0 > (pf — pAu+u—u,v —
u)Vv € K. Dies ist dquivalent zu (vgl. (1.11))

u= Pg(pf — pAu+ u) (2.11)
Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz anwenden. Die Abbildung
S:K— K: ww— Pg(pf — pAw + w)
ist eine Kontraktion, d.h.
[Swy — Swy|| < Klwy —ws|]| 0K <1,
denn

[Swy — Sws|| = [[Px(pf — pAwy +w1) = Pr(pf — pAwz + ws)|

Satz1.12

< lpf = pAwr +wr — (pf — pAws + ws)||
< Jlwr — wa — pA(wr — wy)|
[Swi — Sws|* < Jlwy — wa|* = 2p(wr — wa, Alwr — w2)) + p*[|A(wr — ws)]|?

(2.8) (2.9) ) -
< flwr = wal[F(1 = 2pc0 + p7K7)
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Wihle 0 < p < Qk%o, dann ergibt sich
1—2pco + p’k* = K < 1.

S ist also eine Kontraktion, mit Satz 3.2 aus Ana II gibt es dann einen
eindeutigen Fixpunkt v € K, d.h.

Px(pf — pAu+u) = Su=u
Dies ist (2.11) < (2.10) < (2.6), es gibt also eine eindeutige Losung von
(2.6).

Sei af(.,.) symmetrisch, dann ist (H,a(.,.)) ein Hilbertraum. Die Norm

|ulla = \/a(u,u) ist dquivalent zu ||.||, denn
collull® < a(u, u) < KJull.
Nach Satz 2.1 gibt es dann ein eindeutiges g € H, so dass
(F,v) =a(g,v) =: (9,v)q Vv e H.
(2.6) ist also dquivalent zu
0>alg—v,v—u) Vv e K, (2.12)

und dies ist mit (2.11) &quivalent zu v = Pgu und dies ist wiederum mit
Satz 1.9 dquivalent zu: Finde ein u € K, so dass

lg = wlla = minlg — vl

d.h. man minimiert auf K: a(g —v,g —v) = a(g, g9) — 2a(v, g) + a(v,v), d.h.
man minimiert auf K:
a(v,v) — 2a(g,v).

Dies ist dquivalent dazu, dass man auf K
1
§CL<U,'U> - <F7U>
minimiert, das ist gerade (2.7). "

2.13 Folgerung (Lemma von Lax-Milgram). Seia(.,.) eine beschrinkte,
koerzive Bilinearform auf H. Dann existiert fir alle F' € H* ein eindeutiges
Element v € H mat

a(u,v) = (F,v) Vv e H. (2.14)
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Falls a(.,.) zusdtzlich symmetrisch ist, ist dieses u € H durch

uwe H

1 1 (2.15)
aa(u,u) —(Fiu) = min éa(v,v) — (F,v)

charakterisiert.

BEWEIS : Analog zum Beweis von Folgerung 1.13 zeigt man, dass (2.6)

dquivalent ist zu
a(u,v) = (F,v) Vve H

fiir einen abgeschlossenen, linearen Unterraum H. Die Aussage 1 aus Satz
2.5 liefert die Aussage 1 hier und der 2. Teil von Satz 2.5 liefert den 2. Teil
hier. ]

Beispiel: Wir betrachten das gleiche Problem wie in Kapitel 2:

=Y Oay(@)du(@)) =f  nQ

ij=1

(2.16)
u=>0 auf 0,

wobei 0 C R? ein beschréinktes Gebiet mit C'-Rand ist und a;; € L>®(Q)
derart, dass es ein ¢y > 0 gibt, so dass fiir alle 2 €  und fiir alle ¢ € R? gilt:

d
Z aij()&E5 > col€]?, (2.17)

ij=1
d.h. das Problem (2.16) ist elliptisch. Die Norm auf W,*(Q) ist

[ullwee = llullz + [[Vull 2,

sie ist dquivalent zur Norm ||Vl 2. Wir definieren auf Wy *(Q) die Biline-
arform

d
a(u,v) ::/Zaij(x)aju(x)aiv(a:) dx. (2.18)
o =1

- a(.,.) ist koerziv, denn

a(u,u) = /Zaijﬁjuaiudx

(9} 17‘7

(2.17)
> /COIVulzd:v

Q
> coclulld
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- a(.,.) ist beschriankt, denn

la(u,v)| = ]/Zaijﬁju&-v dx|
Q b

<3l [ 10puliomids
i\j .

< > llaglldgullallo]l
i

< (max[|agglloo) | Veell2[[ V]l

< cllully2lloll -

Zu f € L*(Q) definiere F € (W,*)* durch
(F,v) = /fvdx.
Q

F' ist beschrankt, denn:
[(Fy0) < L fll2llvlle < [fll2llvlly 2.

Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es fiir alle f € L*(2) ein eindeutiges
u e Wy?(Q), so dass

a(u,v) = (F,v) Vo e W3 ().

Ausgeschrieben bedeutet das:

/ Z a;;(z)0u(x)ov(z)de = /fv dr v e W,?(Q). (2.19)

i,7=1

Das ist die schwache Formulierung von (2.16). u heifit schwache Losung
von (2.16). Falls zusétzlich u € W,*(Q) N W22(Q) ist, gilt

a(u,v) = — / Z 0i(a;j0;u)vdr = /fv dr  YveW,?Q) D Q)
Q b=l Q
Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ergibt sich

d

= Oilay(x)du(z)) = f Lt inQ

ij=1

u=>0 f.1. auf o902
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5.3 Orthogonalsysteme

3.1 Definition. Ein Orthogonalsystem ist eine Menge {p; € H|j €
N, @; #0} mit
(pr,p5) =0 Vj#k.

Das  Orthogonalsystem heifst  Orthonormalsystem, wenn zusdtzlich
lle;ll =1,5 € N. Ein Orthogonalsystem heifit vollstdndig in H, wenn der
Vektorraum, der durch { ¢; ‘ j € N} generiert wird, dicht in H ist.

e Wir bezeichnen mit span{yp; ‘ j € N} die Menge der endlichen Linearkom-
binationen von beliebigen Elementen aus dem System, d.h.

span{yp; | j € N} := {Zajmpj‘aj eR,j=1,...,n}.

Jj=1

3.2 Lemma. Es sei M ={v; € H }j € N}. Dann gibt es ein Orthonormal-
system {p; € H, j € N}goj # 0} mit span M = span{yp, ‘j € N}.

BEWEIS : Man fiihrt einen Orthogonalisierungsprozess durch. O.B.d.A.
diirfen wir annehmen, dass fiir jedes N die Elemente vy, vs,...,vy linear
unabhéngig sind. Setze

U1

caln

Y1 = |
Sei ; schon konstruiert. Man setze

J
Djt1 = Vjy1 — Z(Uj—&-b ©1) @i,
=1
Pjt1
[P+l

Pi+1 =

Offensichtlich ist ¢;41 orthogonal zu ¢;, 1 <1 < j. Damit sind die ¢; durch
vollstédndige Induktion definiert. Durch die Konstruktion erreicht man

span{ ¢; | j € N} = span{M}.

3.3 Satz. Jeder separable Hilbertraum H besitzt ein wollstindiges
Orthonormalsystem.
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BEWEIS : Aus der Definition 3.1 und Lemma 3.2 folgt offensichtlich die
Behauptung, denn da H separabel ist, gibt es ein System {v; } j € N}, so

H
dass span{v; | j € N} = H. n

3.4 Lemma. Sei {@,};en ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H.
Dann st fiir jedes w € H, N € N

N
H > (w,0)
j=1

Somit gilt auch Y77 [(w, p;)|* < Jw]* < oc.
BEWEIS : Es gilt

) N
=D 1w, @)l” < Jlw]?.
j=1

2

N
0< Hw =) (w,05) ¢;

J=1
N

= HwH2 + Z |(’LU, ij)|2 - QZ (w’ (wvcpj) ij)

N

=l + D I ) =237 (w,5) (w,)

N
= Jlwll* =Y |(w, ;).
j=1

Hieraus folgt die Aussage des Lemmas. ]

3.5 Satz. Sei {p;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in einem Hilber-
traum H. Dann ldsst sich jedes Element uw € H als konvergente, verallge-
meinerte Fourierrethe

[e.o]

u=" (up;) (3.6)

j=1
darstellen und es gilt

lull* = Z |(u, 05)I - (3.7)

BEWEIS : Nach Definition 3.1 gibt es zu v € H eine Folge u’¥ =
Zj.vzl pNe; — u e H. Esist uY = (u",;), wie man sich durch Multipli-
kation im Sinne des Skalarproduktes mit ¢, {iberlegt. Es gilt wegen Lemma
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3.4
N N 9
|3 = e < -
j=1 j=1
Da u" — wu, folgt somit
N 2
| >t —ul| =0 (¥ o), (3.8)
j=1

was (3.6) beweist. Aus (3.8) folgt
N N
Dol =2 (u,0) (95u) + [[ul* = 0,
j=1 =1

J

d.h.

lull* — ZI )l =0 (N —00).

Damit ist (3.7) bewiesen. "

Man kann sich {iberlegen, dass die Vollstéandigkeit eines Orthonormalsystems
dquivalent zu Relation (3.7) ist.

3.9 Lemma. Sei {¢;} ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H.
Wenn fir alle w € H gilt:

2 2
lul* = I, 05)7
j=1

dann ist {p;} ein vollstindiges Orthonormalsystem.

BEWEIS : Sei v € H. Im Beweis von Lemma 3.4 haben wir gezeigt:

2 n
2 2
= J[ul* = > I(w, ;) .
7=1

Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite gegen Null, d.h.
lim Y (u,05)¢;
j=1

und somit ist span{y; | j € N} dicht in H. n

n

u— Y (u, ;)9

j=1
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e Sei {p;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H.
Wir setzen fiir alle n € N

H, ::span{gpj‘jzl,...,n}.

Somit ist H,, ein abgeschlossener linearer Unterraum von H. Nach Satz 1.9
existiert somit eine Projektion von H auf H,, die wir mit P, bezeichnen
wollen. Es gilt:

3.10 Lemma. Die Projektion P,: H — H, st gegeben durch

n

Po(u) = (u,9;)p; -

=1
Insbesondere ist also die n-te Partialsumme der verallgemeinerten Fourier-
reihe Losung des Minimierungsproblems inf |lu — v].
UEHn

BEWEIS : Nach Folgerung 1.13 ist P, charakterisiert durch

Pue H,
(Pou—u,v)=0 VYveH,

Wihle v = ¢, dann ergibt sich (P,u,¢;) = (u, ;). Wéhle P,u := > a;¢;,
i=1

dann ergibt sich (P,u, ¢x) = ay und somit

n

Pu= Z(u, i) Pi-

=1

Beispiel: L?(0,27), dann bilden die Funktionen

1 1 1
——=SINNT, —= COS TN

N o o

ein vollstdndiges Orthonormalsystem.



