Kapitel 1

Der Satz von Hahn-Banach

Der Satz von Hahn-Banach befasst sich mit der Fortsetzung von linearen
Funktionalen, welche auf einem linearen Teilraum definiert sind, auf den
ganzen Vektorraum - dies unter Beibehaltung der Norm bzw. verwandter
Groflen. Im nicht-separablen Fall wird zum Beweis des Lemma von Zorn
verwendet.

Der Satz von Hahn-Banach z&hlt zu den grundlegenden Sétzen der Funktio-
nalanalysis. Wir geben eine analytische und spéter eine geometrische Formu-
lierung dieses Satzes.

1.1 Analytische Formulierung des Satzes von
Hahn-Banach

1.1 Satz (Hahn-Banach, analytische Form). Sei V' ein Vektorraum und
p: V. — R positiv homogen und subadditiv, d.h. p(Ax) = A\p(z) fir allex € V
und A € R, A > 0, und p(x +y) < p(x) + ply) fir alle x,y € V. Ferner sei
W ein linearer Teilraum von V und ¢ : W — R ein lineares Funktional mit

o(x) < p(z) fiir alle x € W'

Dann gibt es ein lineares Funktional f :'V — R, das ein Fortsetzung von ¢
ist, d.h. flw = ¢, so dass

f(z) < p(x) fir alle x € V.

e Besonders wichtig ist der Fall, dass p(z) = ||z||, wenn V ein normierter
Raum mit Norm ||| ist.

Zum Beweis von Satz 1.1 zeigen wir zunéchst, dass das Funktional ¢ in Satz
1.1 auf einen groBeren Raum W @ (zy) unter Erhaltung der Ungleichung
o(x) < p(z) fortgesetzt werden kann.
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16 1DER SATZ VON HAHN-BANACH

1.2 Lemma (Elementarerweiterung). Unter den Voraussetzungen von
Satz 1.1 gibt es zu jedem xog € V\W eine lineare Fortsetzung fr : W (xq) —
R von ¢ : W — R, so dass

fily) <ply)  fir alley € W (xo) - (1.3)

BEwWEIS : Wir setzen
filz +txo) = (x) + ta,

wobei « noch definiert werden muss. Jedenfalls ist f; linear auf W @ (z).
Um ein geeignetes « zu finden, welches die Ungleichung (1.3) erfiillt, beachten
wir, dass wegen der positiven Homogenitdat von p nur sichergestellt werden
muss, dass fiir alle z € W

o(x) + a < plr+ z9),
S 4

gilt. Ersetzt man in (1.4) z durch z/¢, ¢t > 0, und multipliziert mit ¢, so ergibt
sich (1.3) fiir y = o +txo. Um (1.4) zu gewéhrleisten, muss man offensichtlich

5;1;{90(96) —p(@—20)} < a< b {p(z+20) — p(2)}

sicherstellen. Es gilt aber

p(x) + (&) = ez +§) < plr + &) < plz+x0) + p(§ — o),

woraus

©(§) = p(€ —z0) < p(z +x0) —p(x), V{zeW (1.5)
folgt. ]

Bevor wir Satz 1.1 beweisen, bemerken wir, dass der wichtige Fall von
separablen normierten Rédumen sowie dem Funktional p(z) = K||z|| einfach
zu beweisen ist.

BEWEISs (Satz 1.1, separabler, normierter Raum, p(z) = Klz||): Es sei
{z;] 7 € N} eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren aus V', deren
lineare Hiille in V' dicht ist. Sei {z;| j € A C N} die Teilmenge von Vektoren
xj, die nicht in W liegen. Durch sukzessive Anwendung der Elementarer-
weiterung mit xy = x;, j € A, erhalten wir eine Fortsetzung f; von ¢ auf
W @ (z;]5 € A) unter Beibehaltung der Ungleichung

filz) < Kz|
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Durch Abschluss erhalten wir eine Fortsetzung auf den ganzen Raum V', d.h.
wir definieren

fly)=Tm filye), €W (r;]j€A).
Dies zusammen mit obiger Ungleichung liefert fiir alle y € X

fly) < K|yl

Der Beweis des allgemeinen Satzes von Hahn-Banach geschieht mit Hilfe des
Lemmas von Zorn. Zur Formulierung dieses Lemmas bendétigen wir einige
Begriffe: Es sei M eine Menge mit einer Halbordnung <, d.h. fiir gewisse
Paare (a,b) € M x M ist

a<b oder b<a.

Wenn einer der beiden Fille zutrifft, sagt man ,a und b sind vergleichbar®.
Es gelten die Regeln

(i) a <a,
(ii) {a <bund b<a} = a=0,

(iii) {a <bund b<c} =a<c.

Beispiel: (i) M = R"™ mit der Halbordnung <, die definiert ist durch

a<bsa; < fiir die Komponenten a; und b;, 1 =1,...,n.

(7i) Die Menge der linearen Teilraume eines Vektorraumes bildet eine Halb-
ordnung beziiglich der mengentheoretischen Inklusion.

Eine Kette () ist eine Teilmenge einer Menge M mit Halbordnung, welche
total geordnet ist, d.h. fiir je zwei Elemente a,b € @) gilt a < b oder b < a.

Beispiel: Jede eindimensionale Strecke im R"™ mit einem Richtungsvektor
der nur nichtnegative Komponenten hat ist bzgl. der Halbordnung < eine
Kette.

Eine obere Schranke fiir eine Teilmenge S einer Menge M mit Halbordnung
< ist ein Element a mit

s<a fiir alle s € 5.
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Ein Element m € M heifit maximal (auf M), wenn es von keinem anderen
Element z € M beziiglich < iibertroffen werden kann, d.h. aus

m<z folgt © =m.

(Es ist aber durchaus moglich, dass m maximal ist und mit dem Element x
nicht vergleichbar ist.)

1.6 Lemma (Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung. Jede
Kette aus M besitze eine obere Schranke. Dann besitzt M ein maximales
Element.

Beispiel: Sei M C R? beschriinkt und abgeschlossen und mit der Hal-
bordnung < aus Beispiel (i) versehen. Man iiberlegt sich - etwa mit Hilfe
komponentenweiser Supremumsbildung - dass jede Kette eine obere Schran-
ke besitzt. Es muss daher ein maximales Element in M geben. M braucht
durchaus nicht , konvex* sein.

maximales Element
Schranke der Kette

Kette

Das Lemma von Zorn wird aus dem sogenannten Auswahlaziom der Men-
genlehre hergeleitet: Ist F eine Familie von nichtleeren Mengen, so gibt es
eine Funktion, die jeder Menge M aus F ein Element m € M zuordnet.
Dies erscheint evident, aber die Aussage ist dquivalent zum sogenannten
Wohlordnungssatz, der zumindest einem Analytiker Unwohlsein erzeugt, wie
sogleich erlautert wird.

Der Wohlordnungssatz besagt, dass jede Menge M wohlgeordnet werden
kann, d.h. es gibt eine Ordnungsrelation < in M, die die Axiome der Halbord-
nung erfiillt, so dass je zwei Elemente a,b € M wvergleichbar sind (d.h. es gilt
a < b oder b < a) und zusétzlich die Eigenschaft besitzt, dass jede nichtleere
Teilmenge von M ein kleinstes Element beziiglich der Ordnung < besitzt. Die
letztere Eigenschaft bedeutet, dass die iibliche Ordnung in R, welche durch
das <-Symbol gegeben ist, keine Wohlordnung ist, denn offene Intervalle in
R besitzen kein kleinstes Element. In der Tat hat bisher noch niemand eine
Wohlordnung der reellen Zahlen konkret konstruiert - man weiss nur, dass
sie existiert und aus dem Auswahlaxiom folgt.
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Nimmt man den Wohlordnungssatz als gegeben an, ist der Beweis des
Zornschen Lemmas ,einfach“. Wir geben ihn an, weil in ihm das Prinzip
der transfiniten Induktion verwendet wird, welches man aus ,erkenntnis-
theoretischen* Griinden einmal gesehen haben sollte.

BEWEIS (Lemmas von Zorn mit Hilfe des Wohlordnungssatzes): Es sei M
die im Lemma von Zorn genannte halbgeordnete Menge und x,, o € I, eine
Wohlordnung der Elemente x, € M, d.h. I ist eine wohlgeordnete Indexmen-
ge beziiglich einer Ordnungsrelation, die wir mit dem Symbol < bezeichnen
und zu jedem a € [ gehoért genau ein z, € M. Wir bestimmen durch trans-
finite Induktion eine Kette G in M.

(i) Sei o der kleinste Index aus /. Dann gehore x,, zu G.

ii) Ist fiir 8 < v, B,7v € I, entschieden, welche x5 zu G gehoren, so gehore
Y Y B g g
x, genau dann zu G, wenn xg < z fiir alle 253 € G, 8 < 7.

Nach Konstruktion ist G eine Kette. Nach der Voraussetzung im Lemma
von Zorn hat G eine obere Schranke z. Da z eines der x, ist, muss z in
G liegen, ist also das groBte Element von G und maximal in M. (Wenn es
nicht maximal wére, gébe es ein z/, > z, welches aber dann aufgrund der
Konstruktion von G in G liegen miisste, z konnte dann nur obere Schranke
sein, wenn x/, = z.) "
Der Kiirze halber haben wir hier die Indexmenge I nicht konkretisiert und
verweisen auf Biicher aus der Mengenlehre (Kamke).

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den Satz von Hahn-Banach fiir
reelle Vektorraume in voller Allgemeinheit.

BEWEIS (Satz 1.1): Wir betrachten die Menge

M = {h: D(h) — R | D(h) linearer Teilraum von V, W C D(h),
h linear, h|w = ¢, h(z) < p(z) Vo € D(h)} .

In M besteht die Halbordnung <, welche erklért ist durch
hi < hy < D(hy) C D(hg) und hy ist Fortsetzung von h; .

Da ¢ € M, ist M # (). Ferner erfiillt (M, <) die Voraussetzung des Lemmas
von Zorn. Ist ndmlich K eine Kette in M, K = {h; € M ‘ i € I}, so definiert
man

D(h) = | JD(hi) und h(z) = hi(z), =€ D(h;).

i€l
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Das so konstruierte Element h € M ist dann eine obere Schranke von K. Nach
dem Lemma von Zorn gibt es daher ein maximales Element f € M beziiglich
<. Wir behaupten, dass D(f) =V, was den Beweis dann vollenden wiirde.
Angenommen, es ware D(f) # V. Dann gibt es ein g € V, x¢g ¢ D(f) und
wir fithren eine Elementarerweiterung von f nach Lemma 1.2 durch. f wére
dann nicht maximal. ]

Wir geben sofort einige Folgerungen aus dem Satz von Hahn-Banach an.

Dazu erinnern wir an die Definition ||f||y- = sup |{f,u)]
ully <1
ueV

1.7 Lemma. Sei V ein normierter Raum und W C V' ein linearer Teilraum.
Jedes lineare, stetige Funktional o € W* ldsst sich zu einem linearen, stetigen
Funktional f € V* fortsetzen, so dass

[fllv+ < llelfw- -

BEWEIS : Man wendet Satz 1.1 mit p(z) = ||¢|lw+

x|| an. n

1.8 Lemma. Sei V' ein normierter Vektorraum. Zu jedem u € V existiert
ein f € V* mit || fllv+ = llullv und (f,u) = [[u]l}.

BEWEIS : Man wendet Lemma 2.12 mit W = (u) und ¢(tu) = t ||ul|? an.
Es gilt dann

lellw- = sup {[t] flull* | Flllull < 1} = Jlull.

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung f € V* von ¢ mit
IFI < llull. Da flw = ¢ gilt

(f,u) = |lull?
und somit
sup [(f,v)| = [lull,
o<1
denn
(o) < Il < fullfivf]-
und fiir v = % wird die Gleichheit angenommen. [

flell

1.9 Lemma. Sei V' normierter Vektorraum und uw € V.. Aus (f,u) = 0 fir
alle f € V* folgt u = 0.
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BEWEIS : Man wéhle das in Lemma 1.8 konstruierte f und erhélt 0 =
(fu) = [Jul*. =
e Das Element f in Lemma 1.8 muss nicht eindeutig sein. Dies gilt nur,
wenn die Norm in V* strikt konvex ist, d.h. fiir jedes Paar f; # fy € V*,
1fill = [l fall = 1 gilt

ltfi+1—t)foll <1, O0<t<l.

Die Abbildung, die jedem u € V' die Menge der Elemente f zuordnet, so dass
die Aussagen von Lemma 1.8 gelten, nennt man die Dualitidtsabbildung.
Nach Definition von || f||v+, f € V*, gilt

11y = sup { [{f,w)] | Jlull < LueV}, (1.10)

nach Lemma 1.8 hingegen gilt

lull = max{[(f, )] | [fllv- <1, feV}, (1.11)
denn es gibt ein fo € V* mit || foll,- = |lull, (fo,u) = |lul|*>. Das Element
|ul| =t fo realisiert das Maximum in (1.11).

Man kann beweisen, dass auch das ,,sup“ in (1.10) genau dann angenommen
wird, wenn der Raum reflexiv ist.

1.2 Geometrische Formulierung des Satzes
von Hahn-Banach

Man kann den Satz von Hahn-Banach auch als Satz iiber die Trennung kon-
vexer Mengen durch Hyperebenen formulieren. Dazu benétigen wir einige
Begriffe. Wie im endlich-dimensionalen Fall definiert man Hyperebenen.

2.1 Definition. FEine Hyperebene in einem Vektorraum V ist eine Menge
der Gestalt

H={zeV]p)=at={p=a}
mit einer linearen Abbildung ¢ : V — R, ¢ # 0, und einer Zahl a € R.

2.2 Lemma. Sei V' ein normierter Vektorraum. Fine Hyperebene {¢ = a}
ist genau dann abgeschlossen, wenn ¢ stetig ist.

BEwEIs : Ubungsaufgabe ]
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2.3 Definition. Seien A, B Teilmengen des normierten Vektorraumes V.
Man sagt, ,die Hyperebene {o = a} trenne A und B, wenn

o) <a<yp(ly) firalexeAundy€ B. (2.4)

e Auf die Reihenfolge von A und B kommt es nicht an, d.h. (2.4) bedeutet
auch, dass {¢ = a} die Mengen B und A trennt.

H

Man spricht von strikter Trennung, wenn ein € > 0 existiert mit
px)+e<a<eply) —e¢, re€A yeB.

2.5 Satz (Hahn-Banach, geometrische Form). Sei V' ein normierter
Raum und A, B zwei nichtleere, disjunkte, konvexe Teilmengen von V. Die
Menge A sei offen. Dann gibt es eine abgeschlossene, A und B tremnende
Hyperebene.

Zum Beweis bendtigen wir das Minkowski-Funktional po: V — RU {0}
einer konvexen Menge C C V, 0 € C

po(z) == inf{a > 0 ‘ alr ey,
wobei inf () := oco.

2.6 Lemma. Sei C eine offene, konvere Teilmenge des normierten Vektor-
raumes V. Es sei 0 € C'. Dann gibt es einer Konstante M > 0, so dass fiir
alle x € V

0 < pelr) < M| (2.7)

Ferner gilt
C={zeV|pe(z) <1} (2.8)

und po st positiv homogen und subadditiv.



1.2. GEOMETRISCHE FORMULIERUNG DES SATZES VON HAHN-BANACH?23

BEWEIS : Sei B, ¢ C, r > 0. Dann gilt (r — €)H§—” e C, x €V, und

= l=ll
T

po(z) < o nach Definition von pe. Daraus folgt (2.7). Die positive
Homogenitit von po folgt aus

poe(Ax) = inf{a > 0 ‘ atareC}
= inf{S\ } sl e CY}
= Ainf{g8| 'z € C} = Apc(z), A>0.

Wir beweisen nun (2.8). Ist 2 € C, so gilt auch (1 +¢)z € C fiir geniigend
kleines ¢ wegen der Offenheit von C. Daher po(r) < 71z < 1, dh. C C
{z € V|pc(z) < 1}. Ist umgekehrt po(z) < 1, dann folgt o'z € C mit
einem o > 0 und somit * = ala™'z) + (1 — )0 € C. Es verbleibt der

Nachweis der Subadditivitdt von pc. Seien x,y € V, € > 0. Da

be (Pc(::; +g) - pc(xl) Jrgpc(:v) <1,

folgt
x

Pc (SL’) +¢€
Aus Konvexitétsgriinden ist

€ C'  und entsprechend N eC.
pely) +¢

tx 1—1¢
+( )Y

eC, O<t<l.
po(x)+e  pe(y) +e

Setzt man
po(x) + ¢

t = ,
po(r) +pely) + 2¢

folgt

r+y
e C.
po(z) +poly) + 2¢

Dies zusammen mit (2.8) und der positiven Homogenitét liefert
pe(r +y) <pc(z) +poly) + 2.
Grenziibergang ¢ — 0 ergibt die Behauptung. [

2.9 Lemma (Trennung einer konvexen Menge und eines Punktes).
Seir V' ein normierter Vektorraum und C C V' offen, konvex und nichtleer.
Sei xg € V, g ¢ C. Dann gibt es ein beschrinktes, lineares Funktional

fevs f#0 mit
f(z) < f(xg) fir alle x € C'.
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BEWEIS : O.B.d.A. sei 0 € C. Auf dem eindimensionalen Raum (z¢) defi-
nieren wir das lineare Funktional ¢ durch

o(txg) =t.

Es gilt p(z) < pe(x), fir alle € (xy) da andernfalls fiir ein y € (xy) gelten
wiirde:

pe(y) < ely), d.h. pe(tre) <t und somit po(zg) < 1.

Dies wiirde nach Lemma 2.6 aber zy € C' bedeuten. Nach dem Satz von Hahn-
Banach in der analytischen Form (Satz 1.1) lasst sich ¢ zu einem linearen
Funktional f:V — R fortsetzen mit

f(x) < pelx).

Insbesondere ist f(z9) = ¢(x9) = 1 und andererseits f(z) < po(zr) < 1 fir
x € C wegen (2.8). "

BEWEIS (Satz 2.5): Die Menge C = A6 B ={a—b| ac€ A, be B} ist

konvex. Wegen der Darstellung C' = |J (A — y) ist C offen. Da AN B = (),
yeB

gilt 0 ¢ C. Wegen Lemma 2.9 gibt es f € V* (d.h. ist f stetig und linear)

mit

(2.10)

Wir wahlen « so, dass

sup £(x) < o < inf f(y).
T€EA yeB

Die Hyperebene {f = a} ist wegen Lemma 2.2 abgeschlossen und trennt A
und B. -

Im Unendlichdimensionalen lassen sich beliebige konvexe Mengen nicht not-
wendig trennen.

Beispiel: V = L?(Q), Q ein Gebiet des R™.
A={zeC()nL?| |zl <1}, B = {yo}

mit fester L2-Funktion yo ¢ C(Q), |lyol|z2 = 3. Man beachte, dass das Innere
von A beziiglich der L?-Norm leer ist. Ferner gilt AN B = (). Wir behaupten,
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dass A und B nicht durch eine abgeschlossene Hyperebene getrennt werden
kénnen. Gébe es ein f € (L*(Q))* fiir das

f(z) < f(vo), ze€CONL*, |zl <1,
gilt, so folgt, da C(€2) N By dicht in By = {w € L?| ||lw|z2 < 1} ist,

1 fllz2y = sup  |f(2)|= sup |f(2)]
||Z||L2(Q>S1 ZGC(Q)QBl

< |f o)l < 512y~ -

Dies wére ein Widerspruch.

Wir notieren eine Variante der geometrischen Form des Satzes von Hahn-
Banach.

2.11 Satz. Se: V' ein normierter Vektorraum und A,C C V konveze, dis-
gunkte nichtleere Teilmengen von V. Ferner sei A abgeschlossen und C' kom-
pakt. Dann gibt es eine abgeschlossene Hyperebene, die A und C' strikt trennt.

BEWEIS : Fiir ¢ > 0 setzen wir A. = A+ B.(0),C. = C + B.(0). Of-
fensichtlich sind A., C. offen, konvex und nichtleer. Falls ¢ > 0 klein genug
gewihlt wurde gilt auch A, N C. = (. Falls dies nicht gelten wiirde, gibe
es e, \ 0,2, € Ay, € C, ||z, — yn|| < 2e,. Da C kompakt ist gibt es eine
Teilfolge A C N,y, =y € C, n — oo,n € A. Dies ist aber ein Widerspruch.
Satz 2.5 liefert die Existenz einer A. und C. trennenden, abgeschlossenen
Hyperebene, d.h. es gibt ein f € V* und o € R mit

flx+en) <a< fly+exn), Ve € A,y € C,21,2 € Bi(0).
Somit gilt, da sowohl z als auch —z gewéhlt werden konnen
f@) +elfl<a<fly)—clfll, VeeAyel,

d.h. A und C sind strikt getrennt. ]

2.12 Folgerung. Sei V' ein normierter Vektorraum und W ein linearer Teil-
raum mit W # V. Dann existiert ein f € V*, f #0, so dass fiir alle x € W
qilt:

(f,x) =0
BEWEIS : Sei zp € V \ W. Dann folgt mit Satz 2.11 fiir A = W und
C ={zo}, dassesein f € V* f#0, und a € R gibt, mit

(f,z) < a<(f xo) VoeelW.
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Fiir x € W ist Ax € W fiir alle A € R, und somit

A — 00 = (f,x)
)\—>—OO:><f,.ZE>

IV IA

8}:<f,x>:0Vx€W.

e Die analytische Form des Satzes von Hahn-Banach lésst sich mit Hilfe der
geometrischen Form beweisen - siehe Kothe, Topologische lineare Raume,
Kap. 17.2. Der Satz ist dort noch erheblich allgemeiner dargestellt.

1.3 Konjugiert-konvexe Funktionen

Im Folgenden sei V' ein normierter Raum. Wie iiblich, verabreden wir: Die
Funktion

g:V —RU{oc0}
heift konvex, wenn
gtz + (1 —1t)y) <tg(z)+ (1 —1t)g(y) fir alle z,y € V,0 <t < 1.

Hierbei ist a + co = oo gesetzt. Die Menge aller z € V mit g(z) < oo
bezeichnen wir mit D(g). Es ist klar, dass D(g) konvex ist.

3.1 Definition. Die Funktion g : V — R U {+oo} heifit unterhalbstetig,
wenn fir alle konvergenten Folgen (x,) aus V mit x,, — x die Ungleichung

g(x) < liminfg(x,)

n—oo

qgilt.

3.2 Definition. Der Epigraph einer Funktion g : V. — R U {oo} ist die
Menge

epi(g) = {(a:, A) eV x R|g(x) < )\}.
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y
A
epi(g)

/ 9(x)

Y

D(9)

3.3 Lemma. g ist genau dann unterhalbstetig, wenn der Epigraph von g
abgeschlossen ist.

BewErs :  Ubungsaufgabe. [

e Wenn g konvex ist, ist auch epi(g) konvex; die Umkehrung ist ebenfalls
richtig. (Ubungsaufgabe)

3.4 Definition. Sei g : V — R U {oo} und g # oo, d.h. D(g) # (. Die
duale Funktion g* : V* — RU {oo} ist definiert durch

g (f) = igg{%u) —g(w)},  fevr.

e bis ist klar, dass ¢* konver ist, selbst wenn g nicht konvex sein sollte.
e Man iiberlegt sich leicht, dass g* unterhalbstetig ist. (Ubungsaufgabe)

Beispiel: V=R, g(z)= %

r© =l 7}

Das Supremum z* = g¢*(§) wird angenommen; es gilt dann & —
|z*|P~! sign z* = 0 und somit

g (&) = """ (signa") 2" — —— = (1— =) 2"
p p

1

Wegen |z*| = |£|p—1 folgt

56 =L i g L
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3.5 Lemma. Sei V' ein normierter Raum und g : V. — R U {oo} konvez,
unterhalbstetig und g # oco. Dann ist g* # c.

BEWEIS : Sei zg € D(g) und Ay < g(xp). Wir wenden den Satz von Hahn-
Banach in der Formulierung von Satz 2.11 an. Als Grundraum wéhlen wir
V' x R, als abgeschlossene, konvexe Menge A = epi(g) und C' = (xg, Ao).
Nach der Definition von epi(g) ist ANC' = (). A ist konvex und abgeschlossen
und C' kompakt, da letztere nur aus einem Punkt besteht. Es gibt daher
eine trennende abgeschlossene Hyperebene H, die A und C strikt trennt. Die
Hyperebene hat die Gestalt

H={(z,\) €V xR|{f z) +k\=a}
mit einem f € V*, k€ R, a € R. Es gilt hierbei
(f,x)y + kX >« V(x, \) € epi(g),

3.6
(fymo) + kAo < . (3.6)
Da (w9, g(w0)) € epi(g) folgt
(f,20) + kg(xo) > a > (f,z0) + ko .
Daraus folgt & > 0. Aus (3.6) folgt mit A\ = g(x)
(=#fiz)—gla) <—g, weDl),
und damit
g (= 3f) £ —§ <o0
]
Die biduale konvexe Funktion zu g hat die Gestalt
g™ (x) = sup {{f,z) —g"()}. (3.7)
fev*

Hierbei ist o — 0o = —o0 gesetzt.

e Offensichtlich ist g™ immer konvex.

3.8 Satz. Sei V ein normierter Raum und g : V — RU{oc} konvez, unter-
halbstetig und g # oo. Dann gilt g™ = g.

BEWEIS : (i) Sei zunédchst ¢ > 0 und ¢*(f) < oo (nur solche f sind fiir g**
relevant). Da g(z) + g*(f) > (f,x) folgt g(x) > (f,z) — ¢g*(f) und durch
Ubergang zum Supremum’

g9(x) = g™ (x).

I Dies gilt auch ohne die Voraussetzung g > 0.
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Angenommen, es wiirde g** # g gelten. Dann gébe es ein zy mit

g (xo) < g(xo) . (3.9)

(g(xo) = oo ist zugelassen, aber dann beinhaltet die Widerspruchsannahme
g™ (z9) < 00.) Wir wenden den Satz von Hahn-Banach an und trennen die
Menge epi(g) und den Punkt (zg, g™*(z0)), denn wegen (3.9) liegt (z¢, ¢** (o))
nicht in epi(g). Ahnlich wie beim Beweis des letzten Lemmas erhilt man dann
ein f € V* und k € R sowie a € R mit

(f,x) + kX >a V(z, \) € epi(g), (3.10)
(f,@0) + kg™ (w0) <av. (3.11)

Lésst man in (3.10) A gegen oo gehen, folgt £ > 0. Aus (3.10) schliefit man
mit A = g(x) >0, fir e > 0

(f,2) + (k+¢)g(z) > a, z € D(g),
und damit
(—fez ) —glo) < —7%,
und durch Ubergang zum Supremum in z
g (- fi) < —5%=-
Weiterhin folgt nach Definition von ¢**(zo)
9 (x0) = (= fzs 20) — 9" (= fz)
> <_f%+57 I0>+ki+s7
und somit
(f,z0) + (k+¢) g™ (o) = .

Der Grenziibergang ¢ — 0 fiihrt zu einem Widerspruch mit (3.11). Dies war
der Fall g > 0.

(77) Den allgemeinen Fall erhélt man durch Abéndern von g mit einem f, €
D(g")
9(z) = g(z) = (fo,z) + g"(fo) 2 0.
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Fiir g weifl man, dass g** = g. Es gilt

g (f) =sup {(f.z) —g(z)}

zeV

=sup {(f + fo,z) — g(z) — ¢"(fo)}

=9"(f+ fo) — 9" (fo)
g7 (x) = sup {{f + fo,z) — " (f + fo)} + 9" (fo) — (fo, 2)

fev*

= sup {(f,z) — ()} = (fo.2) + 9" (fo)

fev=

= g7 (x) = (fo,z) + 9" (fo)

Daraus folgt g(x) = g™ (z). "

Orlicz-Raume

3.12 Definition. Es sei g : Ry — Ry eine nichtnegative, konveze Funktion
und @ C R™ messbar. Mit L,(Q) (Orliczklasse) bezeichnen wir die Menge
aller messbaren Funktionen f :Q — R mit

G(f) = / 9(|f(@)]) dz < 0o

Q

e Die Lebesgue-Raume LP(Q2),1 < p < oo, sind Spezialfille der Orliczklas-
sen L,. Man setzt g(t) = ct?, mit einer beliebigen positiven Konstanten c.
Weitere Beispiele von Orliczklassen sind durch die Funktionen

gi(t) =tn"t,

go(t) =1 +t)In(1+1¢t) —t,
g3(t) =e —t—1,

g4(t) = e’ —1

gs(t) = e’.

gegeben. Die ersten beiden Funktionen g¢i, g, werden oft benutzt um den
Raum L' zu ersetzen und die Funktionen gs, g4, g5 um den Raum L*° zu
ersetzen. Beide Riume L!, L* sind Ausnahmefille innerhalb der Lebesgue-
Réaume LP.

e Die Orliczklasse L,(€) ist im Allgemeinen kein Vektorraum, denn:
Q=(0,1) CR g(t) = e'. Wir betrachten f(z) = —1Inx. f(2) ist in L,(Q),
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1
1

/ gz, — /x2dx < 00,

0

aber 2f(x) = —Inz & Ly, denn

1 1
/elmdx = /xlda: = 0.
0 0

3.13 Definition. Die Funktion v : R§ — R{ habe die Eigenschaften

(i) 4(0) =
(i1) ~(s) > 0, firs >0,

denn

(111) =y ist rechtsseitig stetig fir alle s > 0,
(iv) v ist nichtfallend auf (0, c0),

(v) lim v(s) = co.

§—00

Wir sagen, dass g eine Young-Funktion ist, falls
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3.14 Lemma. FEine Young-Funktion g ist stetig, nichtnegativ, strikt wach-
send und konvex auf [0,00). Dariber hinaus gilt:

9(0) = 0. Tim g(6) = o0,
lim 24 =0 lim 2% =
t—o+ t ’ t—oo t ’

glat) < ag(t), a€0,1,t >0,

g(Bt) > Bg(t), B>1,t>0.

BEWEIS : Offensichtlich ist g stetig, nichtnegativ und strikt wachsend. Wei-
terhin sieht man sofort, dass ¢g(0) = 0 und g(t) /" oo fiir t — oo. Eine stetige
Funktion f ist genau dann konvex, wenn

750 +0) < S 7) + 2 50

gilt (Ubungsaufgabe). Fiir 0 < s < ¢ gilt

= 59(5) + 5900

und somit ist g konvex. Daraus folgt weiterhin fiir @ < 1
glat) = g(at + (1 — )0) < ag(t) + (1 — a)g(0) = ag(t) .
Die Substitution § = < liefert sofort g(3s) > Bg(s) fiir 3 > 1. Mitholfe des

Hauptsatzes der Integralrechnung erhalten wir
t

gl ]
AR Ty [ =0 =0
0
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Da v nicht fallend ist gilt:

t

t 1 1 1 /tN\t
i 2= i [260ts = i 7 [ategts = g (5)5
0

G

e In den obigen Beispielen ist g; keine Young-Funktion.
e Mit Hilfe von Lemma 3.14 kann man zeigen, dass ig(Q) eine konvexe Menge
ist und

Ly(Q) € LY(Q),

falls g eine Young-Funktion ist und {2 ein beschrénktes Gebiet.

e Sei g: R — RJ eine Young-Funktion. Wir setzen diese durch gerade
Spiegelung zu einer Funktion g: R — RJ fort. Sei g* die zur fortgesetzten
Funktion ¢g duale, konvexe Funktion (vgl. Definition 3.4 mit V = R). Man
kann zeigen, dass ¢g* auch eine Young-Funktion ist. Deshalb nennt man g*
auch komplementére Young-Funktion. In der Tat, habe g die Darstellung

dann hat g* die Darstellung

wobei

v*(s) = sup t.
y(t)<s

~* ist die Rechtsinverse der Funktion ~.
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3.15 Definition. Sei g eine Young-Funktion. Der Orlicz-Raum L,(Q) ist
die Menge aller Aquivalenzklassen [f] von Funktionen f, fir die

1£1l, =sup{ [e@s@ldc| [ g (et d < 1} <o

gilt. Hierbei ist [f] die Klasse aller Funktionen, die sich von f nur auf einer
Menge vom Mass Null unterscheiden, und g* die zu g komplementdre Young-
Funktion. Die Grof$e || f||; nennt man die Orlicz-Norm von f.

e Offensichtlich ist L,(2) ein linearer Raum und || - ||, eine Norm. Somit ist
L,(€?) ein normierter Vektorraum.

Auf Grund der Definition der dualen Funktion gilt folgende Erweiterung der
Young-Ungleichung;:

3.16 Lemma. Fir alle u,v € [0,00) gilt:
uv < g(u) +g"(v),

wobei g eine Young-Funktion ist, und g* die zu g komplementdre Young-
Funktion.

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die Holder-Ungleichung auf Orlicz-Réaume
erweitern.

3.17 Lemma. Es sei g eine Young-Funktion und g* die zu g duale Funktion.
Seiu € Ly(Q) und v € Ly=(Q). Dann ist wv € L*(Q) und es gilt

[ el do <l o
Q

(3.18)

g*



