Kapitel 6

Kompakte Operatoren und
Spektraltheorie

6.1 Kompakte Operatoren

e In diesem Abschnitt seien X und Y immer Banachrdume, falls nichts an-
deres gesagt wird.

1.1 Definition. Fin Operator A : X — Y heifit kompakt, wenn er stetig ist
und beschrdnkte Mengen in relativ kompakte Mengen abbildet.

e A muss nicht notwendig linear sein.
e Wenn der Operator A : X — Y linear, beschrankt und kompakt ist, sagt
man

Ae K(X,Y)CL(X,Y)
e Falls X =Y ist, benutzen wir die Abkiirzung K(X) = K(X, X).

1.2 Satz. Die Menge K(X,Y') ist ein abgeschlossener, linearer Unterraum
von L(X,Y).

BEWEIS : Esist klar, dass K(X,Y) ein linearer Unterraum von L(X,Y) ist.
Sei (A,) C K(X,Y), A, — Ain L(X,Y). Zu zeigen ist, dass A € K(X,Y)
ist. Da A linear ist, reicht es zu zeigen, dass A(B1(0)) relativ kompakt ist
und da Y vollstandig ist, reicht es nach Kapitel 0 Satz 2.4 sogar zu zeigen,
dass A(B1(0)) prikompakt ist. Sei € > 0, dann gibt es ein ng, so dass

1A — Al < <.
2

Da A,,, kompakt ist, ist A, (B1(0)) prikompakt, es gibt also Punkte y;, i =
1,...,n., so dass

A (B (0) € | B ()

135
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Dann ist auch

A(By(0) € L]B;@i%

denn sei x € B1(0), d.h. ||[A,,z — Az| < §. Es gibt also ein i € {1,...,n.} :
| Anoz — yil] < 5. Fiir alle z € B1(0) gibt es also ein 4, so dass

|Az — y;|| < e.

Beispiel: (i) Die Einbettung
E:-Wh" Q) — L*Q): f— f

ist kompakt (Satz von Rellich), denn F(B(0)) ist prakompakt.
(i) Sei Q beschrinkt und K € L(Q x ). Der Operator A : L?(2) — L*(Q)
definiert durch

(Au)(z) = /K(aj,y)u(x)d:z:

ist kompakt.

1.3 Definition. Wir sagen, dass A € L(X,Y) endlichen Rang hat, wenn
dim R(A) < o0.

1.4 Lemma. Wenn A € L(X,Y) endlichen Rang hat, dann ist A kompakt.

BEWEIS : Da A beschrankt ist, ist
A(B1(0)) € Bg(0) CY.

Auflerdem ist A(B1(0)) € R(A), und R(A) ist endlichdimensional. A(B;(0))
liegt also in einer beschrinkten Menge eines endlichdimensionalen Raumes,
d.h. A(B;(0)) ist relativ kompakt. "

1.5 Lemma. Sei (A,)) C L(X,Y) eine Folge von Operatoren mit endlichem
Rang, die in L(X,Y) gegen A konvergiert. Dann ist A kompakt.

BEWEIS : Da die A, von endlichem Rang sind, sind sie nach Lemma 1.4
kompakt. Dann ist nach Satz 1.2 auch ihr Grenzwert kompakt. n

e Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

1.6 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und A € K (X, H) ein kompakter Ope-
rator. Dann existieren Operatoren A, € L(X,H) mit endlichem Rang, so
dass A, — A in L(X, H).
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BEWEIS : Die Menge K := A(B;(0)) ist kompakt. Nach Kapitel 0 Satz 2.4
gibt es fiir alle ¢ > 0 Elemente y; € H, 1 = 1,...,n., so dass

i=1

Setze H. := span{y; ’7, =1,...,n.}. Sei P. : H — H. die Projektion aus

Kapitel 5. Es gilt: ||I — P.|| < 1, denn fiir alle z € B;(0) ist

|z — P.x||* = (xr — Pox,x — P.x)

=
=

r— P.x, )

= [lz = Pea|[| ]
I

Definiere

A, =P.oA: X — H..

A; hat endlichen Rang. Sei x € B1(0), dann gibt es ein i € {1,...,n.} :
|Az — y;|| < e. Da P.y; = y; fiir y; € H, ist dann

|Az — Acz|| = ||Az — P. o Az
= ||({ — P.)Ax||
= [|(1 = P:)(Az — yy)]|
< I = Pe|l[[Az — il
< E.

Wenn man nun das sup bildet, folgt
z€B;(0)

|A— A <e.

1.7 Lemma. Seien X, Y und Z Banachriume und seien A € L(X,Y),
Be K(Y,Z) (bzw. Ae K(X,Y), Be L(Y,Z)). Dann ist Bo A € K(X,Z).

BEwEIS: (i) DaA € L(X,Y)ist, ist A(B1(0)) C Bgr(0)undda B € K(Y, Z)
liegt folgt, dass B o A(B1(0)) relativ kompakt ist.

(ii) Da A € K(X,Y) liegt, ist A(B1(0)) kompakt, also auch folgenkompakt.
Da B stetig ist, ist das Bild einer konvergenten Folge wieder konvergent, d.h.
Bo A(By(0)) ist also relativ folgenkompakt und somit ist der Operator Bo A
kompalkt. [
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1.8 Satz (Schauder). A € L(X,Y) ist genau dann kompakt, wenn der
adjungierte Operator A* € L(Y™*, X*) kompakt ist.

BEWEIS :  “=“ Wir miissen zeigen, dass (A*(By+)) C X* relativ kompakt
ist. Fiir jede Folge (y*) C By- miissen wir zeigen, dass es eine Teilfolge
(y5.) € (vy) gibt, so dass (A*y; ) in X* konvergiert. Die Menge

K = A(BX)

ist kompakt in Y, K ist also ein vollstidndiger metrischer Raum. Dann ist die
Folge (y) aufgefasst als eine Folge in C'(K) gleichméBig beschréankt, denn
fiir y € K gilt

[ )| < Nlwallllyll < llyll < e,

da y; € By~ und K beschriankt ist. Wenn man auf beiden Seiten das sup
yeK

bildet, ist (y) beschréankt auf C'(K). Auflerdem ist (y;) gleichgradig stetig,
denn fiir y;,y, € K folgt

[(Wns 1 = y2) | < Mlwnllllyr — vall < llyr — w2l|-

Somit ist () Lipschitzstetig, also insbesondere stetig mit Konstante ¢ = 0,
die unabhéngig von n ist. Die Folge (yr) ist also gleichgradig stetig. Nach
dem Satz von Arzela-Ascoli gibt es daher eine Teilfolge (y;; ) € (y;), die in
C(K) konvergiert und deshalb eine Cauchyfolge ist. Fiir alle ¢ > 0 gibt es
ein ng, so dass fiir alle n;, ny > ng gilt:

sup [{yn, . ¥) — (yn )| < €.

yeK
Also folgt
1A, = A llx- = sup (A, — A"y, 2)xe x

llzll x <1

= sup <y:—2k —?JZ”AZ@Y*,Y
flzll x <1

= sup(Yn, — Yn Y)v=y
yeK

<e,

d.h. die Folge (A*y;; ) ist eine Cauchyfolge in X*, hat also einen Grenzwert
und somit ist A* kompakt.

“=“Sei A* € L(Y*, X*) kompakt. Aus dem gerade eben gezeigten folgt
dann, dass A™ € K(X**,Y*) ist. Nach Lemma 1.7 ist auch die Verkniipfung
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A** o Jx kompakt, wobei Jx : X — X* die kanonische Isometrie ist. Aufler-
dem gilt:
A**OJX:JYOA, (19)
denn fiir alle y* € Y* und fiir alle z € X gilt
<A**JXCU, y*>Y**,Y* Def:A** <JX'I7 A*y*>X**,X*

Def:JX <A*y*, :C>X*7X

Def A*
= (y*7A$>Y*,Y

Def J
=Y <JYA$,?J*>Y**,Y*-

Aus (1.9) und der Tatsache, dass A** o Jx kompakt ist folgt, dass auch
JY O A

kompakt ist. Sei (x,) eine beschrinkte Folge aus X. Da Jy o A kompakt ist,
gibt es eine Teilfolge (2, ) C (x,), so dass die Folge

konvergiert. Sie ist also eine Cauchyfolge und da Jy eine Isometrie ist, gilt
||JYAJ:TL1@ - JYAJ:TL[H = ||Axnk - Ame

(Az,, ) ist daher auch eine Cauchyfolge und somit ist A kompakt. ]

6.2 Fredholmsche Alternative

2.1 Lemma (Riesz). Sei X ein normierter Vektorraum und M G X ein
abgeschlossener linearer Unterraum. Dann gibt es fir alle e > 0 einu € X
mit ||ul| =1 und

dist(u, M) > 1 —e.

BEWEIS : Sei v € X \ M. Da M abgeschlossen ist, gilt
d = dist(v, M) > 0.

Es gibt also ein mg € M, das den Abstand von v und M gut approximiert,
d.h.

d < [lv —mo| <

1—¢’
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Setze u = HZ mOH, dann hat v Norm 1 und fiir m € M ist
-ml= =g =
lv —meo H

1

= MH’U — My — mH'U — mo””
d

~ v = ml]

>1—c.

2.2 Lemma. Sei X ein normierter Vektorraum, sei M ;Cé X ein endlich-
dimensionaler, linearer Unterraum. Dann gibt es ein u € X mit ||u|| =
und

dist(u, M) = 1.

BEWEIS : Sei v € X \ M, dann ist d := dist(v, M) > 0 und es gibt eine
approximierende Folge (m,,) C M mit

d < flv—mol|

IA
—_

|
S |-

Daraus folgt

[ | <l — 0l + [l | < K.

n

(m,,) ist also eine beschrénkte Folge und da M endlichdimensional ist, gibt
es eine Teilfolge (my,, ) C (m,,), so dass

My, — My in M

und es gilt

d < v —mp| < lim [|Jv —my,|| < lim -
k—o0 k—oo ]_ - =

2.3 Satz (Riesz). Sei X ein normierter Vektorraum, so dass
By ={re X||lul <1}

kompakt ist. Dann ist X endlichdimensional.
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BEWEIS : Sei dim X = oo, dann gibt es eine Folge von linearen Unterrdumen
anl - Xn, dlan < 0Q.

Nach Lemma 2.1 gibt es also eine Folge (x,) C X mit ||z,|| =1 und z, € X,,,
auflerdem

dist(x,,, Xp-1) >

N | —

Fiir alle n > m ist dann ||z, — @, > 3, da @, und ,, in unterschiedlichen
Réaumen liegen. Es gibt somit keine konvergente Teilfolge der Folge (x,) C
By, ein Widerspruch da By kompakt ist. [

e Die Umkehrung gilt auch:

dim X < oo = By ist kompakt.

2.4 Lemma. Sei Y C X ein endlichdimensionaler Unterraum. Dann exi-
stiert eine stetige, lineare Projektion P von X auf Y, d.h. Po P = P. Ferner
qilt:

X =Y & N(P),

d.h. fir alle v € X existiert genau einy € Y und z € N(P) mit x =y + 2
und |lyl| < cflzf], [[2]| < c||z|

BEWEIS : Sei ey, ..., e, eine Basis von Y, d.h. fiir alle y € Y existiert eine
eindeutige Darstellung

n
Yy = Zaiei, a; € R.
i=1

Definiere ¢; : Y — R : y — «;. Die ¢; sind lineare, stetige Funktionale auf
Y, nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es dann eine Abbildung ¢, € X*
mit @;|y = ;. Definiere

P:X-—-Y: xHZ@z(x)ez

i=1

P ist linear und stetig, da es eine endliche Summe von linearen und stetigen
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Funktionalen ist. Auflerdem ist P eine Projektion, denn

P(Pzx) = Z @i(Px)e;

= Z @i(z Gi(x)e;)e;

Jedes x € X lasst sich schreiben als
r=x— Px+ Px,

wobei x — Pz € N(P) ist, denn P(x — Px) = Px — PPx = Px — Px = 0.

Da Pz €Y ist, ist die Existenz der Zerlegung bewiesen.

Nun zur Eindeutigkeit:

Sel x =x1+ 21 =29 + 29, y; €Y, z; € N(P), dann folgt
Yayl—ygzz’g—zl EN(P)

Aber N(P)NY = {0}, denn sei z € N(P) NY, dann ist

n

0= Po= Y @la)e " 3 e
=1

i=1
Da die (e;) eine Basis von Y sind und somit linear unabhéngig sind ist dann
wi(x) =0 Vi

und somit x = 0, d.h. y; = y und 2z; = 23, die Zerlegung ist also eindeutig.
Nun miissen wir noch die Abschitzungen beweisen. Sei x = y + 2,y =
Px, z = x — Pz, dann ist

Iyl = P[] < [|P[H{l=]],
[l < flfl + 1 P]] < (L + [P
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2.5 Lemma. Se: V C X* ein endlichdimensionaler linearer Unterraum.
Dann ezistiert eine stetige, lineare Projektion P : X — V+ C X. Ferner
gilt:

X =V+t@N(P),

wobei dim V' = dim N (P).

BEWEIS : Sei fi,..., f, Basisvon V C X* dann gibtese; € X, 1 =1,...,n
mit

<.fi7 6j> - 52] (26)
In der Tat, definiere

QX ->R": x— ((fr,z),...,{fn,2)).

® ist surjektiv, denn sei dem nicht so, dann gibt es ein y € R™ \ R(®). Nach
dem Satz von Hahn-Banach gibt es dann ein @« € R und ein z € R", z # 0, das
die kompakte Menge {y} und den abgeschlossenen Unterraum R(®) trennt,
d.h.

(z,y) <a < (z,P(2)) Vre X.

Aber da R(®) ein linearer Unterraum ist, ist auch A®(z) € R(®), man kann
also wie iiblich A — +o00 gehen lassen und es ergibt sich

0=(z0(x) = Zzz<fl7x> = <Zzzfu$> Ve X,

n
also Y z;fi = 0. Da die f; eine Basis sind, ist z; = 0 fiir ¢ = 1,...,n, ein
i=1
Widerspruch zu z # 0, somit ist ® surjektiv. Die e;, ¢ = 1,...,n sind linear
n

unabhéngig, denn falls 0 = > aye;, dann gilt fiir alle j = 1,...,n
i=1

0= £i(0) = £;(D_ues)
= Z aifj(ei)

n
= E @0y
i=1

= Oéj.
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Definiere Y := span{e; | i =1,...,n} mit den e; aus (2.6) und
Q:X—-Y:z— Z<fi,fﬂ>€i.
i=1

Wie im Beweis von Lemma 2.4 folgt, dass () eine lineare, stetige Projektion
ist und sich der Raum X zerlegen lésst als

X =Y @ NQ).
Offensichtlich ist N(Q) = V*+, denn sei z € N(Q), d.h. Q(z) = 0, also ist
<fi7 .CL’> =0 VZ,

dh.x € V1. Setze P:=1—-Q, P: X — V+. Wie im Beweis von Lemma
2.4 zeigt man, dass P eine stetige, lineare Projektion ist. Aber

Y = N(P),
denn
r€N(P)< Pxr=0
Sr—Qr=0
S =Qr
sSrey,
daQ|y:I. u

2.7 Satz (Fredholmsche Alternative). Sei X ein Banachraum und
A e K(X). Dann gilt:

(i) N(I — A) ist endlichdimensional.
(ii) R(I — A) ist abgeschlossen und es gilt

R(I — A) = N(I — A)*~.

(i) N(I—A) =0« R(I—A) = X.

(iv) dim N(I — A) = dim N(I — A*).
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e Es geht um die Lésung von
r—Axr =f. (%)

Entweder existiert genau eine Losung von (x) oder die homogene Glei-
chung x — Az = 0 besitzt d linear unabhéngige Losungen und (x) ist 16sbar
genau dann, wenn f € N(I — A*)L.

e vgl. Kapitel 2 Satz 3.16 (iii)
e Im Fall X = R"” ist ein A € R™*" injektiv genau dann, wenn A surjetiv ist.

e Falls dim X = oo ist, ist dies im Allgemeinen falsch (siehe Beispiele in der
Einfiihrung).

BEWEIS : (i) Sei X; := N(I — A).
mneX or— A, =08 1 = Axq,

d.h. z; € R(A) und somit
BX1 g A(Bx)

Da A kompakt ist, ist auch By, kompakt und nach Satz 2.4 ist dann X;
endlichdimensional.
(ii) R(I — A) ist abgeschlossen:
Gelte z, := x,, — Az, — z in X. Wir miissen zeigen, dass z € R(I — A) ist.
Definiere

d,, = dist(z,, N(I — A)).
Da dim N(I — A) < oo ist, gibt es nach Lemma 2.2 y,, € N(I — A), die den
Abstand annehmen:

dp = |70 — ynl|-
Da y, € N(I — A) gilt, ist y, = Ay, und somit
Zn = (T — yn) — ATy — yn) — 2. (2.8)

Die Folge (x,, — y,) ist beschrankt, denn sei dem nicht so, dann existiert eine
Teilfolge (z,, — Yn,) € (2, — yp) mit

[0, = Yyl = 00 (k= 00).

Tnyp —Yny

Setze wy, = Da z, — z, konvergiert auch

- ”Ink —Ynyg I

Zny, 0

_
||:L‘nk — Yny, ||
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Mit (2.8) folgt dann

Zny,

H‘Tnk _ynkH " "

Da [Jwy, || = 1 und A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (w, ) C (wy, ), so
dass Aw,, konvergiert und da w, — Aw, — 0, konvergiert auch w,_ gegen
einw € N(I — A). Aber es gilt auch

dist(wy,, N(I — A)) = inf : | wn, — ull

ueN(I-A
_ inf H Tny, — Yny, . H‘Tﬂk - ynk” ‘
uEN(I-A) Hxnk - ynkH Hxnk - ynk”
1 .
————— inf ||z — Yy — ullTn, — |

| Zn,, — Yn, || ueN(T-4)
_ dist(z,,, N(I — A))

”xnk - ynk”

= 1.
Wenn nun k£ — oo geht, folgt
dist(w, N(I — A)) =1,

ein Widerspruch zu w € N(I — A). Somit ist die Folge (z,, — y,,) beschrénkt.
Da A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge, so dass

A(xp, — Yn,) — W.
Wegen (2.8) konvergiert dann auch
Tpy, = Ynp, — 2 — W =1 0.

Aber da A stetig ist, konvergiert dann auch A(z,, — y,,) — Av. Wiederum
wegen (2.8) ist dann v — Av = 2z, d.h. z € R(I — A) und somit ist R({ — A)
abgeschlossen. Da dann auch der Graph von I — A abgeschlossen ist, ist wegen
Kapitel 2 Satz 3.16 auch R(I — A) abgeschlossen genau dann, wenn

R(I — A) = N(I — A)*~.

(iii) “=* Wir machen einen Widerspruchsbeweis. Sei X, := R(I — A) G X.
Nach (ii) ist R(I — A) abgeschlossen, X; ist also ein Banachraum. Wenn
y € X, ist, gibt es ein x € X mit:

y=ux— Ax.
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Dann ergibt sich
Ay = Ax — AAx = (I — A)(Ax) € X4,

d.h. (A(X;)) C X, A|x, ist also kompakt. Definiere X, := (I—A)(X;) C Xj,
Xy ist abgeschlossen. Es gilt
X2 ; XlJ

denn da X; ; X gibt es ein zy € X \ X;. Angenommen X; = X,, dann wére
y = x9 — Axg € X,
es gibt also ein z; € X mit
y = a1 — Ay,
da aber I — A injektiv ist, folgt
X1 Zxo =1z € Xy,
ein Widerspruch. Wir iterieren dies:
X, = —-A)"(X)

mit X, ; X,_1 und die X,, sind abgeschlossene, lineare Teilrdume. Nach
Lemma 2.1 gibt es u,, € X,, mit ||u,|| =1 und

—_

dist(un,Xn+1) > 5
Es gilt:
Auy — Aty = —(uy — Auy) + (U — Atg) + (U — Up).

Fir n > m ist
Xn+1 g Xn g Xm+1 g Xm

Fiir u, € X,, ist (I — A)u,, € X,p1 C Xy, fir u,, € X, ist (I — A)u,, €
Xms1 und u, € X, € X, 41. Somit ist

1
| A, — Aty || > 5

ein Widerspruch, da A kompakt ist.
“<=*“Sei X = R(I — A). Nach Kapitel 2 Satz 3.15 (ii) ist

N(I — A*) = R(I — A)* = X+ = {0}.
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Da aber A* kompakt ist, folgt mit dem gerade gezeigten, dass
R(I - A") =X~
ist und nach Kapitel 2 Satz 3.15 (ii) gilt
NI —A) = R(I — A")* = (X" ={0}.

(iv) Sei d := dim N(I — A) und d* := dim N (I — A*). Wir wollen durch einen
Widerspruch zeigen, dass d* < d ist. Sei also d < d*. Wegen (i) ist d < oo.
Nach Lemma 2.4 gibt es eine stetige, lineare Projektion

P:X —N(-A).
Wegen (ii) ist R(I — A) = N(I — A*)* und wegen (i) ist dim N(I — A*) =

d* < oo. Nach Lemma 2.5 gibt es einen abgeschlossenen, linearen Unterraum
F von X, der Dimension d* hat und

X=Fa@R(I-A). (2.9)
Da nach Voraussetzung d* > d ist, gibt es eine lineare Abbildung
A:NI-A) - F,
die injektiv, aber nicht surjektiv ist. Der Operator
B:=A4+AoP

ist kompakt, da A und P kompakt sind und A linear ist. Sei x € N(I — B),
d.h.
O=x—Br=x— Ax — APz,

d.h.
F>APx=x—Ax € R(I — A).

Da aber FFN R(I — A) = {0} ist, folgt * — Az = 0, d.h. x € N(I — A) und
somit auch Px = x, da P auf N(I — A) die Identitét ist. Da 0 = APz = Az
ist und A injektiv ist, folgt x = 0, d.h.

N(I — B) ={0}

und somit

R(I — B) = X.
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Da aber A nicht surjektiv ist, gibt es ein g € F'\ R(A) und da R(/ —B) = X
ist, gibt es ein x € X : x — Bx = x¢, d.h.

ro=x—Axr— APz ,
\q,—/ v
ER(I-A) €R(MNCF

somit

F>zg+APr=x— Az € R(I — A).
Wegen (2.9) folgt wieder, dass dann = — Az = 0 sein muss und auch
P(A) 29 =—APx € R(N),

ein Widerspruch, es folgt d* < d. Wenn wir das Resultat auf A* anwenden,
ergibt sich

dim N(I — A*) < dim N(I — A*) < dim N(I — A). (2.10)
Aus (1.8) wissen wir, dass A** o Jx = Jx o A ist und somit

Jxo(I—A)=Jx—JxoA
:JX—A**OJX
= (I — A™)o Jy,

wenn also x € N(I — A) ist, so ist Jxx € N(I — A™), d.h.
Jx(N(I —A)) C N(I—A™)
und da Jx eine lineare [sometrie ist, ergibt sich
dim N(I — A) < dim N(I — A™),
in (2.10) folgt also die Gleichheit, d.h. d* = d. "

6.3 Spektraltheorie

3.1 Definition. Sei A € L(X). Die Resolventenmenge p(A) ist durch
p(A) :={X € R| (A — \)ist bijektiv von X auf X}
definiert. Das Spektrum o(A) von A ist die Komplementdrmenge von p(A),
d.h.
o(A) =R\ p(A).
Man sagt, dass A ein Eigenwert ist, wenn
N(A—XI) # {0}
und schreibt A € EW (A). Man nannt N(A — \I) den Eigenraum von \.
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e Wenn A € p(A) ist, ist wegen Kapitel 2 Satz 2.5 (A — \ol) ! € L(X).

e EW(A) Co(A)

e Wenn dim X = oo ist, ist im Allgemeinen EW(A) & o(A).

e Es ist moglich, dass N(A — A\[) = {0} und R(A — A\I) # X ist, denn
betrachte
A 02— 0% (un) — (0, uy, us, .. .).

0€o(A) und 0 ¢ EW(A), denn sonst wire
A(up) = 0(u,) =0
und somit (u,) = 0.
3.2 Satz. Das Spektrum ist eine kompakte Menge, fir die gilt
a(A) C [=[lAll, [[All (3.3)

BEWEIS : Sei A € R mit |A| > [|A]|. Wir miissen zeigen, dass dann A in der
Resolventenmenge p(A) ist, d.h. dass A — AI bijektiv ist. Fiir alle f € X gibt
es eine eindeutige Losung v € X von Au — Au = f genau dann, wenn

u= %(Au — ).

Betrachte .
T: X — X: UHX(Au—f)

T ist eine Kontraktion, denn

1
[Ty — Tug| = WHAM — [ = (Auy — f)|
1
< WHAH [y — ua].
——
=:k<1

Mit dem Banachschen Fixpunktsatz ergibt sich dann, dass 7" einen eindeuti-
gen Fixpunkt hat und somit

a(A) < [=[lAll; [[All].

Es bleibt zu zeigen, dass p(A) offen ist. Sei \g € p(A) und sei A nahe genug
an Ao, d.h. [\ — A\og| << 1. Fiir f € X hat die Gleichung

Au—du=f (3.4)
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eine Losung genau dann, wenn
Au— du = [+ du — Au
und da A\u € p(A) ist, muss
u=(A—=XND)"'(f+ (A= Xo)u)
sein. Betrachte die Abbildung
T:X —X:ur— (A= D) Hf+ (A= Xo)u).
T ist eine Kontraktion, denn

[ Tur = Tus|| = [(A = AoI) ™' (A = Xo) (ur — ug)|
< A= 20)THIA = Aol [l — |

g

=k

Somit muss man |A — \g| << 1 so wihlen, dass k < 1 ist. p(A) ist also offen
und o(A) kompakt. "

3.5 Satz. Sei dim X = oo und A € K(X). Dann gilt
(i) 0 € a(A).
(i) o(A)\ {0} = EW(A)\ {0}
(iii) FEiner der folgenden Fdlle tritt ein:
- entweder o(A) = {0},
- oder o(A) \ {0} ist endlich,
- oder o(A) \ {0} ist Nullfolge.
BEWEIS : (i) Sei 0 € 0(A), d.h. 0 € p(A), also ist A —0I = A bijektiv und
I=A"10A

ist nach Lemma 1.7 kompakt. Dann ist Bx kompakt und nach Satz 2.3 folgt,
dass X endlichdimensional ist, ein Widerspruch.
(ii) Generell gilt, dass EW(A) C o(A). Sei A € o(A) \ {0} und sei A kein
Eigenwert von A, d.h.

N(A - \I)={0}.
Mit Satz 2.7 (iii) folgt dann

R(A—- ) =X,

d.h. A € p(A), ein Widerspruch.

e Fiir (iii) bendtigen wir folgendes Lemma
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3.6 Lemma. Sei dim X = oo und A € K(X). Sei (\,) C R eine Folge
paarweise verschiedener reeller Zahlen mat

Ap — A

und
An € 0(A)\ {0}, n € N.

Dann gilt:
A=0.

e Das Lemma besagt, dass alle Punkte von o(A) \ {0} isoliert sind.
BEWEIS : Sei A, € o(4)\ {0} £ EW(4)\ {0}, dh.
N(A =\, 1) #{0}.

Es gibt also e, # 0 mit Ae, — \,e,, = 0. Sei X, := span{ey,...,e,}. Wir
zeigen
X, G Xopr. (3.7)

Es reicht zu zeigen, dass fiir alle n die Menge {e1, ..., e,} linear unabhéngig
ist. Wir fithren einen Induktionsbeweis durch. Der Fall n = 1 ist klar. Sei

n
En+l = E ;€4
i=1

d.h. . .
Aepy = Z%’Aei = Zai)\ieia
i=1 i=1
es folgt
0= Z az()\l — )\n+1)€i-
i=1
Da {ey,...,e,} linear unabhéngig sind, ist fiir alle :

CY,L(>\1 — )\n+1) =0.

Da aber die \; paarweise verschieden sind, miissen die a; = 0 sein und somit
ent1 = 0, ein Widerspruch. Weiter gilt:

(A= MI)(X,) C Xpos, (3.8)

denn jedes x € X, besitzt eine Darstellung

n
T = E Q€4
=1
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d.h.

_Zaz z_ ezean

Wegen (3.7) und Satz 2.1 gibt es fiir alle n > 2 ein u,, € X, mit |Ju,| =1
und

dist(uy,, Xp—1) >

[\DI)—t

Sei 2 <m < n. Es ist

mel g Xm g anl g Xn

und somit
Au, Au,, Au,, — Ay, Ay, — AU,
|5 - 520 = - = |
)\n n )\m S~~~
~ v -~ EXmanfl

EXn_1,Wegen (3.8) €EXm-1CXn_1
Z dlSt(un, Xn—l)

Die Folge (A“”> besitzt also keine konvergente Teilfolge. Sei A # 0. Dann

besitzt auch (Aun) keine konvergente Teilfolge, denn falls doch wiirde auch

die Folge ( ) konvergieren. Also haben wir einen Widerspruch zu A kom-
pakt, d.h. A =0. [
BEWEIS (Satz 3.5 (iii)): Fiir alle n € N ist

J(A)Q{AERHMZ%}::%

entweder leer oder endlich. Angenommen sie sei unendlich, da o(A) be-
schrinkt ist, gibt es einen Haufungspunkt und Wegen Lemma 3.6 ist der
Haufungspunkt die 0, ein Widerspruch zu [A| > L. Aber es ist

o(A)\ {0} = [ ow,

neN
o(A)\{0} ist also héchstens abzéhlbar. Mit Lemma 3.6 folgt die Behauptung.
n
e Spezialfall X = H, A selbstadjungiert.
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3.9 Definition. Fin Operator A € L(H) heifit selbstadjungiert, wenn
A= A*, d.h. fir alleu, v € H gilt

(Au,v) = (u, Av). (3.10)

3.11 Satz. Fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H) setzen wir

m:= inf (Au,u),
u€H, ||ul|=1

M:= sup (Au,u).
weH, [ul|=1

Dann gilt 0(A) C [m, M] und m, M € o(A)

BEWEIS : (i) Fiir alle v € H ist (Am, ﬁ) < M und somit
(Au,u) < M||ul)?. (3.12)
Sei A > 0, dann ist fiir alle w € H
(Au— Au,u) > (A = M)|[ull* = af|ull*,

mit o > 0, A\ — A induziert also eine koerzive, beschréankte Bilinearform. Mit
dem Lemma von Lax-Milgram gibt es fiir alle f € H ein eindeutiges u € H
mit

Au— Au = f,

d.h. AT — A ist bijektiv, also X € p(A).
(ii) Wir zeigen M € o(A). Wir definieren eine Bilinearform durch

a(u,v) == (Mu — Au,v).
Da A selbstadjungiert ist, ist a(.,.) symmetrisch und wegen (3.12) ist
a(u,u) > 0.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir a(.,.) ergibt:

N[
[NIES

la(u,v)| < a(u,u)2a(v,v)2,

d.h. fiir alle u,v € H gilt
|(Mu — Au,v)| < (Mu—Au,u)%(Mv—Av,v)%

C.S. fir (.,.) 1 1
< (Mu— Au,u)2 (M + || Al)2[|v]
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Wihle v = Mu — Au, dann ist
| Mu— Au|)?® < o(Mu — Au,u)? | Mu — Aul|,

d.h.
| Mu — Au|| = ¢(Mu — Au,u)?. (3.13)

Wegen der Definition von M gibt es (u,,) C H mit ||u,| = 1 und (Au,, u,) —
M und wegen (3.13) folgt

| Mu,, — Au,|| — 0.

Also ist M € o(A), denn falls nicht wire M € p(A), d.h. (MI—A)~! existiert
und ist stetig. Somit folgt

(MI — A~ (Mu, — Auy) = (MI — A)(MI — A) (u,) — 0,

d.h. u, — 0, ein Widerspruch zu [|u,|| = 1.
(iii) Die Aussagen fiir m folgen durch Ubergang von A zu —A. (]

3.14 Folgerung. Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator mit o(A) =
{0}. Dann ist A = 0.

BEWEIS : Wegen Satz 3.11 ist ”iI”1f (Au,u) € 0(A) und auch sup (Au,u) €
ul=1 Jull=1

o(A). Fiir alle u € H ist also (Au,u) = 0. Fiir alle u,v € H ist dann

0= (A(u + U)7 U+ U) o (AU, U) - (AU> U)
= (Au,u) + (Av,v) + (Au,v) + (Av,u) — (Au,u) — (Av,v)
= 2(Au,v)
d.h. Au = 0 fiir alle v und somit A = 0. ]

3.15 Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum und A ein kompakter, selbst-
adjungierter Operator. Dann existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem
bestehend aus Eigenvektoren von A.

BEWEIS : Seien (\,),>1 die verschiedenen Eigenwerte von A aufler der Null
und Ao := 0. Definiere Hy := N(A) und H, := N(A — \,I). Wegen Satz 2.7
ist 0 <dimH, <oo,n>1und 0 <dim Hy < co. Wir zeigen:

H=H, (3.16)

n>0
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d.h.
(i) H, sind paarweise orthogonal, d.h. fiir alle w,, € H,, u,, € Hp,, m #n
gilt:

(U Upn) = 0. (3.17)

(ii) Der durch (H,),>0 generierte Vektorraum ist dicht in H, d.h.

H
span{H, |n >0} = H. (3.18)

Aus (3.16) folgt dann die Behauptung, denn zu jedem H,, gibt es eine Basis
(vP), i =1,...,dim H,. Nach Lemma 3.2 aus Kapitel 5 gibt es ein Orthonor-
malsystem (w!), i = 1,...,dim H,, wobei die w} Eigenvektoren sind. Wegen
(3.17) ist also

{(w!"),i=1,...,dim H,, n > 0}

ein Orthonormalsystem und wegen (3.18) ist es vollstdndig und der Satz ist
bewiesen.
(i) Sei x,, € H,, und x,, € H,,, n # m. Es ist

Axn = )\nxn | * T,
AT = AT |- 2.

Also folgt

A selbstadjungiert
— ( A

Am(xn; xm) = (Al‘m, xn) T, mm) = )‘n(xny xm)

Da A\, # A\, ist folgt (2, z,) = 0. B
(ii) X := span{H, |n > 0}. Wir miissen zeigen, dass X = H ist. Es ist

k
A(X) C X, denn jedes z € X hat eine Darstellung x = > oyz; mit o; € R
i—1

und z; € H;, d.h. -

k k
Axr = ZO[ZAZQ = ZO(@)\,L.TZ e X.
i=1 =1

AuBerdem ist A(X1) C X1, denn sei u € X+, v € X, dann ist
(Au,v) = (u, Av) = 0.

Der Operator
Alxr =1 Ag: X+ — X+
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ist somit kompakt. Aulerdem ist Ay beschriankt, linear und selbstadjungiert,
denn seien u,v € X+, dann folgt

(Agu,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, Agv).

o(Ag) = {0}, denn sei A € o(Ay) \ {0}, dann ist A € EW(Ay), es gibt also
ein ug € X+, uy # 0, so dass

AUQ = A()Uo = )\Uo.

A ist also auch ein Eigenwert von A, d.h. es gibt ein n, so dass A = A, ist
und somit
Ug € Hn N XJ_,

d.h. aber uy = 0, ein Widerspruch zu ug # 0. Nach Folgerung 3.14 ist dann
Ag =0, also
Xt CNA) =H,CX

und somit X+ = {0}. Dann folgt
X =H,

wie wir in den Ubungen gezeigt haben. [

e Satz 3.15 fiir A selbstadjungiert, kompakt und dim H = oo, dann gibt es
ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren

{wn‘n € N},

so dass alle u € H eine Darstellung

[e.e]

u = Z(u, Wn )Wn

n=1

haben, es folgt also
Ay = Z An (U, Wy )wy, .
n=1

Hier sind die A, allerdings nicht notwendig verschieden.



