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Aufgabe 1: 5 Punkte
Sei 1 < p < oo und uy,, u € LP(2) mit u,, — u schwach in LP(Q2). Weiterhin gelte
u, — v fast iiberall. Zeigen Sie, dass u = v gilt.

Tipp: Zeigen Sie zunéchst mit Hilfe des Lemmas von Fatou, dass v € LP(Q2) gilt
und v fast tiberall endlich ist. Sei nun Fjy := {x € Q : sup,~; |u,(z)| > k} fir
k € N. Zeigen Sie |NEx| = 0 und limg_ |Fx| = 0. Benutzen Sie dominierte
Konvergenz auf die Funktion u,wxq\ g, fiir ein beliebiges w € LP'(Q), 1% + ﬁ =1.
Folgern Sie, u = v fast iiberall auf 2\ Ej.

Aufgabe 2: 5 Punkte
Seil<p<oound1<g< oo.
(a) Zeigen Sie, das L'(Q2) N L>=(Q) dicht in LP(Q) ist.

(b) Zeigen Sie, dass {f € LP(2) N LI(Q) : [|f[|, <1} abgeschlossen in LF(2)
ist.

(c) Sei f, € LP(Q)NLY(Q) und sei f € LP(2). Weiterhin gelte f,, — f in LP(Q)
mit sup,, || fall, < C. Sei r zwischen p und ¢ mit 7 # g. Zeigen Sie, dass
ferL () und f, — fin L"(Q).

Aufgabe 3: 5 Punkte

Sei Q C R? offen und beschrinkt.
(a) Sei f € L>(R). Zeigen Sie, dass limy, .o || f[l, = |l -

(b) Sei f € Nj<peoo LF(S2). Weiterhin sei sup, <, [|f]l, < oo. Zeigen Sie, dass
[ € L>®(Q) ist.

(c) Konstruieren Sie eine Funktion (), LP(0,1) derart, dass f ¢ L>(0,1).

Aufgabe 4: 5 Punkte

Sei ¢ eine additive Mengenfunktion auf B mit beschréankter Variation. Fiir alle
E € B definieren wir |p|(E) :=sup Y ,_, |¢(Ey)|, wobei das Supremum iiber alle
disjunkten Zerlegungen der Menge E aus B gebildet wird.

(a) Zeigen Sie, dass |p|(E) ebenfalls eine additive Mengenfunktion auf B mit
beschrénkter Variation ist.

(b) Zeigen Sie, dass
| pl(E) = Sup (@(El) - SD(Ez))-

E1,E2€eB: E=FE1UEs,E1NEy =0

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle E € B gilt: —|¢|(E) < ¢(E) < |¢|(E).



