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Aufgabe 1

Sei I = [ty — a,to + a] mit a > 0 und seien £y, xy € R. Weiterhin geniige f : I x R
der Carathéodory Bedingung;:
Fiir fast alle t € I ist x — f(t, x) stetig und fiir alle z € R ist ¢t — f(¢, ) messbar.
Ferner existiere ein h € L'(I) mit

|f(t, )| < h(t) fir alle z € R.
Zeigen Sie, es gibt ein d mit 0 < § < a so, dass das Anfangswertproblem

2'(t) = f(t,z(t))  fiir fast alle t € I,

[L’(to) = 29
mit Is = [to — 0, tp + d] mindestens eine Losung z € C(I;) besitzt.

Aufgabe 2

Sei X ein reflexiver Banachraum und S = [a,b] C R mit a < b. Ferner seien

fo, £ € LYS,X) und g € L'(S) mit
| fn()lx < |g(s)] fiir fast alle s € S.

Zeigen Sie

(a) Aus f,(s) = f(s) fiir fast alle s € S folgt [ fu(s)ds = [ f(s)ds.
s s

(b) Aus fu(s) = f(s) fiir fast alle s € S folgt [ f,.(s)ds = [ f(s)ds.
S s

Aufgabe 3

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei f : X — X eine kontraktive Abbildung,
dh. d(f(z), f(y)) < d(z,y) fir alle z # y. Sei zy aus X so, dass die Folge
Tpi1 = f(x,) eine konvergente Teilfolge z,, mit Grenzwert x,, besitzt. Zeigen
Sie, dass x., der eindeutige Fixpunkt von f ist.

Tipp: Gegenannahme r = d(Z, f(2)) > 0. Zeigen Sie, dass «,, := d(x,, Tpi1)
strikt fallend mit a,, > § ist. Sei F' : X x X \ Diagonale : (z,y) W.
Dann ist 0 < F|y < k < 1 in einer Umgebung U von (Z, f(Zs)). Folgern Sie
O, +1 < Ky, und daraus den gewiinschten Widerspruch.
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