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Aufgabe 1

Sei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand und α ∈ R.

−∆u+ α sin(u)
3∑
i=1

∂iu = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.

Zeigen Sie, dass es ein α0 > 0 existiert, so dass für alle α ∈ R mit |α| ≤ α0 und
alle f ∈ L2(Ω) das Randwertproblem eine schwache Lösung besitzt.

Aufgabe 2

Sei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Untersuchen Sie mit Hilfe
der Theorie pseudomonotoner Operatoren, für welche 1 < p <∞, das System

−div
(
|Du|p−2Du

)
+∇π + (u ·∇)u = f in Ω,

div u = 0 in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.

eine schwache Lösung u ∈ (W 1,p
0 (Ω))3, π ∈ Lp∗(Ω) besitzt, wobei f ∈ (W 1,p

0 (Ω))∗.
Hierbei bezeichnet Du den symmetrischen Anteil des Gradientent, d.h. Du =
1
2
(∇u + (∇u)>). Dabei können Sie folgende Aussagen ohne Beweisbenutzen:

Lemma (Korn). Sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet mit Lipschitzrand und 1 < p < ∞,
dann gibt es eine Konstante A > 0, so dass für alle u ∈ (W 1,p

0 (Ω))d gilt

‖∇u‖p ≤ A ‖Du‖p.

Lemma (De Rham, 1960). Sei Ω ⊂ R
d ein Gebiet mit Lipschitzrand und

1 < p <∞. Sei F ∈
(
(W 1,p

0 (Ω))d
)∗

ein Funktional, für das für alle v ∈ (W 1,p
0 (Ω))d

mit div v = 0 gilt

〈F,v〉 = 0 .

Dann existiert ein π ∈ Lp∗(Ω) mit
∫

Ω
π dx = 0, so dass für alle v ∈ (W 1,p

0 (Ω))d

gilt

〈F,v〉 =

∫
Ω

πdiv v dx .
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