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Aufgabe 1

Sei M eine beschrinkte Teilmenge eine reflexiven Banachraums X. Zeigen Sie,
dass der schwache Abschluss von M mit dem schwachen Folgen—Abschluss iiber-
einstimmt.

Zur Erinnerung:
Die Mengen

Uty fomoe =ty eX  |{(fi,z—y)|<e, j=1,...,n}

mit fi,..., f, € X*, x € X und ¢ > 0 stellen eine Basis der schwachen Topologie
dar. Damit ist der schwache Abschluss von M definiert als

Ay ={ye X|VneNVe > 0Vfi,....fne X' 3xeM :xe€Up __f .y}
Der schwache Folgenabschluss ist definiert als
Ay ={y e X |3z, : w, =}
Sie diirfen die folgenden Sétze benutzen:

Satz 1 (Alaoglu-Eberlein-Smuljan). Sei X ein refleziver Banachraum. Dann
ist die Einheitskugel von X sowohl schwach tiberdeckungskompakt als auch schwach
folgenkompakt.

Satz 2. Sei X ein separabler, reflexiver Banachraum und sei B die Finheitskugel
von X wversehen mit der schwachen Topologie. Dann existiert eine Metrik auf B,
welche die gleiche Topologie erzeugt.

Tipps zur Aufgabe: (a) Zeigen Sie A; C Ag. (b) Zeigen Sie, dass fiir festes u €
Ap eine abzahlbare Menge My, C M existiert, so dass u im Abschluss von M,
bzgl. der schwachen Topologie von X liegt: Sei B die (schwach—)abgeschlossene
Einheitskugel von X* und sei n,m € N. Da u € Ay existiert fiir alle fy,..., f,
ein v mit v € Up, 5, u,1/m N M, d.h.

[(fv—wl <5 (1)
Fiir festesv € M ist V := {(f1,..., fn) € B" : ([l) gilt} eine schwach—offene Men-
ge in B™. Die Gesamtheit (variierend tiber v € M) der V iiberdeckt die schwach—
kompakte Menge B" (als Teilmenge von (X*)"). Konstruieren Sie hieraus (mit
Satz 1) die abzéhlbare Menge M. (c) Sei X, der kleinste abgeschlossene Teil-
raum von X, der v und M, umfasst. Dann ist X, separabel. Zeigen Sie mit Hilfe
des Satzes von Hahn—Banach, dass u in dem schwachen Abschluss von M, bzgl.
der schwachen Topologie von X liegt. Benutzen Sie nun Satz 2 um eine Folge
u, € My zu finden mit u, — v in X,. Folgern Sie u,, — v in X.
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