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da [ J.(|lyll)dy = 1 und J.(||ly||) eine radiale symmetrische Funktion ist. Dann
B(0)
wiirde aber die glatte Funktion

( 2W1
WolZ) = +—
[[w

(2.18), (2.19) mit B = By(0) erfiillen, was nach 1. nicht moglich ist.

3. Sei nun A : B — B eine stetige Funktion, die keinen Fixpunkt besitzt. Wir
definieren w : B — 0B dadurch, dass w(x) der Punkt auf 0B ist, der von dem
Strahl, der aus A(x) startet und durch x geht, getroffen wird. Diese Funktion ist wohl
definiert, da A(z) # z fiir alle x € B. Offensichtlich ist w stetig und erfiillt (2.18),
(2.19). Dies ist ein Widerspruch zu 2. und der Satz ist bewiesen. ]

2.22 Folgerung. Jede stetige Abbildung einer zur abgeschlossenen Kugel B
homdomorphen Menge M wn sich selbst besitzt einen Fizpunkt.

BEWEIS : Seien T: M — M stetig und h: B — M ein Homoéomorphismus, d.h. h
und h~! sind stetig, eineindeutig und surjektiv. Die durch

A=h'oToh: B— B

definierte Abbildung ist stetig. Somit folgt nach dem Satz von Brouwer die Existenz
eines Fixpunktes zo von A, d.h.
AZL‘O = Xyp-

Dies bedeutet aber, dass h™'Th(zy) = z gilt. Durch Anwendung von h auf beiden
Seiten dieser Gleichung erhalten wir

T(h(zo)) = h(w),

d.h. h(zg) ist der gesuchte Fixpunkt von T. "

e Beispiele von zur Kugel homéomorphen Mengen sind: konvexe Mengen im R", ein-
fach zusammenhéngende Mengen im R”.

Nichtlineare Gleichungssysteme

Wir betrachten nun
gi(z) =0, reR" 1=1,...,n, (2.23)

wobei g; stetige, nichtlineare Funktionen sind, die folgender Bedingung geniigen:
JR>0: Y gi(z)z; >0 Vo mit [|z]| = R. (2.24)
i=1

2.25 Folgerung. Seien g;: R® — R", ¢ =1,... n, stetige Funktionen, die der Bedin-
gung (2.24) geniigen. Dann ezistiert eine Losung xo von (2.23) mit ||zo| < R.



1.2 Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder 15

BeEwEIS :  Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, (2.23) habe keine
Losung. Fir g := (g1, ..., g,) definieren wir

gz‘(f)
B g@

Da ||g(z)|| > 0 fiir alle z € R™ gilt, ist £ = (f1,..., f,) wohldefiniert und stetig und
bildet die abgeschlossene Kugel Bg(0) in sich selbst ab. Somit folgt mit dem Satz von
Brouwer die Existenz eines Fixpunktes xy von f, d.h.

fi(z) = —

1=1,...,n.

o = f(ZL‘())
Daraus ergibt sich
[zoll = R,
— — g(x) || —
denn ||zo]| = || f(xo)|| = || — REaT || = R. Damit gilt nach Bedingung (2.24)
gz
0< Zgz o) (o) Zfz 0)(0); (RO)H
g (o)l
= —llzol =5 = —Rlig(zo) | < 0.

Somit erhalten wir einen Widerspruch, also muss es eine Losung von (2.23) geben. m
Sei X ein Banachraum mit Dualraum X*. Sei ferner 7: K C X — X* ein Operator
und M C K x X*. Wir suchen u € K, so dass

(f —Tu,v—u)yx >0  Y(v,f) € M.

Dieses Problem tritt spéter bei der Untersuchung von ,,maximal monotonen Opera-
toren® auf.

2.26 Satz. Sei X ein Banachraum und sei K C X eine konvere, kompakte und
nichtleere Teilmenge von X. Ferner sei M C K x X* eine monotone Teilmenge,
d.h.

<f_g,U_w>X20, V(v,f),(w,g) € M. (227)

Falls T: K — X* stetig ist, existiert eine Losung u € K von
(f —Tu,v—u)x >0, V(v, f) e M. (2.28)

Beispiel: Wir wahlen: K = [a,0], X = R = X*, ¢: [a,b] — R monoton wachsend.
Der Graph von ¢
M = {(z,¢(z)) € R*|z € [a,0]}

ist monoton, denn fiir alle z,y € [a, b] gilt:

(p(z) — (y)) (@ —y) > 0.

Der Satz 2.26 besagt dann, dass fiir alle stetigen T': [a,b] — R eine Losung u € [a, b]
von

(gp(aj) — Tu)(:v —u) >0
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existiert. Als konkretes Beispiel kann man betrachten: ¢(z) = z + 2, T'(z) = 2% und
la,b] = [-3,3] bzw. [a,b] = [0, 3] bzw. [a,b] = [3,6].

BEWEIS (Satz 2.26): Angenommen, (2.28) habe keine Losung.

1. Wir definieren fiir v € X, f € X*

Uv, f) :={u € K| (f —Tu,v—u)x <0}

Die Menge U (v, f) ist offen, da (f — Tu,v — u) x stetig von den Argumenten abhéngt
und 7T stetig ist. Da das Problem (2.28) nach Annahme keine Losung hat, gilt:

K< |J U@

(v,f)eM

Da K kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung durch U (vi, fi), i=1,...,m.
Somit gibt es eine Zerlegung der Fins, d.h. es existieren stetige Abbildungen g;: K —
R, 0 < Bi(z) < 1, mit supp 5; C U(v;, f;), so dass fiir alle u € K gilt:

Z@-(u) —=1. (2.29)

2. Sei K; die abgeschlossene konvexe Hiille der v;,i = 1,...,m, d.h. K| =

co(vy,...,vy). Fir u € K; definieren wir
p(u) = Zﬂi(u)vw
i=1

Die Abbildung p: K; — K, ist stetig, dim K; < oo, und K ist homéomorph zur
Kugel. Nach Folgerung 2.22 folgt damit die Existenz eines Fixpunktes, d.h.

Ju* € K, mit p(u™) = u”.
3. Wir setzen firi,j =1,...,m
A= (fi —Tu",v; —u")x.
Dann gilt:

AN+ Aji = (fi —Tu",v; —u)x + (f; — Tu",v; —u) x
= (fi = Tu" vi —u)x — (fi = Tu",vi)x
+ (fi = T, vj)x + (f; —Tu",v; —u")x
—(fi = Tu"v5)x + (f; — Tu",vi)x
= Ay + Ay + (fi — [0 —vi)x
<A+ Ay,

(2.30)
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wobei im letzten Schritt (2.27) benutzt wurde. Wegen p(u*) = u*, nach Definition von
p und ¢, und wegen (2.29) gilt:

0= (q(u*) = Tu", p(u) —u")x
= <Z Bi(u*) fi — T, Zﬁj(U*)Uj - u>
= Z; Bi(u®) B (u*) Ay (2.31)
= Z ﬁi(u*)ﬁj(U*)%<Aij +Aj)
< i ﬁi(U*)ﬁj<U*)%(Aii +Aj;)

.
I
—

»J

wobei die Symmetrie der Matrix mit den Eintrdgen f;(u*)3;(u*) und (2.30) benutzt
wurden. Falls fiir irgendwelche ¢, j gilt 3;(u*)3;(u*) > 0, folgt aufgrund der Eigen-
schaften der Zerlegung der Eins:

u* € U, fi) NU(vy, f7).
Nach Konstruktion von U(v, f) muss dann gelten:
Ay <0und Aj; < 0.
Damit ergibt sich aus (2.31) der Widerspruch 0 < 0. Also muss gelten
Bi(u*) =0 Vi=1,...,m.

Da aber uv* € K; C K, gibt es aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins ein
ip mit [, (u*) > 0. Dies ist ein Widerspruch, also existiert eine Losung des Problems
(2.28). "

Kompakte Operatoren

Wenn wir den Satz von Brouwer auf unendlich—-dimensionale Banachrdume X {iiber-
tragen wollen, erkennen wir folgendes Problem: Die abgeschlossene Einheitskugel
Bj(0) ist in X nicht kompakt, was im R™ gilt und im Beweis des Satzes von Brou-
wer eine wichtige Rolle gespielt hat. Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass selbst in
separablen Hilbertrdumen die Analogie von Satz 2.17 nicht gilt.

2.32 Satz (Kakutani, 1943). Sei H ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbert-
raum. Dann gibt es eine stetige Abbildung f: H — H, die die abgeschlossene Finheits-
kugel in sich selbst abbildet und keinen Fizpunkt besitzt.
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BEWEIS :  Wir schreiben wieder abkiirzend B = B1(0). Sei (yy,)nez eine Orthonormal-
basis von H, d.h. fiir alle n,m € Z gilt: (Y, Ym) = Omn. Wir definieren die Abbildung
U, indem wir die Wirkung auf die Basisvektoren angeben, d.h. wir setzen fiir alle
nes

U:H— H:y,— Ypi1-

Da jedes x € H beziiglich der Orthonormalbasis eine Darstellung

T = i a5 Y;

1=—00

besitzt, konnen wir die Abbildung U auf beliebige Elemente x € H erweitern:

Ux) = Z QYis1 - (2.33)

1=—00

Offensichtlich ist U: H — H stetig, und bildet die Menge S, = {z | ||lz|| = r} in sich
selbst ab, wie man mit Hilfe der Darstellung (2.33) einfach nachrechnen kann. Wir
betrachten nun

f() = (1= el + U@)

Offensichtlich ist f stetig und bildet die Kugel B in sich selbst ab. In der Tat gilt fiir
] < 1:

1 1 1
IF @I < 51 = llel)llyoll + 1T = 5+ Sllell < 1,
wobei |lyo|| = 1 und U: S; — S; benutzt wurden. Wir nehmen nun an, dass f in B

einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein g € B mit f(x¢) = x¢. Dies kann man auch
schreiben als umgeschrieben

N | —

Fiir xg kénnen folgende drei Fille auftreten:

1.z = 0. Dann folgt aus (2.34)
1

0= -
290,

was nicht moglich ist, da yy ein Basisvektor ist.
2. ||lzo|| = 1. Somit gilt Y~ a? = 1 und wir erhalten aus (2.34)

i€z
Ty — U(wo),
was sich mit Hilfe von (2.33) umgeschrieben werden kann als:

Z QY = Z QiYit1-

i=—00 i=—00
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Wir bilden nun das Skalarprodukt mit y;, j € Z und erhalten aufgrund der Eigen-
schaften der Orthonormalbasis

a; = Qg VJ S Z,
d.h. alle o sind gleich, und somit ergibt sich der Widerspruch
Z oz? =00 # 1.
JEL

3. 0 < ||zl < 1. Sei zg = > ayys, wobei Y a? < 1 gelten muss. Dies eingesetzt im

i€Z i€Z
(2.34) ergibt aber:
1
Z(Oéi — )Y = 5(1 - ||x0H) Yo »
i€Z

woraus folgt

1
ap— g = 5(1 — [J2ol|) >0,

o = Qlitq , 1 # 0.
Insgesamt ergibt sich also
g =01 <oq=01...,
womit Z a? = oo und somit ein Widerspruch folgt.
In allerzlefler drei moglichen Félle tritt ein Widerspruch auf, d.h. die Annahme muss
falsch sein. Also hat f keinen Fixpunkt. ]

Aus diesem Gegenbeispiel lernen wir, dass in unendlich-dimensionalen Banachrdumen
stetige Abbildungen nicht unbedingt einen Fixpunkt haben miissen. Es ist also not-
wendig, stdrkere Forderungen an die Abbildungen zu stellen. Dazu betrachten wir fol-
genden Ansatz: Wir untersuchen solche Operatoren, die durch ,,endlich-dimensionale*
Operatoren angenédhert werden konnen, und versuchen, den Satz von Brouwer auf
diese anzuwenden. Fiir eine genaue Umsetzung dieser Idee benotigen wir folgende

2.35 Definition. SeiT: M C X — Y, wobei X,Y normierte Vektorrdaume sind. Der
Operator T heifst kompakt, wenn gilt:

(i) T st stetig,

(ii) T bildet beschrinkte Mengen B C M in relativ kompakte Mengen ab, d.h. T'(B)
1st kompakt.

Beispiel: Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet und K € L*(2 x Q) ein Integralkern.
Dann ist der Integraloperator A: L?(Q) — L?(Q) definiert durch

Aufz) = / Kz, y)uly) dy

kompakt (vgl. FA I, Lemma 8.6).
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Wir erinnern an die Definition einer kompakten Teilmenge M eines topologischen
Raumes (X, 7). Die Menge M heifit (iiberdeckungs—) kompakt genau dann, wenn
jede Uberdeckung von M durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung enthélt,
d.h.

N
Mc|JO. = 3N,a,...,ax: MC|JO,,.
acl i=1
Die Menge M heifit relativ kompakt, wenn M kompakt ist.
Die Menge M heifit folgenkompakt genau dann, wenn alle Folgen aus M eine in M
konvergente Teilfolge besitzen, d.h.

V (2n)nen € M I (Tp, Jken : Tn, =T € M.

Die Menge M eines metrischen Raumes (X, d) heifit relativ folgenkompakt genau
dann, wenn alle Folgen (z,,) aus M eine in X konvergente Teilfolge (z,,) mit einem
Grenzwert in X besitzen.

Die Menge M heifit prikompakt genau dann, wenn sie ein endliches e —Netz besitzt,
d.h. wenn sie sich fiir alle € > 0 durch endlich viele e-Biille iiberdecken lasst, d.h.

N
Ve>03IN =N(e),a1,....an € M: M C|JBe(x;).
=1

Wir haben folgende Resultate (vgl. Zeidler: Applied Functional Analysis):

2.36 Lemma. In einem metrischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent
(i) M st (iberdeckungs—) kompakt,

(ii) M ist folgenkompakt,
(iii) M st prakompakt und vollstindig.
Weiterhin gilt:
(i) M st relativ kompakt genau dann, wenn M relativ folgenkompakt ist.
(ii) Wenn M relativ kompakt ist, dann ist M prikompakt. Die ungekehrte Implika-
tion gilt, falls der metrische Raum vollstandig ist.

In endlich-dimensionalen Rdumen gilt aulerdem: M ist kompakt genau dann, wenn
M abgeschlossen und beschréankt ist. Im unendlich—dimensionalen Fall gilt nur die
Implikation: Wenn M kompakt ist, dann ist M abgeschlossen und beschrankt.
Ein Operator T: M C X — Y ist kompakt, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist:

(i) dimY < oo und T ist stetig und beschrénkt.

(ii) dim X < oo und T ist stetig und M abgeschlossen.

2.37 Satz. Seien X undY Banachriume, M C X eine nichtleere, beschrinkte Teil-
menge und T: M C X — 'Y ein Operator. Dann sind dquivalent:
(i) T ist kompakt.

(ii) Fir allen € N ezistiert ein kompakter Operator P,: M — Y, dessen Bildbereich
R(P,) in einem endlich-dimensionalen Teilraum von Y liegt, mit

1
|Pox — Tx|ly < —, Vr e M.
n



1.2 Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder 21

BEWEIS : (ii) = (i): Wir zeigen zunéchst, dass T stetig ist. Es gilt:
[Tz = Tylly < Tz = Puxlly + [Pz = Paylly + [ Pay — Tylly
1 1
< =+ ||Puz— Pylly + = (2.38)
n n

<

S|

Hierbei wurde benutzt, dass P, fiir festes n stetig ist. Um die relative Kompaktheit
von T'(M) nachzuweisen, zeigen wir die Existenz eines endlichen 2-Netzes. Aus (2.38)
folgt

2
1T =Tylly < — + | Paz = Puaylly - (2.39)
Da P, kompakt ist, gibt es xq,...,xy € M mit
N

i=1

d.h. fiir alle y € M existiert ein z;,i € {1,..., N}, mit
1
| Py — Pailly < —.
n
Zusammen mit (2.39) ergibt sich daraus, dass fiir alle y € M ein z; € M existiert mit
3
1Tz = Tylly < —,
n
d.h. T(M) besitzt ein endliches 3-Netz. Also ist 7" kompakt.

(i) = (ii): Sei T" kompakt und n € N gegeben. Aufgrund der Kompaktheit von T ist
T(M) relativ kompakt, d.h.

N
Ju;eMyi=1,...,N:  T(M)C|JB:(Tx). (2.40)
i=1
Wir setzen y; := Tx;,;1 = 1,..., N und konstruieren eine Zerlegung der Fins. Fiir

1 =1,..., N definieren wir Funktionen a; durch

1
a;(x) := max (ﬁ —||Tz — yilly ,0) .

Die a;, 2 = 1,..., N haben folgende Eigenschaften:
(a) Jedes a; ist stetig, denn T ist stetig und das Maximum zweier stetiger Funktio-
nen ist stetig.
(b) a;(z) >0 nach Konstruktion.
(c) Fiirallex € M gilt wegen der Uberdeckungseigenschaft der y;: ZZN:1 a;(xz) > 0.
(d) Nach Konstruktion impliziert a;(«) > 0 die Ungleichung [Tz — y;lly < +.
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Wir definieren nun fiir:=1,..., N

Ai(2) = a;(2) (Z aj(x)) .

und erhalten, dass \;;7 = 1,..., N die gewiinschte Zerlegung der Eins ist, denn es
gilt:

(i) Jedes \; ist stetig mnach (a) und (c).

(i) o<\ <1 nach Konstruktion.

N
(iii) Fiir alle x € M gilt nach Konstruktion: > A\;(z) =1 .
i=0
(iv) Aus X\;(z) > 0 folgt [Tz — y;ly < +.
Nun definieren wir den sogenannten Schauderoperator P,: M — M,, wobei
M, = co(yr,...,yn) C span(yi, ..., yn), durch:

N

P (z) == Z Ai(@)yi s (2.41)

=1

und zeigen, dass P, die gewiinschten Approximationseigenschaften hat. Aufgrund von
(iii), (2.41) und (2.40) gilt:

N N
1
|Pox — Ty = || Pz — Z )\i($)TJ:HY < ; Ni(@)||y; — Tx||ly < o (2.42)

=1

Nach Konstruktion gilt: R(P,) C span(y,...,yn), d.h. der Bildbereich von P, liegt
in einem endlich-dimensionalen Teilraum von Y. Die Menge P, (M) und somit auch
P, (M) ist beschrénkt, denn mit Hilfe von (2.42) folgt

1
1ol < |Poz — Tl + T2 < —~ +c,

da T kompakt ist und somit 7'(M) beschriankt ist. Nach Konstruktion (2.41) von P,
und aufgrund von (i) ist P, stetig. Der Bildraum R(P,) ist endlich-dimensional und
die Menge P, (M) ist beschrankt und abgeschlossen. Also ist P, (M) relativ kompakt.
Insgesamt ist also P, kompakt. n

Der Satz von Schauder

2.43 Satz. (Schauder, 1930) SeiT: M C X — M stetig, wobei X ein Banachraum
1st und M eine nichtleere, konvexe und kompakte Teilmenge ist. Dann besitzt T' einen
Fizpunkt.
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BEWEIS : Der Operator T ist kompakt, da T'(M) C M als abgeschlossene Teilmenge
einer kompakten Menge selbst auch kompakt ist. Nach dem Beweis von Satz 2.37 exi-
stieren daher kompakte Operatoren P, : M — M, wobei M, = co(yy,...,yn) C M,
N = N(n), so dass fiir alle z € M gilt:

1
| P — Tx|| < —.
n

Setze

ﬁn::Pn|Mn-

Da M, hom&omorph zu B;(0) im RY ist, liefert Folgerung 2.22 die Existenz von
T, € M, mit

Pz, = . (2.44)

Fiir die Folge der Fixpunkte (x,) gilt:
z, € M, CM.

Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (z,) bezeich-
nen, d.h. es existiert x € M mit

T, —>x €M.

Wir zeigen nun, dass dieses x der gesuchte Fixpunkt von 7" ist. Unter Benutzung von
(2.44), der Stetigkeit von 7" und der Bedingung (ii) aus Satz 2.37 erhalten wir:

[Tz — x| = [[T2 — ﬁnxn” S| Tz = Tanl| + T2y — ﬁnl’n” <

S o

Beim Grenziibergang n — oo ergibt sich
Tr =ux,

d.h. z ist ein Fixpunkt von 7. ]

Wir wollen noch eine alternative Version des Satzes von Schauder beweisen, die haufi-
ger benutzt wird. In der Praxis ist es ndmlich oft leichter, die Kompaktheit eines Ope-
rators zu zeigen als die Kompaktheit einer Teilmenge eines unendlich-dimensionalen
Banachraumes. Dafiir bendtigen wir folgendes Lemma.

2.45 Lemma (Mazur). Sei X ein Banachraum und A relativ kompakt. Dann ist
auch co(A) relativ kompakt.

BEWEIS : Sei € > 0 vorgegeben.
Da A als relativ kompakt vorausgesetzt wurde, existieren

n
21,...,2p € A so, dass AQUB%(ZZ-).
i=1



