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BEWEIS : Der Operator T ist kompakt, da T'(M) C M als abgeschlossene Teilmenge
einer kompakten Menge selbst auch kompakt ist. Nach dem Beweis von Satz 2.37 exi-
stieren daher kompakte Operatoren P, : M — M, wobei M, = co(yy,...,yn) C M,
N = N(n), so dass fiir alle z € M gilt:

1
| P —Tx|| < —.
n

Setze

ﬁn = Pn‘Mn .

Da M, hom&omorph zu B;(0) im RY ist, liefert Folgerung 2.22 die Existenz von
T, € M, mit

P,x, =z, . (2.44)
Fiir die Folge der Fixpunkte (z,,) gilt:

z, € M, CM.

Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (z,,) bezeich-
nen, d.h. es existiert x € M mit

T, —x E€M.

Wir zeigen nun, dass dieses x der gesuchte Fixpunkt von 7" ist. Unter Benutzung von
(2.44), der Stetigkeit von 7" und der Bedingung (ii) aus Satz 2.37 erhalten wir:

~ ~ 2
[Tz — zn|| = [[Tx — Puan|| < ||Tx — Ty + T2, — Poxa| < —.
n

Beim Grenziibergang n — oo ergibt sich
Tr=ux,

d.h. z ist ein Fixpunkt von 7. ]

Wir wollen noch eine alternative Version des Satzes von Schauder beweisen, die haufi-
ger benutzt wird. In der Praxis ist es ndmlich oft leichter, die Kompaktheit eines Ope-
rators zu zeigen als die Kompaktheit einer Teilmenge eines unendlich—dimensionalen
Banachraumes. Dafiir bendtigen wir folgendes Lemma.

2.45 Lemma (Mazur). Sei X ein Banachraum und M C X relativ kompakt. Dann
ist auch co(M) relativ kompakt.

BEWEIS : Sei € > 0 vorgegeben. Da M relativ kompakt ist, existiert ein endliches
5-Netz, d.h. es existieren 21,...,2, € M, so dass fiir alle z € M ein j € {1,...,n}
existiert mit c

|z — 2] < 3" (2.46)

Dies erlaubt es uns, eine Funktion v : M — {1,...,n} durch folgende Vorschrift zu
definieren:

v(x) =7,
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wobei j der kleinste Index ist fiir den (2.46) gilt. Nach Definition von co(M) gibt es

fur alle y € co(M), a; € [0,1], y; € M mit y = > ouy;, >, ; = 1. Aufgrund dieser
=1 =1

1=

Darstellung von y € co(M) und der Definition von v erhalten wir

m m m c
Hy - Z QiZo(y;) || = H Zai(yi - Zv(yi))H < Z aillyi = zugy | < 9
i=1 i=1 =1
Da ) aizy(y,) € K = co(z,. .., z,)gilt, haben wir gezeigt:
i=1
co(M) C | B:(x), (2.47)

zeK

Nun betrachten wir die Funktion

Y [0,1)" x {zn xox {za} = X (a0 2 2) Y iz,
i=1

die offensichtlich stetig ist. Weiter gilt mit A = {(al, ) €10,1)7 ‘ Ya; = 1},
i=1

dass (A x {z1} x...x{z,}) = K. Somit ist k das Bild einer kompakten M_enge unter
einer stetigen Abbildung, und also selbst kompakt , d.h.

N
k... ky € K K C|JB:(ky). (2.48)

=1

Aus (2.47) und (2.48) folgt dann insgesamt

co(M) C U B.(k;),

d.h. co(M) ist relativ kompakt. n

2.49 Folgerung (Schauder). Sei A: M C X — M ein kompakter Operator, wo-
bei X ein Banachraum ist, und M eine nichtleere, abgeschlossene, beschrinkte und
konvexe Teilmenge von X ist. Dann besitzt A einen Fizpunkt.

BEWEIS : Sei N = co(A(M)) € M. Wir tberpriifen die Voraussetzungen von Satz
2.43. Nach Lemma 2.45 ist N kompakt, konvex und nichtleer. A ist stetig, denn A ist
kompakt. Weiter bildet A die Menge N in sich selbst ab, denn es gilt:

NCM = AN)CAM) = A(N)CcolAN)) C co(AM)) = N.

Damit folgt nach Satz 2.43, dass A einen Fixpunkt besitzt. [
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Anwendung auf Differentialgleichungen

Wir betrachten zuerst die gewohnliche Differentialgleichung

d(t) = f(t.x(t), (o) = v, (2.50)

wobei f: Q — R nur stetig ist, und nicht wie beim Satz von Picard-Lindelof
Lipschitz-stetig.

2.51 Satz (Peano, 1980). Seien to,yo € R,a,b > 0 gegeben. Sei
Q=A{(t, ) €R2}|t—t0| < a,l|r—yo| < b},

und sei die Funktion f: Q — R stetig. Dann hat das Anfangswertproblem (2.50) eine

stetig differenzierbare Lésung x(t), die im Intervall [t — ¢, to + c|, mit ¢ = min(a, &),

definiert ist. Hierbei ist K eine Konstante, so dass fir alle (t,x) € Q gilt: |f(t,z)| <
K.

BEWEIS :  Wir schreiben die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um:

z(t) = yo + /f(s,:t(s)) ds

und definieren den Operator A durch
t
Ax(t) == yo + /f(s, z(s)) ds.
to

Das Anfangswertproblem (2.50) ist dquivalent zu folgendem Fixpunktproblem:
x = Az, reMCX,
mit
X=C(to—cto+diR),  felx = _max a(t)|

M={oeX|]z—ylx <.

Die Menge M ist nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschrinkt. Wie im Beweis
vom Satz von Picard-Lindel6f folgt, dass der Operator A die Menge M in sich selbst
abbildet. Es ist noch zu zeigen, dass A kompakt ist. Dabei verwenden wir den Satz
von Arzela—Ascoli. Fiir alle t € [ty — ¢, tg+ ] und x € M gilt:

MWMQW+/U@ﬂmMs

§|y0|+CK§C()7
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d.h. A(M) ist gleichméBig beschriankt. Weiter gilt fiir alle ¢1,t5 € [tg — ¢,to + ¢] und
x € M:

|Ax(ty) — Au(ty)] < / (s, 2(8) ds < Kt — 1],

d.h. A(M) ist gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela-Ascoli liefert also, dass A(M)
relativ kompakt in C([tg — ¢, to + ¢]) ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass A stetig ist:
Konvergiere x,, — x beziiglich der Norm in X, d.h. z, konvergiert gleichméfig auf
[to — ¢, to + ¢]. Dann haben wir

[Aa(6) = Ax(®)] < [ [1(s,00(5) = £(s,2(5)| ds

< 2ce.

da f stetig ist und |t — o] < ¢. Nach Folgerung 2.49 folgt dann: Es gibt einen Fix-
punkt von A, d.h. eine Losung von (2.50). Aus (2.50) folgt sofort, dass z(t) stetig
differenzierbar ist. n

Wir betrachten nun die nichtlineare partielle Differentialgleichung
—Au = f(u) in

u=20 auf 90 (2.52)

wobei () ein beschrinktes glattes Gebiet des R™ ist und f: R — R eine gegebene
Funktion.

2.53 Satz. Sei Q) ein beschrinktes glattes Gebiet des R™ und f € C°(R) eine gegebene
beschrinkte Funktion. Dann besitzt das Problem (2.52) eine Lésung u € L*(S2), d.h.
fir alle p € C§°(Q2) gilt:

—/uA@dx:/f(u)godx (2.54)

Q

BEWEIS : Nach dem Satz von Lax-Milgram (L.2.4.10, FA I) besitzt das Problem
—Av=g in Q2

v=0  aufdQ (2.55)
fiir alle g € L*() genau eine Losung v € Hé’Q(Q) und der Losungsoperator
B:=(-A)"" L*Q) — L*(Q): g— v (2.56)
ist kompakt. In der Tat, aus der apriori Abschéitzung
1Byl 12y < cllVollLze) < cllgllrz e (2.57)

folgt einerseits, dass B stetig ist, das B linear und beschréankt ist und andererseits,
dass B beschriinkte Mengen in L?(Q) in beschréinkte Mengen in H,*(2) abbildet. Die
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Einbettung Hy*(Q) < L*(Q) ist nach dem Rellichschen Einbettungssatz kompakt,
also ist B kompakt. Das Problem (2.52) ist dquivalent zum Fixpunktproblem

Au=u,
wobei A: L*(Q) — L?*(Q) definiert ist durch

Au = B(f(u))
Der Operator A ist wohldefiniert, da auf Grund der Voraussetzungen an f fiir alle
u € L*(Q) gilt
1 ()l 2y < 19011l eio0:
Dies und (2.57) liefern
||AUHH01’2(Q) <l fllrem = a

Also bildet A die abgeschlossene Kugel B, (0) des L?(Q2) in die abgeschlossene Kugel
B.,(0) des Hy?(Q) ab. Somit ist R(A) relativ kompakt. Der Operator A ist auch
stetig. Aus u,, — u in L?(Q2) folgt fiir eine Teilfolge u,,, () — u(x) fast iiberall in (2.
Da B linear ist erhalten wir daraus und unter Benutzung von (2.57)

[ Ay, — Aullz2i@) = || B(f (un,) = f()) lr2) < ellf(un,) = f(u)lr2(e) -

Die rechte Seite konvergiert gegen Null aufgrund des Satzes von der dominierten Kon-
vergenz. Dies gilt fiir jede beliebige Teilfolge von (u,,) und somit auch fiir die gesamte
Folge (vgl. Lemma 0.4). Insgesamt ist A: L*(Q) — L?*(Q2) ein kompakter Operator,
der die abgeschlossene Kugel B, (0) im L*(Q) in sich selbst abbildet. Folgerung 2.49
liefert also die Behauptung. ]

Die Behauptung des Satzes kann leicht auf den Fall einer Funktion f: R — R mit
|f(@)| < e(1+ |2])

erweitert werden. Auflerdem kann die Existenz einer Losung u € Hé’Z(Q) gezeigt
werden, wenn man voraussetzt, dass f eine beschrinkte C'!'(R)-Funktion ist .



28

Fixpunktsitze




Kapitel 2

Integration und Differentiation in
Banachraumen

Die Begriffe des Integrals und der Ableitung fiir Funktionen f: Q C R™ — R" sind aus
den Grundvorlesungen bekannt. Insbesondere sind das Lebesgue-Integral [ f;(z) dz,
Q

die partielle Ableitungen %(x) und das Differential D f(x) bekannt. Wir mochten
nun diese Begriffe auf Funktionen

FIQCR™ - X,

erweitern, wobei X ein Banachraum ist. Im Prinzip ist das Vorgehen dabei sehr dhn-
lich, und wir werden auch dhnliche Satze kennenlernen wie fiir reelle Funktionen, aber
an manchen Stellen mufl man aufpassen!

2.1 Bochner-Integrale

Der Einfachheit halber betrachten wir nur Funktionen
f:85—=X
mit eindimensionalem Definitionsbereich
S CR,

d.h. wir setzen m = 1 und beschrianken uns auf den Fall, dass X ein reeller reflexiver
Banachraum ist. Diese Voraussetzungen gelten fiir den gesamten Abschnitt.

1.1 Definition. Fine Funktion f: S — X heifst Treppenfunktion, wenn sie sich
schreiben lafst als

HOED IO

wobei x; € X und B; C S C R Lebesque-meffbare Mengen sind, fir die gilt: m(B;) <
o0, B; N B; =0 fir i # j. Die charakteristische Funktion xp ist wie folgt definiert:

0, s¢ B,
XB(S)Z{l siB.
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1.2 Definition. Sei [ eine Treppenfunktion. Dann definieren wir das Bochner-
Integral durch:

/f(s) ds = Zm(BZ)xl

% i=1

Man beachte, dass das Bochner-Integral [ f(s)ds ein Element des Banachraumes X
s
ist.

1.3 Definition. Fine Funktion f: S — X heifst Bochner—messbar, falls eine Folge
(fn) von Treppenfunktionen f,: S — X existiert, so dass

nlglgo | fn(s) — f(s)[|x =0 fast iberall in S. (1.4)

Gentigt eine solche Folge der Bedingung

lim [ | fu(s) = f(s)l|lx ds = 0, (1.5)

n—oo

S

so heifit f Bochner—integrierbar, und wir definieren das Bochner—Integral als

n—oo

S S

/f(s) ds= lim [ f.(s)ds. (1.6)

1.7 Lemma. Wenn f: S — X DBochner-messbar ist, dann ist die Funktion
If()]]: S — R Lebesgue-messbar.

BEWEIS : Sei f: S — X eine Bochner-messbare Funktion. Dann gibt es eine Folge
fn: S — X von Treppenfunktionen fiir die (1.4) gilt. Offensichtlich sind || f,(-)||: S —
R Treppenfunktionen mit Werten in R. Aufgrund von (1.4) haben wir fiir fast alle
ses

Tim £, = [ £(5)],
d.h. die Funktion ||f(-)|| ist Lebesgue-messbar. =

Dies angewendet auf f,, — f stellt sicher, dass die Bedingung (1.5) Sinn macht.

e Der Grenzwert in (1.6) existiert.
BEWEIS : Wir haben fiir n,k € N

Hsffnds—sffkdsu - Hs/fn—fkdsH ssfufn—fknds,

da es sich um eine endliche Summe von Elementen aus X handelt. Also konnen wir
die rechte Seite abschatzen durch

/Ilfn—f||+ If — fill ds — 0 (n.k — o0)
S
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aufgrund der Voraussetzung (1.5). Damit ist gezeigt, dass ([ f, ds) eine Cauchyfolge
s
in X bildet. Wegen der Vollstandigkeit von X folgt dann die Behauptung. ]

e Der Grenzwert ist aulerdem von der gewéhlten Folge unabhingig, da zwei Folgen
zu einer kombiniert werden konnen.

1.8 Satz (Pettis, 1938). Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist f: S — X
genau dann Bochner-messbar, wenn fir alle F € X* die Funktion (F, f(-)): S — R
Lebesque—messbar ist.

BEWEIS : 1. Sei f Bochner—messbar. Nach Definition gibt es dann eine Folge (f,)
von Treppenfunktionen so, dass fiir fast alle s € S gilt:

fn(s) — f(s) in X.

Da starke Konvergenz in X schwache Konvergenz in X impliziert, folgt damit auch,
dass fiir alle F' € X* gilt:

(F’ fuls)) = (F, f(s)). (1.9)
Offensichtlich sind (F, f,(s)): S — R Treppenfunktionen mit Werten in R. Was zu-
sammen mit (1.9) impliziert, dass (F, f(s)): S — R Lebesgue-messbar ist.

2. Der Beweis dieser Richtung ist sehr technisch und kann in [12, S. 131] nachgelesen
werden. -

1.10 Folgerung. Sei X ein separabler Banachraum. Ferner sei f: S — X eine
Funktion und seien f,: S — X,n € N Bochner-messbare Funktionen so, dass

fu(s) — f(s) fiir fast alle s € S. (1.11)

Dann ist f Bochner—messbar.

BEWEIS : Nach Voraussetzung sind die f,, Bochner-messbar. Damit folgt aufgrund
von Satz 1.8, dass fiir alle ' € X* gilt: (F, f,(-)) ist Lebesgue-messbar. Aus (1.11)
folgt, dass fiir alle F' € X* und fast alle s € S gilt:

(' fu(s)) = (F, f(s)).

Somit ist auch der Grenzwert (F, f(-)) Lebesgue-messbar. Nochmalige Anwendung
von Satz 1.8 liefert dann, dass f Bochner-messbar ist. ]

1.12 Satz (Bochner, 1933). Eine Bochner-messbare Funktion f: S — X ist genau
dann Bochner—integrierbar, wenn die Funktion || f(-)||x: S — R Lebesgue—integrierbar
18t.

BEWEIS : 1. Sei f: S — X Bochner-integrierbar. Insbesondere ist f also Bochner—
messbar, d.h. es gibt eine Folge (f,,) von Treppenfunktionen, so dass fiir fast alle s € S

fn(s) = f(s) stark in X (1.13)
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Nach Lemma 1.7 ist [|f,(-)|]|: S — R Lebesgue-messbar, was zusammen mit (1.13)
liefert, dass auch |[|f(-)|| Lebesgue—messbar ist. Wir haben folgende punktweise
Abschétzung:

IF I < W)+ 11 () = ful)];
und somit ergibt sich fiir das Integral die Abschétzung

Nfllds < [ | faollds + [ [If = fuoll ds < 0.
[ fui |

wegen (1.5). Somit ist || f(-)|| Lebesgue-integrierbar.

2. Sei f Bochner—messbar, d.h. es existiert eine Folge (f,,) von Treppenfunktionen, so
dass fiir fast alle s € S gilt:

fu(s) — f(s) in X.
Wir definieren

fa(s), ()] < 31,
gn(s) =

0, 1£n () > SIS

Offensichtlich sind auch die g, Treppenfunktionen. Auflerdem gilt

lgn(s) = F()I < llgn(s) = fals)l + [ fals) = Fs)]I;

woraus folgt, dass fiir fast alle s € S gilt:

lim {|gn(s) — f(s)[| = 0.

n—oo

Aufgrund der Konstruktion gilt:

3
lgn(s)|| < §||f(s)|| fiir fast alle s € S.
Somit haben wir mit

l9a() = £ < g+ £ < 21

eine Lebesgue—integrierbare Majorante fiir die Folge (||g.(-) — f(-)||) gefunden. Nach
dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz folgt damit

lim [ lgn(s) — f(s)] ds = 0,

n—oo

S

d.h. f ist Bochner—integrierbar. [
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1.14 Folgerung. Sei f: S — X Bochner—integrierbar. Dann gilt:

| [roa| < [lsea (1.15)
S s

<F,/f(s)d3>X:/<F,f(s)>de. (1.16)

BEWEIS : 1. Nach Definition des Bochner—Integrals gilt fiir geeignete Treppenfunk-

tionen (f,):
|0~ | 001
S S

tin [ 14,05)] s
S

i ([ 15u(s) = Fl ds+ [ 15)] ds)

und fir alle F' € X*

IN

IN

n—oo

- / 1 (s ds.
S

wobei wir die Definition des Integrals einer Treppenfunktion und (1.5) benutzt haben.

2. Nach dem Beweis von Satz 1.12 gibt es eine Folge ( f,,) von Treppenfunktionen, die
fast iiberall gegen f konvergiert und fiir die gilt:

1fa(I < SIF I (1.17)
Nach der Definition des Bochner—Integrals filt fiir alle F' € X*

(5 )= o (. 1)

= lim [ (F, fn(s))ds

n—oo

S

~ [(Bs)ds

S

wobei im 2. Schritt benutzt wurde, dass das Integral von Treppenfunktionen eine
endliche Linearkombination von Elementen aus X ist und F' ein stetiges Funktional
ist.! Im letzten Schritt wurde (1.17) und der Satz von der majorisierten Konvergenz
von reellwertigen Funktionen benutzt. ]

1Es gilt:

N
(F,S/fn(s) ds) = <F7;m(Bi)mi> = WF, ;) = 5/an ))x ds.
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e Sei [ ein beschriinktes Intervall. Fiir f € C(I, X) existiert das Bochner-Integral
nach Satz 1.12, da || f(-)||: I — R Lebesgue—integrierbar ist. Es ergibt sich als
Limes Riemannscher Summen:

JECIZES S SR (118)
T 7=0

wobei t;’? € [t7,t7,]. In der Tat, da f stetig ist, gilt offensichtlich fiir alle s € I

J

fuls) = Z FE) Xz, — f(5) (n —o0), (1.19)

d.h. es existieren Treppenfunktionen (f,), die gegen f konvergieren. Das
Bochner-Integral dieser Treppenfunktionen ist offensichtlich die rechte Seite in
(1.18). Da f auf I gleichmiBig stetig ist, ergibt sich sofort, dass (J7 fa(s)ds) eine
Cauchyfolge ist und somit die Bedingung (1.5) erfiillt ist. Wir haben mit (1.19)
auch gezeigt, dass Treppenfunktionen dicht im Raum der stetigen Funktionen
liegen.

Das Bochner—Integral ist analog zum Lebesgue-Integral definiert. Man kann deshalb
einen Grofiteil der Resultate fiir Lebesgue—Integrale auf Bochner—Integrale iibertragen,
wobei die obigen Sétze, die einen Zusammenhang zwischen Bochner— und Lebesgue—
Integral herstellen, niitzlich sind. Wir wollen dies an einigen Beispielen skizzieren.

[P—~Raume mit Werten in Banachriumen
1.20 Definition. Wir bezeichnen mit
LP(S; X), 1 <p< oo,

die Menge aller Bochner—messbaren Funktionen, fir die

7)1 ds < oc.
S

Die Menge aller Bochner—messbaren Funktionen, fiir die eine Konstante M existiert,
fiir die fir fast alle s € S gilt:
Lf(s)ll < M

bezeichnen wir mit L>(S; X).

1.21 Satz. Die Menge LP(S;X),1 < p < 0o, bildet einen Banachraum beziiglich der
Norm

B =

£l = | [ 156) 15 ds
S

bzw.
[ fllzoe(six) = eSSgUPHf(S)Hx-
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BEWEIS : Die Eigenschaften der Norm sind leicht nachzurechnen. Die Vollstandig-
keit der Raume LP(S; X) kann wie folgt auf die Vollstandigkeit der Raume LP(S;R)
zuriickgefithrt werden: Sei (f,,) eine Cauchy-Folge in LP(S; X), d.h.

1o — Fillsin) = /Ilfn eds =0 (nk— o)

Also ist nach Satz 1.12 die Folge der Funktionen ||f,(-) — fx(-)||x eine Cauchyfolge
in LP(S;R). Ab hier kann man dem Beweis im Falle von LP(S;R) folgen (vgl Alt,
Lineare FA oder Gajewski, Groger, Zacharias ...). ]

1.22 Satz (Holder—Ungleichung). Sei f € LP(S; X), g € L¥ (S; X*),
Dann ist {g(s), f(s)) € L'(S), und es gilt

1 1
lyl—1

fHLP'(S;X) .

/ (9(5), F(5))x ds < gl oo

S

BEWEIS : Seien (f,), (9,) Folgen von Treppenfunktionen mit
fo— fin X, g,—g¢gin X  fast iiberall in S.
Dann ist wegen

(gn(s), fu(s))x — (g(s), f(s))x fast iiberall inS

auch die Funktion (g(s), f(s))x Lebesgue—messbar, und es gilt

/ (961,16} ds < [ o)l 1566)x s
S

< llgllzres:xe)

f”LP'(S;X)

nach der Holder-Ungleichung fiir Funktionen mit Werten in R. L]

1.23 Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und 1 < p < oo. Dann besitzt jedes
Funktional f € (LP(S; X))* genau eine Darstellung der Form

flu) = /(v(s),u(s))x ds fir allew € LP(S; X),

wobei v € LV (S; X*), L + L =1.

p T o

BEWEIS : Der sehr technische Beweis verlauft analog zum Beweis im Falle von
f:S — R und liefert keine neuen Erkenntnisse, die iiber den Fall von reellwerti-

gen Funktionen hinausgehen. Nachlesen kann man den Beweis z.B. in [8, Kap. 4]. =
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2.2 Differentiation von Funktionen mit Werten in
Banachriaumen

2.1 Definition. Seien X,Y Banachrdume, f: X — Y und h € X, o € X gegeben.
Falls die Abbildung ¢: R — Y, definiert durch

o(t) = f(xo + th),

i t = 0 differenzierbar ist, d.h.

#(0) = lim f(xo +th) — f(x0)

t—0 t

ey, (2.2)

sagen wir, dass f im Punkt xy eine Ableitung in Richtung h besitzt, die wir mit
df (o, h) bezeichnen. Falls § f(xzo, h) fir alle h € X ezistiert und die Abbildung

Df(zg): X =Y :h— df(xo,h)
stetig und linear ist, sagen wir, dass f im Punkt vo Gateaux—differenzierbar ist.

e Die Definition (2.1) stimmt im Fall von X = R", Y = R™ mit der Definition
von der Richtungsableitung {iberein. Insbesondere gilt im Falle m =1

0
L ).

5f(1'(), ei) =
e Falls 6 f(x, h) existiert, ist f im Punkt z( stetig in Richtung h, d.h.
lim f(zo + th) = f(xo).

e Indem wir die Bezeichnung r(x) = o(]|z||) einfithren, kénnen wir die Definition
der Gateaux—Ableitung umschreiben. Wir definieren:

r(@) =o(|z]) & ”7|’|<;H)“ 0 fiirx — 0.

Damit schreibt sich die Definition 2.2 wie folgt:
fzo +th) — f(z0) = ¢'(0)t + o(t).

o Falls 6 f(x, h) existiert, dann gilt fiir alle y* € Y™*

%(y*,f(xo +th>>( — (y*, 0 (0, h)).

2.3 Satz (Mittelwertsatz). Seien X,Y Banachriume und sei f: X — Y fir
0<t<1in f(xg+ th) Gateaux-differenzierbar, und sei t — &f(xo + th,h) stetig.
Dann gilt:

f(wo + h) - f(.il?o) = /(Sf(.ilﬁo + th, h) dt .
0



