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1. A: X — X*: Es gilt fiir u,p € X

[{Au, )| < / [VulP*VuV + sup| dx

< /\Vu\p_l\Vgo|dx+/s|ug0\da:

Q
1

< ([19uye )_/(/\wwpdx)%

Q

+s[(/|u|2da; (/w )

= HVUHLp Vel + SHUHL2H90HL2>

wobei wir die Holderungleichung und p’ = z% benutzt haben. Fiir 1 < p < n
gilt die Einbettung X = Wol’p(Q) — L) mit ¢ < ;. Insbesondere gilt also
X — L?(Q), falls 2 < L < p > 25 Falls p > n ist, verwenden wir die Embettun—

gen X — Whn(Q) — LI(Q) fiir alle q < 00. Also erhalten wir, dass fiir p > -2 und
alle v € X gilt:
[ollz: < Cillollx < Col[ Vol e.

Insgesamt ergibt sich daher

[(Au, )| < |Vullf IVl + sllullzzllell 22
< C(IVullz: + sl Vull o) Vel o

Aus der Definition der Norm von Au in X* ergibt sich:
[ Aul

x+ = sup [{Au, )| < O(|Vullz," + s Vull ),

peEX
llell<i

und somit ist Au € X* sowie A: X — X*, sofern p > n2—+”2
2. Mit Hilfe der Holderungleichung und der Definition der dualen Norm ergibt sich

[l x- = sup [(b, )| < sup ||l lloll e
ex eX

® ®
llell<1 llell<1

< Cl[fllzw

da X = Wol’p(Q) — LP(Q), d.h. |lo|r < Cll¢] x-

3. Aus 1., 2. und den Definitionen von A und b folgt, dass die schwache Formulierung
von (1.24) gerade
(Au, ) = (b,p)  Vpe X

ist. Dies ist aber die Operatorgleichung Au = b in X*. ]

e Im Falle s = 0 ist im vorherigen Lemma die Einschrinkung p > -=% nicht notig.
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1.29 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.27 erfillt der durch (1.25)
gegebene Operator A: X — X* die Voraussetzungen von Satz 1.5.

BEWEIS : 1. X = W, ”(Q) ist ein separabler und reflexiver Banachraum.
2. A ist strikt monoton: Der Operator A wird durch die Funktion

g=(91,--,9n): Q= R": ¢ [CJP7¢ (1.30)
generiert. Wir haben fiir¢,7 =1,...,n
dgi

(€) = 1€1"%di + (0 — 2) IS¢

aG;
und somit gilt fiir alle {,n € R",1 < p < oo,

(¢ m)?
)

> min(1,p — 1) ¢ nl?.

n P . )
> ey = P (nl” + (0 —2)

ij=1

Fiir beliebige u,v € X haben wir also

(Au — Av,u —v)

= /QZ (gi(Vu) - Qi(vv))(@u — ) dr + S/Q u— of? dz

S
:/Z/ digi(ijLT(Vu—Vv)) dr (Ou — Oyv)dx + s/ ]u—v|2dm
; T o

3gz _ _9 —vl?
// 3, (Vv + 7(Vu — Vv)) (9;u — 9;v)(du 8Zv)d7'd:p+s/g|u v|* dx

1
c/|Vu—Vv|2/ Vv + 7(Vu — Vo) P2 drdz + S/|u—v|2dx
Q 0 Q
>0

fiir u # v, da s > 0 und da fiir den Integranden' |Vv + 7(Vu — Vv)|P~2 > 0 gilt mit
Ausnahme moglicherweise eines Punktes 7.

3. A ist koerziv: Wir haben fiir u € X

@mw:/ww+wwwwwm+wwy>wwm
Q

und also
(Au, u)
[Jullx

> |IVullg," — oo (lullx — o0),

falls p > 1.

IMan beachte, dass das Integral fol |Vv + 7(Vu — Vo) [P~2d7 endlich ist fiir p > 1.
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4. A ist stetig: Sei dazu (u,) C X eine Folge mit
Uy — U in X (n—o00),

d.h. insbesondere Vu,, — Vu in LP(2) (n — oo0). Wir setzen F({) = g(¢), wobei g
n (1.30) definiert ist. Da g komponentenweise die Abschétzung

— b .
:(Q)] < elCPPt=cCle, i=1,...,n,
p

mit ¢ = . erfiillt, ist F' ein vektorwertiger Nemyckii-Operator. Aus Lemma 1.19

folgt daher, dass F : (LP(Q))" — (L¥' (Q))" stetig ist, d.h.
F(Vu,) — F(Vu) in (L¥'(Q))"

fiir unsere Folge (u,,). Daraus folgt

(Au,, — Au, ) = g (F(Vu,) — F(Vu))Vodr + /Q s(u, —u)pdz

< c||[F(Vup) = F(Vu)|| o [Vl + sllun — ull 2]l @] 22
< c(|F(Vup) = F(Vu)l g + llun — ullx) ol x
da X = W,P(Q) — L*(Q) fiir p > > =% . Nach der Definition der Norm im Dualraum
gilt dann
|Au, — Au||x+ = sup |(Au, — Au, p)|
o<1

< c([[F(Vun) = F(Vu)|| 4 [Jun — ullx).

Fiir n — oo geht die rechte Seite gegen 0, da u, — v in X und F(Vu,) — F(Vu) in
LP'(Q) fiir n — o0o. Also ist der Operator A stetig und damit insbesondere hemistetig.
]

1.31 Satz. Sei Q ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Lipschitz-stetigem Rand OS2

und sei s > 0. Fiir p > n2—f2, p>1undalle f € LY (Q),p' = 1%’ existiert genau eine

schwache Losung w von (1.23), d.h. (1.24) bzw. (1.28) gelten.

BEWEIS : Die Lemmata 1.27 und 1.29 liefern, dass wir Satz 1.5 anwenden konnen,
der sofort die Behauptung gibt. ]

e Satz 1.31 kann man auf die Gleichung

—div(A(z,Vu)) = f in Q,
u=>0 auf 062,

verallgemeinern, falls A: R™ x R" — R" folgende Bedingungen erfiillt:
(i) A ist eine Carathéodory—Funktion,
(ii) |A(z,m)| < C(g(z)+|nP~t), g € LV () (Wachstumsbedingung),



64 Die Theorie monotoner Operatoren

(iii) (A(z,m) —A(z,¢)) - (n—¢)) >0, fiir fast alle x (Monotonie),
(iv) A(z,m)-n>cnl? — h(z), h € L' (Q) (Koerzivitit).

e Satz 1.31 gilt auch fiir beliebige f € (W,7(Q))*. Man kann zeigen, dass solche f
eine Darstellung der Form

f=> 0ifi+fo.
=1

mit f; € LP(Q), i = 0,...,n, besitzen.

3.2 Pseudomonotone Operatoren

Der Satz von Brezis

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Theorie zu entwickeln, die es ermoglicht, auch sol-
che quasilinearen elliptischen Gleichungen zu 16sen, die einen Term von niedrigerer
Ordnung enthalten, der nicht monoton ist. Zum Beispiel kann die Gleichung

— div(|VulP2Vu) + g(u) = f in Q,
u=>0 auf 0€),

nicht mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren gelost werden, falls g(u)u nicht
positiv ist. Kine Inspektion des Beweises von Satz 1.5 zeigt aber, dass wir allgemeinere
Operatoren zulassen konnen, ndmlich pseudomonotone Operatoren. Typische Beispiele
fiir pseudomonotone Operatoren sind Operatoren der Form

A:A1+A27

wobei A;: X — X* monoton, hemistetig und Ay: X — X* stark stetig, also kom-
pakt, ist, d.h. die Theorie pseudomonotoner Operatoren vereinigt Monotonie und
Kompaktheit. Im Folgenden werden wir zuerst die allgemeine Theorie entwickeln und
dann diese auf (2.1) anwenden.

(2.1)

2.2 Definition. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und A: X — X* ein Ope-
rator. Wir sagen, A geniigt der Bedingung (M), falls
Up —u, Au, —0b, (n — o0)

lim sup <Auna un)X S <b> u)X

n—oo
folgt, dass Au = b gilt.
Diese Bedingung ist wichtig, weil sie invariant unter ,kompakten® Perturbationen ist.
Auflerdem erfiillen monotone Operatoren diese Bedingung. Genauer gilt:

2.3 Lemma. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und A: X — X*, B: X — X*
seien Operatoren. Dann gilt:
(i) Ist A monoton und hemistetig, dann geniigt A der Bedingung (M).

(ii)) Wenn A der Bedingung (M) geniigt und B stark stetig ist, dann geniigt A + B
der Bedingung (M).
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BEWEIS : 1. Dies ist nichts anderes als Mintys Trick aus Lemma 0.3 (ii).
2. Gegeben sei eine Folge (u,,) € X mit

U, —=u, Au,+ Bu, —b, (n — 00),
lim sup (Au,, + Buy, un) < (b, u).

Da B stark stetig ist, folgt Bu, — Bu,(n — o0) und also limsup (Au,,u,) <

(b — Bu,u) und Au,, — b — Bu,(n — oo0). Da A der Bedingung (M) geniigt, folgt
Au=0b— Bu, d.h. Au+ Bu=">. n

2.4 Definition. Sei A: X — X* ein Operator auf dem reellen, reflexiven Banach-
raum X . Dann heifit A pseudomonoton, falls aus

U, = u (n— o00), und lim sup (Au,, u, —u)x <0

folgt, dass fiir alle w € X gilt:

(Au,u —w)x <liminf (Au,, v, —w)x.

Das folgende Lemma gibt typische Beispiele fiir pseudomonotone Operatoren an.
2.5 Lemma. Se: X ein reeller, reflexiver Banachraum, und A, B: X — X* seien
Operatoren. Dann gilt
(i) Falls A monoton und hemistetig ist, dann ist A pseudomonoton.
(ii) Falls A stark stetig ist, dann ist A pseudomonoton.
(iii) Falls A und B pseudomonoton sind, dann ist A+ B pseudomonoton.
(iv) Falls A pseudomonoton ist, dann geniigt A der Bedingung (M ).

(v) Ist A pseudomonoton und lokal beschrdnkt, dann ist A demistetig.
BEwEIs : 1. Gegeben sei eine Folge (u,) € X mit w, — u, (n — o0) und
lim sup (Auy,, u, — u) < 0. Da A monoton ist, gilt
(Au, — Au,u, —u) >0,

woraus folgt

liminf (Au,, u, —u) > liminf (Au, u,, —u) =0.
Dies impliziert
lim (Auy,, u, —u) = 0. (2.6)

n—oo

Fiir beliebige w € X setzen wir z = u + t(w — u), t > 0. Die Monotonie von A
impliziert

(Au, — Az, up, — (u+t(w —u))) >0,
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was dquivalent zu
t(Auy, u — w) > (—Aup, u, — u) + (Az, u, —u) + t(Az,u —w)
ist. Somit erhalten wir fiir alle w € X:

liminf (Au,, u, —w) > (Az,u — w),

n—oo

wobei wir (2.6) und w,, — u, (n — o0), sowie t > 0 benutzt haben. Nun verwenden
wir die Hemistetigkeit von A und erhalten fiir ¢ — 07, dass Az — Au und deshalb

liminf (Au,, u,, — w) > (Au,u — w) Yw € X.

n—oo

2. Sei (u,) C X sei eine Folge mit u,, — u, (n — 00). Dann gilt Au,, — Au, (n — 00),
nach Definition der starken Stetigkeit. Somit gilt fiir alle w € X nach Lemma 0.4 (ii)

(Au,u — w) = lim (Auy, u, — w).

n—oo

3. Wir wihlen eine Folge (u,,) € X mit u,, — u, (n — 00) und

lim sup (Au,, + By, u, —u) <0. (2.7)

n—oQ

Daraus folgt

lim sup (Au,, u, —u) <0

n—oo 2.8
lim sup (Buy, u, —u) <0, (28)

n—oo

was wir durch Widerspruch beweisen. Sei (u,, ) eine Teilfolge von (u,), so dass

lim sup (Aty, , Un, —u) =a > 0.
k—oo

Aus (2.7) folgt dann

lim sup (B, , upn, —u) < —a.

k—o0 o

Da B pseudomonoton ist, gilt fiir alle w € X

(Bu,u —w) < lilchn inf (Buy, , t,, — w).
Fiir w = w erhalten wir aber 0 < —a < 0, was ein Widerspruch ist. Also gilt (2.8) und
liefert mit der Pseudomontonie von A und B

(Au, v — w) < liminf (Au,, u, —w),

n—oo

(Bu,u —w) < liminf (Bu,, u, —w) .

n—oo
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Addieren wir beide Ungleichungen ergibt sich fiir alle w € X

(Au + Bu,u — v) < liminf (Au,, + Buy,, u, — w),

n—oo

d.h. A+ B ist pseudomonoton.
4. Gegeben sei eine Folge (u,,) € X mit

Uy = u, Au, —b, (n— 00), lim sup (Auy,, u,) < (b, u).

n—oo

Dies impliziert lim sup (Au,, u, — u) < 0. Da A pseudomonoton ist, folgt daher fiir
n—oo

alle w € X

(Au,u — w) < liminf (Au,, u, — w)

n—oo

< (b,u) — (b,w) = (b,u — w)

Wir ersetzen w durch 2u — w, dann folgt fiir alle w € X : (Au,u — w) = (b,u — w)
und somit Au = b.

5. Sei (uy,) C X sei eine Folge mit u,, — u, (n — 00). Da A lokal beschrankt ist, ist
die Folge (Au,,) beschrinkt. X ist reflexiv und daher gibt es eine Teilfolge (Au,,, ) mit

Au,, — b, (k — 00), und wir erhalten klim (Auy,, , u,, —u) = 0. Die Pseudomonotonie

von A impliziert

(Au,u —w) < lién inf (Aup, , U, —w)

= (b,u — w).

Damit folgt wie in 4. Au = b, d.h. Au,, — Au,(k — o0). Das Konvergenzprinzip
Lemma 0.4 (iii) liefert, da obige Argumentation fiir beliebige konvergente Teilfolgen
gilt,

Au, — b= Au (n — 00),

d.h. A ist demistetig. "
2.9 Satz (Brezis, 1968). Sei A: X — X* ein pseudomonotoner, beschrinkter und

koerziver Operator, wobei X ein separabler, reflexiver, reeller Banachraum ist. Dann
existiert fir alle b € X* eine Losung u € X von

Au=b. (2.10)

BEWEIS : Nach Lemma 2.5 (v) ist A demistetig, da A pseudomonoton und beschrankt
ist; nach Lemma 2.5 (iv) gentigt A der Bedingung (M), da A pseudomonoton ist. Sei
(w;)ien eine Basis von X. Wir verwenden nun das Galerkin—Verfahren genauso wie
im Beweis von Satz 1.5, d.h. wir suchen

n
2 n

Up = C Wi,
k=1
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die das Gleichungssystem
gr(cy) = gr(uy) = (Au, — bywg) =0, k=1,...,n (2.11)

16sen. Die Losbarkeit diese Gleichungssystemes folgt wie im Beweis des Satzes von
Browder, Minty (Satz 1.5), da A demistetig und koerziv ist. Die Demistetigkeit von
A impliziert namlich, dass die g,k = 1,...,n, stetig sind, und die Koerzivitit von
A, dass > gr(cp)cy > 0 fir alle ||u,|| = R (vgl. (1.11)). AuBlerdem erhalten wir aus
der Koerzivitiat auch eine apriori-Schranke (vgl. (1.12)), d.h.

lunllx < R Vn € N.

Also gibt es eine konvergente Teilfolge (uy,, ) mit u,, — u,(k — 00). Wir wollen nun
zeigen, dass u (2.10) 16st. Aus den Gleichungen der Galerkin—-Approximation (2.11)
folgt, dass

lim (Au,, —b,v) =0 Vo € spanf{wy, ...}

k—oo
Die Beschrinktheit von A liefert, dass die Folge (Au,,) beschrinkt ist und einen
schwachen Limes besitzt, d.h.

Au,, — ¢, (k — 00).

Es gilt aber ¢ = b mit denselben Argumenten wie im Beweisteil 3. von Satz 1.5. Aus
dem Galerkin-System mit w = w,, und der schwachen Konvergenz der (u,,) erhalten
wir

(At tn) = (bytn,) — (0,u),  (k —o0).
Daher sind die Voraussetzung fiir die Bedingung (M) erfiillt, und es folgt

Au = b.
]
Quasilineare elliptische Gleichungen I1
Wir betrachten das Problem
—div(|Vul[P2Vu) + g(u) = f auf Q, @.1)

u=20 auf 0€),

wobei 2 C R"™ ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 02 ist und
u: Q — R. Wir setzen X = W, () und definieren folgende Abbildungen:

(Ayu, @) E/|Vu|p2Vqupdx,
0

(Agu, @) = /9(%)90 dx, (2.12)

Q
(b,p) = [ fedx.
/
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Wir gehen analog zum Abschnitt 3.1 vor. Dort wurden bereits der Operator A; (vgl.
Lemmata 1.27, 1.29 mit s = 0) und das Funktional b behandelt. Beziiglich des Ope-
rators Ay haben wir

2.13 Lemma. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Lipschitz stetigem Rand OS).
An die stetige Funktion g : R — R stellen wir folgende Wachstumsbedingung:

l9(s)] < e(1+[s["), (2.14)

wobei 1 < r < oo. Firl <p < n undr < n”—_’;) bildet der in (2.12), definierte

Operator Ay den Raum X = Wol’p(Q) in seinen Dualraum X* ab und ist beschrdnkt.
Fiirr < n"—_pp ist Ay stark stetig.

BEWEIS : 1. Aus der Definition von A, und (2.14) erhalten wir fir ¢ = & und
u,p € X

(A, )] < / e(1+ fufY)|g| de

0
L
<c /1~|—\u|r hye dw /]go]qd:c
Q Q
L{ 1
§0(1+ (/]uwl)q d:U ! /|g0]qd:c q
ol Q

< (T4 lullfotne)llellx,
da X = W,?(Q) — L(€Q). Somit erhalten wir

[{(Azu, 0)] < e (1+ [lullx ) llllx (2.15)

sofern (r—1)¢’ < ¢, denn X — L9(Q)) — L*(Q) fiir ¢ > «. Die Forderung (r—1)q¢’ < ¢
laBt sich umformen zu

r—1t < 1L
¢ = q

— 1_1 11,1

S (r=D(;—7) £ 7=1-,+4
& r(t—21) < 1

p n

& r < 22
S

Aus der Definition der Operatornorm folgt

[ Azu|

xe = sup [{Az ) <e(l+ lulx ™)

€
llellx<1

und demzufolge Au € X*, d.h. Ay: X — X*. Aus dieser Abschétzung folgt sofort,
dass A, beschrankt ist.
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2. Sei (u,,) € X eine schwach konvergente Folge in X, d h. Un = u (n — oo) Aufgrund
der kompakten Einbettung X << L7 (),

Up, — U in L"(Q), (k; — oo) (2.16)

k

Wir setzen

Fu) = g(u)
und erhalten mit Hilfe der Wachstumsbedingung (2.14) und der Stetigkeit von g, dass
der Nemyckii Operator F' die Voraussetzungen von Lemma 1.19 erfiillt. Dar—1= =

gilt, ist F: L™(Q) — L (Q) stetig, d.h. fiir die Folge in (2.16) gilt:
1 (uny) = F(u)l g — 0 (k= 00).

Daraus erhalten wir

sup [(Agttn, — Asu, )| < sup / 19(ttny) — g()] || d
peX peX
lellx <1 lellx <19
= sup [|F(um) — F@lellllr —0 (k= o0),
peX
llellx <1

denn X — L"(Q2) und damit ||¢||z» < ¢||¢||x. Somit folgt Asu,, — Auin X*. Da diese
Argumentation fiir alle Teilfolgen, die (2.16) erfiillen gilt, liefert das Konvergenzprinzip
Lemma 0.4 (iii), dass Ay stark stetig ist, d.h. Asu,, — Asu in X*, (n — o00). n

Um Satz 2.9 anwenden zu konnen benotigen wir noch folgendes Lemma.

2.17 Lemma. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 2.13 erfiille g die Koer-
zivitdtsbedingung
inf g(s)s > —oc0. (2.18)

seR
und es sei p > 1. Dann ist der Operator A = A1+ Ay : X — X* koerziv.

BEWEIS : Wir haben (vgl. Beweis von Lemma 1.29)
<A1u7 U> = ||VUHI£10 .
und aufgrund von (2.18) gilt fiir eine Konstante ¢y € R

(Aqu,u) = /g(u)u dx > —cp.

Q

Damit erhalten wir
(Au,u)  (Aju,u) N (Aug, u)

ullx — lJullx [Jullx
S (Aug,w) ¢
IVaulle ([Vullze
_ Co
> || V|2, — v
fl H uHLP ”VU”LP — 0 (” uHLp - OO)?

falls p > 1. Also ist der Operator A koerziv. [
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2.19 Satz. Sei Q C R"™ beschrinkt und 09 € C%'. Sei 1 < p < n und die Funktion
9: R — R erfille die Voraussetzungen (2.14) und (2.18), mit 1 < r < 2. Dann

existiert fir alle f € LP (Q) eine verallgemeinerte Losung von (2.1), d.h. es gibt ein
ue WP (Q) =X, so dass
Au=1b.

BEWEIS : Wir wollen den Satz von Brezis (Satz 2.9) anwenden. Der Raum
X = W,yP(Q) ist ein reflexiver, separabler Banachraum. Aus den Lemmata 1.27 und
1.29 wissen wir, dass A; : X — X* ein strikt monotoner und stetiger, also auch
beschrankter, Operator ist. Also ist A; nach Lemma 2.5 (i) pseudomonoton. Nach
Lemma 2.13 ist A, ein stark stetiger, also auch beschrinkter, Operator. Lemma 2.5
(ii) besagt, dass somit Ay pseudomonoton ist. Insgesamt ist also A = A; + A, ein be-
schrankter pseudomonotoner Operator, der nach Lemma 2.17 auch koerziv ist. Lemma
1.27 liefert, dass b € X* gilt. Die Behauptung folgt nun sofort aus Satz 2.9. ]

Die stationdren Navier—Stokes—Gleichungen

Die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen lauten?

—Au+ [Vulu+Vp=f auf Q,
divu=0 auf €, (2.20)
u=20 auf OS2,

wobei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 9€) ist. Diese
Gleichungen beschreiben die Stromung einer viskosen, inkompressiblen Fliissigkeit.
Es ist u : Q — R3 die Geschwindigkeit, p : Q — R der Druck und f: Q — R? eine
dussere Kraft. Wir setzen

X ={ue (Wg*(Q)*| divu=0}. (2.21)
Dies ist offensichtlich ein linearer Teilraum von (VVO1 ’Q(Q))g, den wir mit der Norm
lullx = [|Vul|(r2(q)sxs (2.22)

versehen. Wir definieren fiir alle u,¢p € X

(Aju, ) :/Vu-Vgodx,

Q
(Asu, ) = /[Vu]u pdr,
¢ (2.23)
<P,cp>:/Vp~goda::—/pdivcpd:c20,
Q

(b,go>:/f-cpdx.

? Wir benutzen die Notation [Vuju = (3 (8jus) uj),_, , 3
= 2,
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Offensichtlich ist die Operatorgleichung A; + A, = b in X* dquivalent zur schwachen
Formulierung von Problem (2.20), d.h. fiir alle ¢ € X gilt

/Vu~chdx+/[Vu]u-cpd:c:/f-cpdx. (2.24)
Q

Q Q

Wir iiberpriifen nun, dass A;, As: X — X*, b € X* gilt, und dass der Operator
A = A; + A, die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfiillt.

2.25 Lemma. Der Raum X mit der Norm (2.22) ist ein reflexiver, separabler Ba-
nachraum.

BEWEIS : Der Raum X, definiert in (2.21) ist ein abgeschlossener Teilraum von
(W&’Q(Q))g. Sei (u,) € X eine Folge mit u,, — u in X (n — 00). Die Konvergenz
in X bedeutet gerade, dass Vu, — Vu in L*(Q) (n — oo). Daher gibt es eine
Teilfolge mit Vu,, — Vu fast iiberall. Daraus folgt aber, dass divu = tr Vu = 0.
Die Abgeschlossenheit von X stellt sicher, dass X ein separabler Banachraum ist.
Auflerdem ist eine abgeschlossene Teilmenge eines reflexiven Raumes wieder reflexiv.

]

2.26 Lemma. Unter dem obigen Voraussetzungen an 2 und mit X, definiert in
(2.21), st der Operator Ay : X — X* linear, stetig, koerziv, strikt monoton und
beschrinkt.

BEWEIS : Der Operator A; : X — X* ist eine vektorwertige Variante des Opera-
tors A : Wy3(Q) — (Wy*(Q))* in Lemma 1.27 mit p = 2 und s = 0. Da X ein
abgeschlossener Teilraum von (VVO1 ’Q(Q))3 ist folgt sofort

A X C (Wa2()® = (W)’ € x~,

da die Restriktion auf X eines Funktionals definiert auf (VVO1 ’2’((2))3 auch ein Funktio-
nal auf X ist. Die Behauptung folgt also sofort aus Lemma 1.27 und Lemma 1.29. =

2.27 Lemma. Der Operator Ay definiert in (2.23) ist ein stark stetiger, beschrdnkter
Operator von X nach X*.

BEWEIS : 1. Fiir alle u,¢p € X gilt

(A @)] < [ [l Vullg|ds

Q
< ([ras)’ ( [refar) 17l
Q Q

< c[[VullZ:[l#llx,

denn X — L*(Q) wegen }1 > % — % = %. Aus der Abschitzung folgt Asu € X* und
damit Ay: X — X*, als auch die Beschrianktheit von As.
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2. A, ist stark stetig: Sei (u,) € X eine Folge mit u, — u (n — o0). Aus der
kompakten Einbettung X << L4(Q), erhalten wir fiir eine Teilfolge u,, — u in
L) (k — o0). Da die weitere Argumentation wieder fiir alle konvergenten Teilfolgen
gilt, bezeichnen wir die obige Teilfolge wiederum mit (u,). Wir werden zeigen, dass
gilt:

HAgun — Azu‘

x+= sup [(Au, —Au, )| =0 (n— 0).
eX
||<P||x<1

Nehmen wir an, dies gelte nicht. Also existiert ein ¢y > 0 und Elemente ¢, € X,
e, llx <1, so dass fiir alle n € N gilt:

|<A2un - A2u7 Son>| Z €o -

Die Folge (¢p,,) ist beschrénkt und also gibt es eine Teilfolge (¢,,, ) mit ¢, — ¢ in X
(k — 00), und ¢, — ¢ in L*(Q) (k — oo). Fiir diese Teilfolge, im Folgenden mit
(¢,,) bezeichnet, gilt

(e, ~ o, = | [ (Va0 - (Vulu- g, dif

—| [Vl -~ w -, + (V0 - wha- (2, — )

+ [V(u, — u)]u- cpda:‘
< flun = ufl s [Vun2llenll s + [[ul[ s [V (00 = w)l| 2]l — pll2s

+ ‘ /[V(un —u)ju- ¢ d:v)

< Cillu, = ullza + Collp, = @]l

/[V(un—u)]u-godx) —0 (n — 00),

Q

da [|[Vu,]||z2 beschrinkt ist, u, — u in L*(Q), Vu,, — Vu in L*(Q) und ¢, — ¢ in
L*(2). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Damit folgt A,u,, — Aju, d.h.
Ay ist stark stetig auf X. ]

+

2.28 Satz. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—stetigen Rand Of).
Dann gibt es zu einem beliebigen £ € (L*(Q2))? einu € X, wobei X in (2.21) definiert
ist, so dass u (2.20) im schwachen Sinne lést, d.h. (2.24) gilt.

BEWEIS : Aufgrund der Lemmata 2.26, 2.27 und 2.5 ist der Operator A = A; +
Ag: X — X* beschriankt und pseudomonoton. Es bleibt zu zeigen, dass A auch koerziv
ist. Fiir alle u € X haben wir:

2
(Au,u) = /Zauzuujdx—/z Ujm = (|u\)
J

2
—/%divud:sz,
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da fiir u € X gilt divu = 0. Da A; koerziv ist, ist also insgesamt A koerziv auf
X 3. Offensichtlich ist b € (W,?(Q)%)* € X*, sofern f € (L?(Q))?, mit denselben

Argumenten wie in Lemma 1.27. Satz 2.9 liefert die Behauptung des Satzes. n

e Bisher haben wir die Existenz einer Geschwindigkeit u gezeigt, die (2.24) erfiillt.
Um auch einen Druck p zu finden, so dass fiir alle ¢ € (W,*(Q))? gilt

/Vu-chdx+/[Vu]u-godx+/pdivcpdx:/f-cpdx, (2.29)
0 0 Q Q

muss man den Satz von De Rham auf F € (Wy*(€2))?)" definiert durch

<F,cp)E/Vu-Vgada:Jr/[Vu]u-godx—/f-god:p

Q Q Q

anwenden.

2.30 Satz (De Rham, 1960). Sei F € ((VVOM(Q))?’yk ein Funktional, fiir das
fiir alle ¢ € X gilt

(F,p)=0.

Dann existiert ein p € L*(Q) mit [, pdz = 0, so dass fir alle ¢ € (Wy*(Q))?
gilt

(F,p) = /pdivgod:v.
Q

Eine weitere Anwendung fiir den Satz von Brezis ist das Randwertproblem:

3
—Au + asin(u) Z Ou=f auf €,
i=1

u=0 auf 0f)

mit einem beschrinkten Gebiet Q C R® mit 9Q € C%! und a > 0. Dieses Randwert-
problem besitzt fiir alle f € L*(Q2) und kleine « eine Lésung im verallgemeinerten
Sinn.

3.3 Maximal monotone Operatoren

Die Theorie maxzimal monotoner Operatoren ist das Herzstiick in der Theorie monoto-
ner Operatoren, da es die Grundideen zur vollen Entfaltung bringt und sehr allgemein
ist. Intuitiv kann man sich unter einem maximal monotonen Operator einen monoto-
nen Operator vorstellen, der keine echte monotone Erweiterung besitzt.

3Die Koerzivitiit ist die einzige Eigenschaft, die nur auf X und nicht auf (I/VO1 ’2((2))3 gilt. Zum
Beweis der anderen Eigenschaften ben6tigen wir nicht, dass divu = 0.



