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3.21 Lemma. Sei (V, H,V*) ein Gelfand-Tripel, und sei der Raum W definiert wie
n (3.19). Ferner sei L: D(L) C LP(I; V) — LY (I;V*), I = (0,T), definiert durch

du
Lu=2"
YT

D(L) ={ueW | u(0) =0}.
Dann ist L ein linearer maximal monotoner Operator auf D(L).

BEWEIS : 1. L ist nach Definition linear.
2. L ist monoton: Seien u, v € D(L), dann gilt nach Lemma 3.20

d(u —v) >
— u—-v
dt Le(L;V)

<W,u — v>vdt

<Lu — LU, u — U>Lp([;v) = <

I
—

O N = o

1 =) (D)7 — %Il(u — )OI

)

>
da u, v € D(L).
3. L ist maximal monoton: Sei v € LP(I; V), w € L (I;V*), und es gelte fiir alle
u € D(L)

T
(w — Lu,v —u) ro(1,v) /w—Lu,v—u>vdt20. (3.22)
0

Wir miissen zeigen, dass v € D(L) und w = 2. Wir wihlen u = ¢(t)z € LP(I; V) mit
¢ € CF(L;R), z € V. Esgilt u(0) = 0und & = /(t)z € LP (I;V*), da p € C°(I;R),
und damit v € D(L). Auflerdem erhalten wir

L) = [(Gayde =5 (@)l - @) =0, @23

da ¢ € C§°(I;R). Wenn wir w in (3.22) einsetzen und (3.23) benutzen, erhalten wir

T T
OS/(w, /wgpzv— (P'z,0)y dt+0.
0 0

Nun gilt aber (v, w) = (w,v) fiir alle v, w € V und somit

T T
0§/<w, /gpv+gpwz dt .
0 0
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Da z € V aber beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir —z und fiir Az, wobei
A € R beliebig grof§ werden kann. Auflerdem ist (w,v) unabhéngig von z. Damit die
Ungleichung fiir alle z richtig ist, mufl daher gelten

T
/gowz + ¢ (v, 2)gpdt =0 VzeV, Vo e CF(;R),
0

dh. w = ‘;—1’ und somit erhalten wir % € LP(I;V*), d.h. v € W. Zu zeigen bleibt,
dass v € D(L). Nach Voraussetzung gilt fiir alle u € D(L)

T
d(v —

0 < (Lv—Lu,v—w)reyv) = / <%7U - U>V dt

) (3.24)

_ %(HU(T) —u(T) % = 0(0) = u(0) %),

da v € W. Wir wihlen nun eine Folge (a,) € V mit @, — v(T) in H (n — o).
Wir definieren w,(t) = ant, u, € D(L), setzen u, in (3.24) ein, und erhalten

< 2 (I0(T) = )y ~ 10(0) — wa 0}

5 (I0(T) — T ~ o))

0<

Im Grenziibergang n — oo folgt daraus

1
0 <~ O,

d.h. v(0) = 0 und somit v € D(L). l

Die Dualitatsabbildung

Wie wir gesehen haben ist die Dualitdtsabbildung ein wichtiges Hilfsmittel in der Theo-
rie maximal monotoner Operatoren.

3.25 Definition. Sei X ein reeller Banachraum und p(u) = 3|ull%. Dann ist die
Dualititsabbildung J : X — 25" definiert durch

J(u) = dp(u) .

3.26 Lemma. Sei H ein reeller Hilbertraum und J die Dualitdtsabbildung
J: H — 21" Dann bildet J auf einelementige Mengen ab und kann daher als Operator
J: H — H* aufgefafit werden. Weiterhin ist J charakterisiert durch

<J(U), U)H = (U, U)H .
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Beweis : Nach Lemma 3.6 ist dp(u) einelementig, falls ¢ konvex ist und eine
Gateaux—Ableitung Do(u) besitzt.
1. ¢ ist konvex: Sei t € [0, 1]. Dann gilt fir u, v € H

oltu+ (1 — 1)) = %Htu + (1=l
< S (tlull + (@ = Dl

1 1 1 1
< Pl + S0 =020l + 20— 1) (5l + 5 10)?)

1 1
< gtllull® + 5 (1 =Dl = te(w) + (1 = v,

da ab < 3a® + 107
2. ¢ besitzt eine Gateaux—Ableitung: Fiir t € R und v € H gilt:

d d /1 )
—p(u+t) = %(gHu + | )

= (G w) + 1) + 250,0)
= (u,’u) + t(’l},’l}).

Daraus folgt, dass die Gateaux—Ableitung existiert und dass gilt:

(Dip(u), ) = S+ 0)lico = (,0).

Die Charakterisierung von J folgt aus der Gleichungskette
(J(u),v) = (Dp(u),v) = (Dp(u),v) = (u,v).
]

3.27 Lemma. Sei X ein reeller, refleviver Banachraum. Dann ist die Dualitdtsabbil-
dung J: X — 2% mazimal monoton.

Bewels @ Nach Satz 3.12 ist J maximal monoton, wenn ¢: X — (—o00, 00| konvex
und unterhalbstetig ist, sowie ¢ # oo gilt. Offensichtlich gilt: p: X — (—00,00) C
(—00, 00]. Die Konvexitdt von ¢ wurde bereits im Beweis von Lemma 3.26 gezeigt.
Da ¢ stetig ist, ist ¢ auch unterhalbstetig. [

Der Satz von Browder
Ahnlich wie in den vorangegangenen Abschnitten wollen wir die Lésbarkeit von
be Au+ Bu, ueC, (3.28)

untersuchen, wobei A: C' C X — 2X" maximal monoton ist und B: C' — X* pseudo-
monoton. Die Beziehung (3.28) bedeutet, wenn A, B mehrdeutige Abbildungen sind,
dass wir fiir gegebenes b € X* ein u € C suchen, so dass gilt

b=v+w, mit v € Au, w € Bu.
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Wenn A und B Operatoren sind, dann ist (3.28) dquivalent zu
b= Au + Bu, u € C.

3.29 Satz (Browder, 1968). Sei C' C X eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe
Menge eines reellen, reflexiven Banachraumes X. Sei A: C' — 2% mazimal monoton
und B: C — X* pseudomonoton, beschrinkt und demistetig. Falls C' unbeschrinkt
ist, set B koerziv beziiglich A und eines festen Elements b € X*, d.h. es existiert ein
Element ug € C N D(A), und eine Zahl v > 0 so, dass

(Bu,u —ug) > (b,u — up), Vu € C mit ||u|| >r
Dann existiert fir dieses b € X* eine Losung u € C' N D(A) des Problems (3.28).
BEWEIS : Die Strategie, die diesem Beweis zugrunde liegt, ist folgende:
e Galerkin—Approximation; aber diesesmal fithren wir sie nicht mit Gleichungen

sondern mit Ungleichungen durch.

e Losbarkeit der Galerkin—Ungleichungen; hierzu verwenden wir ein Abschneide—
Argument.

e Apriori-Schranken fiir die Losung der Galerkin—Ungleichungen; diese folgen
aus der Koerzivitit von B.

e Konvergenz der Galerkin-Methode; diese basiert auf der Pseudomonotonie von
B.

Da A: C — 2% maximal monoton ist und C nichtleer, ist der Graph von A nicht
leer. In der Tat, angenommen er sei leer, dann ist die Bedingung

(u"—v* 5 u—v)y >0 V(v,v*) € A

fiir (u,u*) € C' x X* erfiillt, da der Graph von A leer ist. Daraus folgt (u,u*) € A, da
A maximal monoton ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Also existiert
(uo, ug) € A.

O.E.d.A. sei ug = 0 und uj = 0, d.h. (0,0) € A. Ansonsten gehen wir vom Problem

b € Au+ Bu, ueC,
iiber zu B B
b—u; € Av + B, v e C — uy,
wobei Av := A(v + o) und Bv := B(v + ug) — u, auch die Voraussetzungen des

Satzes erfiillen.

1. Aquivalente Variationsungleichung: Wir suchen ein u € C' mit:
(b—Bu—v",u—uv) >0 V(v,v") € A. (3.30)

Dieses Problem ist #quivalent zu unserem urspriinglichen Problem (3.28). Wenn
namlich v € C' die Ungleichung (3.30) 16st, dann folgt aus der maximalen Monotonie
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von A, dass b — Bu € Au, d.h. b € Au + Bu, und insbesondere v € D(A). Falls
umgekehrt u eine Losung von (3.28) ist, dann ist b — Bu € Au und die Ungleichung
gilt wegen der Monotonie von A.

2. Apriori-Schranke: Sei u € C' eine Losung (3.30). Da (0,0) € A gilt
(b — Bu,u) >0 & (Bu —b,u) <0.

Andererseits ist B koerziv beziiglich A und b mit ug = 0. Daher gibt es ein r > 0 mit
(Bu — b,u) > 0 fiir alle ||u|| > r. Diese und die obige Ungleichung liefern

Jul| <7, (3.31)

falls u € C eine Losung von (3.30) ist.

3. Galerkin—Ungleichung: Wir bezeichnen mit £ die Menge aller endlichdimensiona-
len linearen Unterrdume Y von X. Wir wéhlen ein festes Y € L. Anstelle von (3.30)
betrachten wir das approximative Problem: Wir suchen uy € C'NY', dass die Unglei-
chung

(b — Buy —v",uy —v)y >0  VY(v,0")e AmitveCNY (3.32)

16st. Beachte in diesem Zusammenhang, dass aus Y C X die Relation X* C Y~
folgt. Dies ist so zu verstehen, dass fiir v* € X* die Einschrénkung auf Y C X sofort
ein Element aus Y™ liefert, d.h. die Dualitdtsprodukte auf beiden Réumen werden
miteinander identifiziert, und es gilt (v*,v)y := (v*,v)x fiir alle v € Y.

4. Losung von (3.32): Wir miissen eien weitere Approximation des Problems (3.32)
durchfiihren.

a) Losung des abgeschnittenen Problems: Wir setzen fiir R > 0

Kp={velnY||v|x <R},
Gr={(v,v") € A|ve Kg}.

Man beachte, dass beide Mengen nichtleer sind, da (0,0) € A. Wir approximie-
ren (3.32) durch das abgeschnittene Problem: Suche ur € Kg:

(b — Bug —v*,ugr —v)y >0 V(v,v") € Gpg. (3.33)

Auf das Problem (3.33) wollen wir Satz 1.2.26 anwenden. Dazu setzen wir:
a) K = Kpg: K ist eine kompakte, konvexe Teilmenge von Y mit dimY < oo.

B) M = Gg: Der Operator A ist monoton, da A maximal monoton ist. Damit
ist auch die Menge M monoton.

v) T: K — X*: uw b— Bu: T ist stetig, da B demistetig ist, d.h. aus
u, — u(n — o0), folgt Bu, — Bu,(n — o0). Wir betrachten aber B
eingeschrinkt auf Y, dh. B: CnNY — X* C Y* mit dimY* < oo. In
endlichdimensionalen R&umen impliziert schwache Konvergenz aber starke
Konvergenz, da man den endlichdimensionalen Raum nach Basiswahl mit R"
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identifizieren kann, und damit aus der schwachen Konvergenz die komponen-
tenweise Konvergenz folgt. Also gilt in unserem Fall Bu,, — Bu, d.h. T ist stetig.

Nach Satz 1.2.26 hat das abgeschnittene Problem (3.33) demnach eine Losung
ugr € Kg.
Losung der Galerkin—Ungleichung (3.32): Wir setzen

Sk = {ur € Kr|ug ist eine Losung von (3.33)},

d.h. Sg C Kp fiir alle R > 0. Aus der Koerzivitidt von B beziiglich A und b (vgl.
Schritt 2.) folgt:
Jurll <, (3.34)

wobei r unabhéngig von R und Y € L ist. Die Menge Sr hat folgende
Eigenschaften:
) Sp liegt in der kompakten Menge K = {u € CNY | |lul| < R}.

) Sg ist abgeschlossen, da B demistetig ist.
v) Sr C Sg fiir alle R, Rmit R > R > r, da fir R > R > r gilt: Gr C Gg.

Fiir eine Folge R, — oo (n — o0) bilden also Sg, eine absteigende Folge
kompakter Mengen und somit (siehe auch endliches Durchschnittsprinzip (3.36))
folgt die Existenz eines Elements uy mit

00
Uy € ﬂ SRn .
n=1

Aus (3.34) und der Definition von Kr C C' erhalten wir sofort
|luy] <r und uy € C. (3.35)

AuBlerdem ist uy eine Losung von (3.32), denn fir (v,v*) € A,v € CNY gilt:
Es existiert ein R, so dass ||v]| < R,,. Damit ist uy eine Losung von (3.33) fiir
R,,. Da aber uy fiir alle R, (n — o0) in Sg, liegt und v beliebig gewahlt war,
erhalten wir

(b— Buy —v*,uy —v) >0  VY(v,0") € Amitve CNY.

5. Konvergenz der Galerkin-Losungen uy: Wir wollen erreichen, dass “uy — u*“ in
einem gewissem Sinne, wobei u eine Losung von (3.30) ist. Hierbei tritt das Problem
auf, dass Pseudomonotonie nur iiber (abzdhlbare) Folgen definiert ist. Das System £
ist aber {iberabzédhlbar. Also ist eine weitere Approximation nétig:

a)

Endliches Durchschnittsprinzip: Seien Y, Z € L. Wir setzen
My = {(uy, Buy) € C x X*|uy Losung von (3.32) mit ¥ 2 Z}.

Wir wollen zeigen, dass es ein Element

(u,u) € ﬂ M,

zZeLl
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gibt, wobei M; der Abschlu8 von Mz in X x X* beziiglich der schwachen
Topologie sei. Dieses u wird die gesuchte Losung sein. Wir beweisen nun die
Existenz eines solchen Paare (u,u*).

Da nach (3.35) ||uy|| < r fiir alle Y € £ gilt und B: X — X* beschrinkt ist,
ist die Menge B(B,) auch beschrankt. Also gibt es einen abgeschlossenen Ball
K C X x X*, so dass

U M, C K.
zZeLl

Da X reflexiv ist, sind es auch X* und X x X*. Da K stark abgeschlossen und
konvex ist, ist K auch schwach abgeschlossen (vgl. [2, Satz 5.10, S. 166]). Daher
folgt insgesamt, dass K schwach kompakt ist. Nun ist aber fiir alle Z € £ die
Menge M, schwach abgeschlossen und es gilt: M, C K. Demzufolge ist M,
schwach kompakt, und

U, ck

zZeL
Seien nun Y, Z € L. Wir setzen S = span{Y, Z} und erhalten My N My O Ms.
In der Tat, sei (us, Bug) € Mg. Dann ist ug eine Losung von (3.32) in ei-
nem Raum U O S = span{Y,Z} D Y und U 2O S O Z. Das bedeutet aber
(us, Bug) € Mz N My. Wiederholen wir dieses Argument endlich oft, erhalten
wir

N
(M, #0 VN, VY; € L.
i=1

Aus dem endlichen Durchschnittsprinzip folgt somit

I(u,u*) € () My, (3.36)
zZeLl

Das endliche Durchschnittsprinzip besagt: Eine Menge K ist kompakt genau
dann, wenn jedes zentrierte System von in K abgeschlossenen Mengen einen
nichtleeren Durchschnitt besitzt. Ein System A;, i € I, heif3t zentriert, wenn der
Durchschnitt beliebiger endlicher Teilsysteme A; ,k =1,..., N, nichtleer ist.

Konstruktion eines speziellen Paares (vg,v§) € A: Es existiert (vg,vg) € A so,
dass gilt:
(b—u" —vj,u—wv) <O0. (3.37)

Sei dem nicht so, dann gilt fiir alle (v,v*) € A:
(b—u"—v*";u—v)>0.
Da A maximal monoton ist, folgt b — u* € Au. Wir kénnen nun speziell v = u

und v* = b — u* wihlen und erhalten (b — u* — v*,u — v) = 0. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme. Also gilt (3.37).
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c)

Spezielle Approximation:

3.38 Lemma. Sei X ein reeller, @em'ver Banachraum und M C X sei be-
schrinkt. Dann gibt es fir alle w € M eine Folge u, C M mit

Uy — U (n — 00)

BEWEIS : Der Beweis benutzt einige Tatsachen aus der Theorie topologischer
Raume. Eine Anleitung zum Beweis findet sich in [15, S. 911]. n

Wir wéhlen nun Y € £ fest: My ist schwach abgeschlossen in X x X*, und
(u,u*) € My wegen (3.36). Nach obigem Lemma gibt es (u,,u’) € My mit

(U, ut) = (u,u*) in X x X* (n — 00). Nach Konstruktion von My ist u} = Bu,
und insbesondere u,, € C. Die Menge C' ist abgeschlossen und konvex, also
schwach abgeschlossen, daher ist auch u € C. Demnach gibt es eine Folge (u,,)

in C, so dass

Uy — U in X
. . . (n — 00), (3.39)
Bu,, — u in X
und
(b—Bu, —v*, u, —v) >0  VY(v,0") € AmitveY NC, (3.40)

denn die u,, liegen in My, und Elemente von My sind Losungen von (3.32).
Pseudomonotonie von B: Wir wollen zeigen, dass gilt
(Bu,u —v) < (v* —b,v —u) V(v,v*) e Amitve Y NC,

denn damit haben wir gezeigt, dass (3.30) und damit auch (3.28) fiir alle
v e Y NC gilt. Wir beschranken uns dazu auf solche Y € £ mit vy € Y, wobei
vy das Element aus 5b) ist. Wir wéhlen ein festes beliebiges Y. Aus (3.40) folgt
fiir alle w € C, (v,v*) € A,y e Y NC,und alle n € N

(Bup, uy, — w) < (b — 0", u, —v) + (Buy,v — w). (3.41)

Wir withlen insbesondere w = v. Was méglich ist, da A: C — 2%, Dann la8t
sich (3.41) schreiben als

(Bup,u, — vy < (0" —b,v — uy) Y(v,v*) € Amitve Y NC. (3.42)

Nun wihlen wir w = u, v = vy und v* = v, und erhalten aus (3.41), wobei
(vo, vg) das spezielle Paar aus c) ist,

(B, uy, — u) < (v5 —b,v9 — ty) + (Bup, vg — u)
und somit mit Hilfe von (3.37) und (3.39)

lim sup (Buy, u, —u) < (v5 —b+u",v9 —u) <0,

n—oo
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d.h. lim sup (Buy, u, —u) < 0. Da B pseudomonoton ist und u,, — u(n — o),

folgt mit Hilfe von (3.42) fiir alle (v,0*) € A, veY NC

(Bu,u — v) < liminf (Bu,, u, — v)

n—oo

< (v —b,v—u),
d.h. fiir alle (v,v*) € A, und v € Y N C gilt
(b — Bu—0v*,u—1v) >0.

Zu beliebigem (v, v*) € AgibteseinY € Lmitv € Y, denn (J Y = X. Damit

YeLl
vg€Y

haben wir gezeigt, dass
(b—Bu—v*",u—v)x >0 V(v,0*) € A,

d.h. u € C ist eine Losung von (3.30).
]

e Die Voraussetzung von Satz 3.29 ist fiir alle b € X* erfiillt, falls B koerziv
beziiglich A ist, d.h. es existiert ein Element ug € C'N D(A) so, dass

lim ————2 — o, (3.43)

Dann gibt es fiir alle b € X* eine Losung von (3.30), d.h. R(A+ B) = X*. Denn wir
haben fiir |Jul| > r

(Bu —b,u — ug) < (Bu,u —uo) [0 flu — uo
[[ul - [ [l
<Bu7u - U0> N ||bH HuH + HUUH
-l I
(B oo,

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert gegen oo fiir |ju|| — oo. Somit gilt
(Bu,u — ug) > (b,u — ug) fur alle ||u|| > r mit r grof§ genug, d.h. die Bedingungen
des Satzes 3.29 sind fiir alle b € X* erfiillt.

Wir wollen nun zwei Anwendungen von Satz 3.29 darlegen

Variationsungleichungen

Gegeben sei ein Operator A: C — X* wobei C' C X eine konvexe, abgeschlossene
Menge ist und b € X*. Wir suchen ein v € C, so dass

(b—Au,u—v) >0 Vv e C. (3.44)



