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Eine dquivalente Formulierung von (3.44) ist: Suche ein u € C, so dass
be dx(u)+ Au, (3.45)
wobei y die Indikatorfunktion von C' ist, d.h.

{0 ueC,

x(u) = 00 ue X\C.

Wir haben gezeigt, dass das Subdiffernential dx gegeben ist durch:

J v eX|(wiu—v)>0 Ywel} wueC,
‘M“)_{@ uweX\C,

Daher bedeutet b € Ox(u) + Au mit u € C, dass b — Au € Ox(u) mit u € C oder
dquivalent (b — Au,u —v) > 0 fir alle v € C. Falls X = C, so ist (3.44) dquivalent zu
Au = b.

3.46 Satz. Sei C' # () eine konveze, abgeschlossene Teilmenge eines reellen, reflexiven
Banachraumes X. Sei A: C — X* pseudomonoton, demistetig und beschrinkt. Falls
C' unbeschrdinkt ist, existiere ein ug € C, so dass

— 00 fir lul = oo, weC.

Dann gilt:
(i) Fir alle b€ X gibt es eine Lisung u von (3.44).

(ii) Falls A: C — X* monoton ist, ist die Lisungsmenge von (3.44) abgeschlossen
und konvez.

(ili) Falls A: C — X* strikt monoton ist, ist (3.44) eindeutig losbar.

BEWEIS : 1. Die Menge C' ist konvex und abgeschlossen und daher ist die Indikator-
funktion y konvex und unterhalbstetig (vgl. Lemma 3.17). Lemma 3.17 liefert dann,
dass dx : C — 2% maximal monoton ist. Auflerdem gilt fiir u € C dass dx(u) # 0.
In Satz 3.29 und in der Bemerkung nach diesem Satz wéhlen wir A = 0y und B = A.
Dann existiert ein u € C' so, dass

be dx(u)+ Au.

Die ist aufgrund obiger Uberlegungen #quivalent zur Existenz einer Losung von (3.44).
2. Da A: C' — X* monoton ist, ist (3.44) dquivalent zu: Suche u € C, so dass

(b—Av,u—v) >0 Vv e C. (3.47)

In der Tat, sei u eine Losung von (3.44), dann haben wir aufgrund der Monotonie von
A

(Av,v —u) = (Au,v — u) + (Av — Au, v — u)

(3.44)
> <AU7U _u> > <b,U —U),
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d.h. u ist eine Losung von (3.47). Sei umgekehrt u eine Losung von (3.47). Wir setzen
v=>1—-tu+tw, weC,0<t<1 DaC konvex ist, folgt v € C'. Die Ungleichung
(3.47) impliziert daher

(b—A((1 —tu+tw)),u —w)t >0

oder dquivalent
(b—A((1 —t)u+ tw),u —w) > 0.

Im Grenziibergang t — 07 folgt, da A demistetig ist,
(b — Au,u —w) > 0.

Das ist aber gerade (3.44).
3. Sei S die Losungsmenge von (3.47) und seien u, u € S. Dann gilt fiir w = (1—t)u+tu:

(b—Av,w —v) = (b— Av, (1 —t)u +tu — ((1 — t)v + tv))
=(1-t)(b—Av,u —v) +t({(b— Av,u—v) >0,

aufgrund von (3.47), d.h. S ist konvex. Sei (u,,) eine Folge in S mit u,, — u (n — 00).
Dann gilt:
(b— Av,u,, —v) > 0.
Fiir n — oo folgt (b — Av,u —v) > 0 und damit v € S. Also ist S abgeschlossen.
4. Fir u,u € S. Dann gilt

(b — Au,u — v)

>0,
(b— Au,u—wv) >0.

Wir setzen v = u in die 1. Ungleichung ein und v = u in die 2. Ungleichung und
addieren dann beide Ungleichungen. Dies ergibt

(—Au+ Au,u —u) >0 = (Au — Au,u —a) <0.
Da A strikt monoton ist, folgt daraus u = w. ]
Beispiel: Wir betrachten folgendes Hindernisproblem: Gesucht ist ein u € VVO1 2(Q)
so, dass

—Au=f in Q,
u=0 auf 002, (3.48)
u>g in €2,

wobei f, g gegebene Funktionen sind. Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten
einer elastischen Membran unter dem Einflufl einer Kraft f, falls die Bewegung durch
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ein Hindernis g beeinflufit wird. Wir setzen
C={ueWy*(Q)|uz g},
(Au,v) = /VUVU dz,

Q
(b,v) = | fod,
/

und betrachten die folgende Variationsungleichung: Suche ein v € C' mit
(b — Au,u —v) >0, Yv e O, (3.49)

d.h. suche ein v € C mit

/f(u—v)d$—/VuV(u—v)da:20 Yo € C.
Q 0

3.50 Satz. Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet mit Rand 02 € C%'. Dann ezistiert
fiir alle f € L*(Q) und g € WH2(Q),g < 0 auf 99, genau eine Lisung u € C von
(3.49).

BEWEIS : 1. Die Menge C' ist nichtleer, da fiir
v = max(g,0)

offensichtlich v > ¢ gilt und man zeigen kann, dass v zum Raum W1?(Q) gehort.
Offensichtlich ist C' konvex. Die Menge C' ist auch abgeschlossen, da fiir eine Folge
(u,) C C mit u, — u in W(Q)(n — oo) folgt, dass es eine Teilfolge gibt mit
Up, () — u(z) fast iberall in 2 (k — o0). Daraus folgt, dass auch u € C.

2. Der Operator A ist stetig, strikt monoton und koerziv, wie wir in Lemma 1.29
gezeigt haben (p = 2,s = 0). Satz 3.46 liefert also sofort die Behauptung. "
Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der Losung der Variationsungleichung
(3.49) und der Losung unseres urspriinglichen Problems (3.48)7 Falls die Losung u
und die Daten f, g glatt sind, dann erhalten wir, dass

O ={z € Qu(z) > g(z)}

offen ist und dass

A= {r € Qfu(x) = g(x))

abgeschlossen ist. Wir setzen v = u + 7 mit ¢ € C§°(0) und |7| klein. Dann ist
v € (', und es folgt

—T/fgodx—i-T/Vquodx—T/Vquo—fgodac20.
Q Q 0
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Wir ersetzen 7 durch —7, und erhalten insgesamt

/fgodx—/Vquodsz Vo € C5°(0).
19) o)

Daraus erhalten wir durch partielle Integration, dass
—Au=Ff in 0.

Sei nun ¢ € C§°(£2), ¢ > 0,0 < 7 < 1. Wir setzen v = u + 7. Dann ist v € C' und
es gilt

—T/fcpdx+7'/Vqu0dx >0.
Q Q
Partielle Integration der Gleichung ergibt

- [ dupdez0 Ve CR). o 20,
Q

d.h.
—Au>f in 2.

Wir haben also gezeigt, dass eine glatte Losung u der Variationsungleichung (3.49)das
Problem

—AUZf: UZQ IDQ,
—Au=f u>g in O.

lost.

Evolutionsprobleme

Betrachte fiir alle t € I = (0,7T") das Anfangswertproblem

du(t)
dt

+ Au(t

~—

®), (3.51)

Sei L definiert durch Lu = ‘Cll—? mit

D(L) = {u €W |u(0) =0},

wobel

d /
W= {ueL)I;V)] d—;‘ e I’ (I; V")),
mit 11) + z%' Mithilfe von L schreibt sich (3.51) als

Lu+ Au =10, uwe D(L). (3.52)
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3.53 Satz. Sei (V,H,V*) ein Gelfand-Tripel, und sei X = LP(I;V),1 < p < oo,
I=(0,T), T < oo. Sei A: X — X* pseudomonoton, koerziv, demistetig und be-
schrankt. Dann existiert fir alle b € X* eine Losung u € D(L) von (3.51). Falls A
strikt monoton ist, ist diese eindeutig bestimmt.

BEwEIS : 1. Existenz einer Losung: Nach Lemma 3.21 ist L maximal monoton
auf D(L). Weiterhin ist D(L) konvex und abgeschlossen in der Norm von W. Mit
C =D(L), up =0, A= L und B = A sind die Voraussetzungen von Satz 3.29 und
der Bemerkung danach erfiillt. Daher gibt es ein u € D(L), das (3.52) 16st.

2. Eindeutigkeit der Losung: Seien uy, ugs € D(L) Losungen von (3.52). Dann gilt

LU1+AU1:b,
Lu2—{—Au2:b.

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, folgt mit Hilfe von Lemma 3.17
0= <L(U1 — Ug), Uy — U2> + <AU1 — AUQ,UI — U2>
1
5 (1 = w) (DI = (e = wa) ()% ) + (Auwr = Az, w1 = o)
Z <AU1 — AUQ, U1 — U2>.

Da A strikt monoton ist, folgt daraus u; = us. N

Quasilineare parabolische Gleichungen

Zur Hlustration der allgemeinen Theorie betrachten wir nun folgendes Problem:

% — div(|Vul|P*Vu) + g(u) = f in Qx1I,
uw=0 in 00 x I, (3.54)
u(0) =0 in 2,

wobei f eine gegebene rechte Seite ist und ¢ die Bedingungen (2.14) und (2.18) erfiillt.
Wir bezeichnen mit I = (0,T) ein Zeitintervall und setzen V = Wy*(Q), H = L*(Q)
und X = LP(I;W,7(Q)). Analog zum Falle quasilinearer elliptischer Gleichungen
setzen wir:

(Ayu,v)x = / / |Vu[P~?VuVov dz dt
T Q

(Agu,v) x ://g(u)vdzdt.
T Q

Wie wir in Lemma 1.29 (s = 0) gezeigt haben, ist der Operator A; ,im stationdren
Fall“ stetig, monoton, beschrankt und koerziv. Weiterhin wissen wir aus Lemma 2.13,
dass der Operator A, ,im stationdren Fall“ beschrankt und stark stetig ist, falls
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r < n”—_";). In Lemma 2.17 wurde gezeigt, dass ,,im stationdren Fall“ der Operator
A = A; + A, pseudomonoton, koerziv, stetig und beschréinkt ist.

Im hier vorliegenden , instationéiren Fall“ miissen wir einerseits zeigen, dass fiir den
Operator A: X = LP(I; WP (Q)) — X* = (LP(I;Wy™(Q))* = L7 (I; (W5 ()",
mit % + L =1, gilt und andererseits iiberpriifen inwieweit sich die Eigenschaften der
Operatoren ,,im stationdren Fall“ auf den ,instationédren Fall* iibertragen lassen.

3.55 Lemma. Seil < p < oo und X = LP(I;W,7(Q)). Dann bildet der Operator A,
den Raum X in seinen Dualraum X™* ab.

BEWEIS : Aus dem Beweis von Lemma 1.27 erhalten wir fir alle u, v € X die
Abschétzung

[ty de<c [19ul Vol ae < ([ 190l )" ([ 190l )
I I I

T
Damit folgt A;: X — X*. ]

3.56 Lemma. Fir alle 1 < p < oo ist der Operator Ay: X — X* strikt monoton,
stetig, koerziv und beschrinkt.

BEWEIS : Dies folgt vollig analog zum Beweis von Lemma 1.29 mit s = 0, allerdings
muf} beim Beweis der Stetigkeit und der Koerzivitét anstatt mit den Rdumen LP(€2)
bzw. LP' () mit den Raumen LP(I x Q) bzw. LP (I x §) gearbeitet werden. n

Im Beweis von Lemma 2.13 wurde fiir den Beweis der starken Stetigkeit von A,
im ,stationéiren Fall“ die kompakte Einbettung Wy?(Q) << L"(Q), fiir r < s
benutzt. Im allgemeinen gilt allerdings nicht, dass die Einbettung

X = LP(I; Wy P(Q)) — LP(I; L' (Q)),

mit r < n"—_’;) kompakt ist. Dies sieht man sofort, wenn man eine Folge f,: I — R
betrachtet, die schwach in LP(I) gegen ein f € LP(I) konvergiert, fiir die aber nicht
gilt f,, — f stark in LP(I) (n — oo). Sei nun v € Wy ?(Q) fest gewihlt, dann kann die
Folge

un(t,x) = falt)o(z) € LP(I; Wy ()

nicht stark in LP(I; L"(Q2)) konvergieren. In der Tat gilt:

T p
[ / ([ 15000 = FOF 1@l do) de = ol 0y U = T

und somit konvergiert u, — u in LP(I; L"(2)) (n — o0) genau dann, wenn f, — f in
LP(I) (n — oo). Wenn wir allerdings A, nur auf dem Raum

W = {ue LP(I; Wy " (Q)) | CCZZ—? e L' (I;Wy™ ()"}

betrachten, erhalten wir eine kompakte Einbettung fiir W.
Wir betrachten folgende allgemeine Sitauation. Seien B, By, B; Banachrdume, wobei
By und Bj reflexiv sind und folgende Einbettungen gelten:

By — B — By, (3.57)
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By —— B, (3.58)
d.h. By bettet kompakt in B ein. Wir bezeichnen
du
Wo = {ue L*(I; B,) | = € LP(I;By)}, (3.59)

mit 1 < pg,p1 < 0o, und versehen Wy mit der Norm

du
[wllwy = HUHLPO(I;BO) + H%HLFI(I;Bl) :
Offensichtlich ist Wy ein reflexiver Banachraum und es gilt:
Wy — LP°(I; B). (3.60)
Allerdings haben wir folgendes stérkere Resultat:

3.61 Satz (Aubin 1963, Lions 1969). Unter den Voraussetzungen (3.57), (3.58)
und 1 < po,p1 < oo ist die Einbettung (3.60) kompakt, d.h.

Wy —<— LP°(I; B). (3.62)
Bevor wir dies beweisen benotigen wir noch folgenes Resultat:

3.63 Lemma. Unter den Voraussetzungen (3.57) und (3.58) gibt es fir alle n > 0
eine Konstante c(n) so, dass fir alle v € By gilt:

[olls < nllvlls, + ez, - (3.64)

BeweEIs : Falls (3.64) nicht gilt, gibt es ein n > 0 und eine Folge v, € By und
(cn) € RY ¢, — 00 (n — 00) so, dass

lonllz = nllvallz, + cnllvnlls -
Wir setzen w,, = v, /||vn||5, und erhalten
lwnlls = 7+ cnllwnlls, - (3.65)
Aufgrund der Einbettung (3.57) gilt
lwnlls < cllwnllz, = ¢,
und somit folgt aus (3.65) und ¢, — oo (n — o0), dass
|wn|lB, — 0 (n — 00). (3.66)

Allerdings gilt ||w,| s, = 1 nach Konstruktion. Somit folgt aus der kompakten Ein-
bettung By < B, dass es eine Teilfolge (w,, ) gibt so, dass
—w in B (k — 00).

Wn,,
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Aus der Einbettung B — B; folgt sofort

Wny, —w 0By (k — o0),

was zusammen mit (3.66) liefert w = 0. Insgesamt haben wir also
lwnillp =0 (k — 00),

was ein Widerspruch zu (3.65) ist, da n > 0. n

BEWEIS (Satz 3.61): Sei (v,) eine beschrinkte Folge in Wy. Da W, reflexiv ist gibt
es eine Teilfolge (vy, ) fir die gilt:

Up, = v in W (k — 00).

Durch Ubergang zur Folge u = v,, — v gilt also

n = I — 0),
g e (367)
Aufgrund von Lemma 3.63 gibt es fiir alle > 0 ein d(n) mit
el 1y < 0150y + )t o1 - (3.68)
Sei nun € > 0 beliebig. Aus (3.67), und (3.68) mit n = & erhalten wir
|tn ] oo (1;8) < % + d(m)||wnllLro(1;5,) -
Um den Satz zu beweisen reicht es also zu zeigen, dass
Uy, — 0 in LP°(I; By) (n — 00). (3.69)
Aus der Definition von Wy und der Einbettung W1?1(I) — C(I) folgt sofort
Wy — WHPY(I; By) — O(I; By) . (3.70)
Aus dieser Einbettung und (3.67), erhalten wir sofort, dass fiir alle ¢t € I gilt:
[un ()] 5, < ¢ (3.71)
Wir definieren fiir 1 > A > 0 fest, aber beliebig,
Wy (t) = uy(At) (3.72)
und erhalten aus (3.67),
wn(0) = un(0),
s = —llmaring < 7. -

14
dt

1

d 1
Wall Loy (138,) = Spnllor ooty < AT

A\
—I
r1



3.3 Maximal monotone Operatoren 103

Sei p € CY(I) derart, dass ¢(T) = 0, p(0) = —1. Dann gilt:

wn® = [ Gloaeo)yde= [ o™= [0,

was zusammen mit (3.73)s3 liefert

dwy, T dy
lwn(O)lls: < el o @sy + II/ = Wndtll,
0 (3.74)
< el 4 ||/ —wndt]| 5,
Da p; > 1 ist, konnen wir A derart wéhlen, dass
N < (3.75)
gilt. Weiter haben wir fiir alle g € B
T
de dy
(9. / W dt) = /O (9, wn)py - dt
AT
1
= [ ) )y ds =0 (o),

0

da 229 € LP0(0,\T; B) und w, — 0 in L* (0, AT; By) (n — oo) aufgrund von (3.67)
und A < 1. Also haben wir gezeigt, dass

T
/ dgpdt—\() in By (n — o00),
o dt

was aufgrund der kompakten Einbettung By << B impliziert

/OTw”Cfg_f_)() in B (n — 00).
Dies zusammen mit (3.75), (3.74) und (3.67) ergibt
un(0) = w,(0) — 0 in By (n — 00).
Sei nun s € [ beliebig. Ein vollig analoges Vorgehen mit w,, ersetzt durch
Wy (t) = up(s + At),
liefert sofort fiir alle s € I

up(s) — 0 in By (n — 00).

Dies zusammen mit (3.71) und dem Satz iiber dominierte Konvergenz liefert (3.69)
und der Satz ist bewiesen. n



