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BeEwEISs : Nach Lemma 1.18 gilt d(f1, 2, z1) = d(fs, €2, 21).
Wir setzen

gl<l’> - f2<l’>,
92(7) = fa(z) + (21 — 22).

Die Funktionen g; und g5 erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 1.18, denn es gilt:

l91(2) — 21l = || fo(2) — 21l = e,
lg2(2) = 21l = I fo(2) + 21 — 22 — ]| > €
llg2(z) — g1(2)|| = [ fa(x) + 21 — 22 — fo(2)|| < €.

Lemma 1.18 liefert also
d(an Qa Zl) - d(fQ + (Zl - 22)7 Qa Zl) .

Ferner gilt
d(fQ + (Zl - 22)7 Qa Zl) = d(f27 Qa 22) )

da
g2 ' (21) ={z € Q| falx) + 21 — 20 = 21} = {z € Q| folw) = 20}
= fy (=)

AuBerdem haben wir V fy = Vg, und somit auch

S snd(f) = > send(g).

IEf;l(Zl) z€ggl(z1)

Insgesamt erhalten wir

d(f1,9Q,21) = d(f2,Q,21) = d(fo + (21 — 22),Q, 21)
= d(f2, 9, 22) .

Erweiterung auf nichtregulire Punkte und stetige Funktionen

Nun konnen wir die Idee zur Konstruktion von d(f,$2, p) fir nichtregulares p € R™
rigoros ausfiithren:

Sei f e CHQ)NC((Q)) und sei p € f(B)\ f(09), wobei
B = {xe0|J(f(x) =0}

die Menge aller irreguldren Punkte ist. Der Rand 0f2 ist abgeschlossen und beschrénkt
und somit kompakt. Also erhalten wir, da p ¢ f(952), dass gilt:

If(z) =pll >0 Vo econ
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und somit gibt es ein € > 0 so, dass fiir alle z € 0N gilt:

If(z) —pll = 8¢

Wir haben im Satz von Sard bewiesen, dass m(f(B)) = 0 ist, also hat f(B) hat keine
inneren Punkte. Daher gibt es eine Folge (p,,) mit

Pn—DP (n — o0),
pn & f(O9), (1.22)
Pn ¢ f(B)

AuBerdem gibt es ein ng so, dass fiir alle n, k > ng gilt ||px — pu|| < . Der Grenziiber-
gang k — oo liefert, dafl dann auch fiir alle n < ng gilt: ||p — pn|| < €. Dies hat zur
Folge, dass fiir alle n > ny

1 () = pull = 1f(z) =Pl = llp = pull = e

Lemma 1.21 impliziert daher, dass fiir alle n, k > nq gilt:

d(f7 Q’pk) = d(f7 Q7pn) .

Der Grenzwert lim d(f,€, p,) existiert also, und wir setzen

d(f, 2, p) = lim d(f, 9, pn)

Es bleibt zu zeigen, dass der Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Folge (p,,) ist.
Sei dazu (g,) eine Folge mit ¢, — p(n — 00), die (1.22) erfiillt. Dann gibt es ein n,
so, dass fiir alle n > ny gilt: ||p, — ¢u|| < € und somit liefert Lemma 1.21

d(f, 8 qn) = d(f,Q,pn) -

Damit ist nun d(f,Q,p) fir f € C(Q)NCHQ) und p ¢ f(0NQ) eindeutig definiert.

Im letzten Schritt wollen wir den Abbildungsgrad auf Funktionen f € C(Q) verallge-
meinern.

1.23 Lemma. Seien f; € C(Q) NCHQ),i=1,2, und p € R*\ f() und sei e >0
klein genug. Wir nehmen an, dass gilt:
| fi(z) — p|| > 8¢ Veeod,i=1,2,
1fi(z) = fo(z)| < € vz € Q.

Dann gilt auch
d(fla Qap) = d(an Qap)

BEWEIS : 1. Falls p regulér ist, folgt die Behauptung aus Lemma 1.18.

2. Falls p irregulér ist, wihlen wir eine Folge (p,,), die (1.22) erfiillt. Dann gibt es ein
ng so, dass fiir alle n > ng gilt:

1£i(x) = pull = [ fi(2) = pll = llp = pull = 72 i=12



120 Der Abbildungsgrad

Aus Lemma 1.18 folgt daher die Gleichheit d(f1, €2, p,) = d(f2, 2, pn). Im Grenziiber-
gang fiir n — oo ergibt sich die Behauptung

d(fla Qap) - d(fZa Qap>

Sei jetzt f € C(Q) und p ¢ f(02). Nach dem Approximationssatz von Weierstraf
gibt es eine Folge von Funktionen mit

fa=f in Q (n — o0),
fneC(QNCK),

Dap ¢ f(092) und 0f2 abgeschlossen und beschrénkt ist, gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir
alle z € 0

(1.24)

1f (@) —pll = 9.
Ferner existiert ein ng, so dass fiir alle n, k > no und z € Q,
[ fn(z) = frlz)|| <€,

da f, = f (n — oo) auf Q. Deshalb gibt es ein ¢ > 0 mit

[fn(2) =Pl Z 1 (2) = pll = [f(2) = fu(@)]| = 8 Va € dQ, Vn = ny.

Nach Lemma 1.23 gilt also fiir alle n, k& > ng

d(fk: Qap) = d(f’m Q7p)

und daher existiert der Grenzwert lim d(f,, €2, p), und er ist unabhéngig von der Wahl

der Folge (f,,), denn wenn (g,) eine weitere Folge ist, die (1.24) erfiillt, dann gilt fiir
ein geeignetes ny
lgn(z) = folz)| <& Vn>mny, Vo e

Wir setzen
d(f,,p) = lim d(fn, <, p).

Somit ist nun fiir f € C(Q) und p ¢ f(09) der Abbildungsgrad definiert.

Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer

1.25 Satz. Seien (4, $Qy disjunkte, beschrinkte und offene Teilmengen des R™, f: QU
Oy — R™ stetig und p € R™, p & f(0Q; U 0Qy). Dann gilt:

d(f791 U Q2ap) = d(f,pr) + d(f7 Q?ap)'
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BEWEIS : 1. Sei f € CY(Q;UQ) NC(Q UQy) und p regulir. Dann gilt

S Uf@) =D J(f@)+ > I(f(@)

zef~1(p) ) )
zE€N1UNQ ze IS9P

wegen der Disjunktheit der Mengen 2; und €2,.

2. Sei f € CYQ UN) NC(Q UQ,) und p irreguldr. Wir wihlen eine Folge (p,,),
die (1.22) erfiillt. Nach 1. gilt die Behauptung fiir jedes p,. Durch Grenziibergang
n — oo folgt daher die Behauptung fiir p.

3. Sei f € C(Q; UQy). Wir withlen eine Folge (f,,), die (1.24) erfiillt. 2. liefert die
Behauptung fiir jedes f,,. Der Grenziibergang n — oo liefert dann das Gewiinschte. m

1.26 Satz. Sei f € C(Q) und p ¢ f(99). Falls d(f,€,p) # 0 ist, dann existiert ein
xo € Q mit f(zo) = p.

BEWEIS : Sei dem nicht so und gelte also fiir alle z € Q: f(z) # p. Damit haben wir
|| f(z) —p| > 0 fiir alle z € Q und, da f und die Norm stetig sind, existiert ein € > 0
so, dass

1/ (z) = pl| = 2.

Sei (fy) eine Folge, die (1.24) erfiillt mit f, € C*(Q2) N C(£2). Dann gibt es ein ng so,
dass fiir alle n > ng und alle x € €.

[fn(z) = f(2)]] <e.

Somit gilt
1fa(z) = pll = 1 f(2) —pll = [If(x) = falz)]| = €

fiir alle z € Q und alle n > ng. Sei nun ¢ eine Funktion aus Lemma 1.15 mit supp ¢ C
[0, min(e, §,7)). Dann erhalten wir fir alle n > ny

A(f ) = / ol ful) = pl) I (falz)) dz = 0.

Im Grenziibergang n — oo folgt d(f,€2,p) = 0. Das ist aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung. Also gilt die Behauptung. ]

1.27 Satz. Sei f(x,t): Q x [a,b] — R" stetig und f(x,t) # p fir alle x € 09, und
alle t € [a,b]. Dann ist d(f(.,t),Q,p) konstant auf |a,b].

BEWEIS : Aus der Voraussetzung folgt, dass ein € > 0 existiert so, dass fiir alle
x € 09, und alle t € [a, b] gilt:

1, 1) —pll = 9e.

AuBerdem ist f(z,t) gleichmiBig stetig auf Q x [a, b], d.h.

<
S
m
2l

36 = (5(5) : th, ty mit |t1 — t2| <9 ‘f(l’,tl) — f(x',tg)‘ <

N ™
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Wir fixieren zwei solcher t¢q, to und wihlen zwei Folgen (fi,) und (fa,), die (1.24)
erfillen mit

fin = f(x,ty) auf Q (n — o0),
fon = f(a,12) auf Q (n — o).

Dann existiert ein ng, so dass fiir alle n > ny und alle z € Q, i = 1, 2, gilt:

||f(!L‘,t,) - fm” <e

und wir erhalten

||fm _p” Z ||p_ f(xatl)H - ||fm - f(xatl)H Z 8e.

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.18 erfiillt, welches

d(flnv va) = d(f2n7 Q,p)

liefert. Im Grenziibergang n — oo folgt fiir alle ¢y, to mit |t; — ta| <9

d(f('atl)v va) = d(f('atQ)a Q,p) :

Eine endliche Uberdeckung von [a, b] mit Intervallen der Linge kleiner § liefert sofort,
dass d(f(.,t), €, p) konstant auf [a, b] ist. =

e Falls f = id, dann ist

. 0 Q,
a0 ={ ] PEG

Der folgende Satz liefert nichttriviale Beispiele fiir Funktionen deren Abbildungsgrad
nicht identisch Null ist.

1.28 Satz (Borsuk). Sei Q ein symmetrisches (d.h. v € Q = —x € Q), offenes
beschrinktes Gebiet im R"™. Sei 0 € Q und f € C(Q) eine ungerade Funktion auf O
(d.h. f(x) = —f(—x)Vx € 0Q). Dann ist d(f,$2,0) eine ungerade Zahl.

BEWEIS : siehe [7, S. 24]. n
Beispiel: Q = (—1,1), f(x) = 5.
Im folgenden Satz verschérfen wir die Ausage von Lemma 1.18.

1.29 Satz. Seien f;: Q — R", i = 1, 2, stetig und gelte fiir alle x € 09

1f1(2) = fa(@) || < [[f2(x) = pll -

Dann gilt
d(fl,Q,p) = d(f?aQap)
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BEWEIS : Nach Voraussetzung gilt fiir alle x € 9€0:

If1(x) = pl >0
und
1f2(x) = pll = =[fi(z) = fa(2) ]| + || fi(z) — pl| > 0.
Wir setzen f(x,t) = fi(z) + t(fo(z) — fi(z)), 0 <t < 1. Die Funktion f(x,t) erfiillt

die Voraussetzungen von Satz 1.27, und ist somit konstant fiir alle ¢ € [0, 1], d.h.

d(f(x,1),8,p) = d(fr(z) + t(fo(x) — f1(2)),Q2,p) = C.

Wenn wir t = 0 und ¢t = 1 einsetzen, erhalten wir

d(fl(:L’),Q,p) =C= d(fQ(x)7Q7p)'

"
Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir, wie angekiindigt, den Satz von Brouwer
auf eine andere Weise als im Kapitel 1 beweisen.

1.30 Satz (Brouwer). Sei f: E_l(()) — B1(0) stetig. Dann existiert ein Fizpunkt in
B1(0), d.h. es existiert ein xy € B1(0) so, dass:

f(zo) = xo.
BEWEIS : Nehmen wir an, dass fiir alle z € B;(0) gilt: f(z) # x. Wir definieren
F(z,t) =z — tf(x) fiir z € B1(0), 0 <t < 1. Unsere Annahme impliziert, dass
1F (@)l = llz = tf(@)]| = =l =t f(@)[| =1 =t firzedBi(0), ¢ €l0,1],
>0 fir x € 9B1(0), t € [0, 1),

d.h. 0 ¢ F(0B41(0),t), 0 <t < 1. Fir t = 1 folgt ||F(x,1)|| > 0 fiir alle z € 02 nach
unserer Annahme. Demnach sind die Vorausetzungen von Satz 1.27 fiir p = 0 erfiillt
und damit erhalten wir

d(F(.,0), B,(0),0) = d(F(.,1), B1(0),0).

Nun ist aber F(.,0) = id und damit d(F(.,0), B1(0),0) = 1. Nach Satz 1.26 existiert
daher ein xy € B1(0) mit

xo — f(20) = 0.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Also besitzt f einen Fixpunkt. ]

Beispiel: Das nichtlineare Gleichungssystem
2 +y+sin(z +y) =0 (1.31)
x—2y+cos(z+y)=0 '

besitzt eine Losung in B,(0) € R? falls 1 < 5r2. Um dies zu zeigen, setzen wir
f,9:0,1] x R? - R,

ftx,y) =20 +y+tsin(z +y),
g(t,x,y) = — 2y +tsin(x +y).
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Fiir t = 0 besitzt das homogene, lineare Gleichungssystem

20 +y =0
xr—2y=0

die eindeutige Losung (z,y) = (0,0), da die zugehorige Matrix Rang 2 hat. Somit er-
halten wir nach Definition 1.3, dass fiir alle r > 0 und F'(¢,z,y) = (f(t, z,y),9(t, x, y))
gilt:

d(F(0,-,-),B.(0),0) = —1. (1.32)

Sei nun (z,y) € 0B,(0) und sei f(t,z,y) = g(t,z,y) = 0. Dann erhalten wir
(sin®*(z +y) + cos®(z +y)) = (=22 — y)* + (2y — 2)?

und also
t2 =512,

Fir r > % und ¢ € [0,1] ist dies nicht moglich, d.h. F(t,z,y) # 0 fir alle

t€0,1],(x,y) € 0B,(0),r > % Satz 1.27 und (1.32) liefern also
d(F(1,-,+),B.(0),0) = —1.

Aufgrund von Satz 1.26 besitzt also (1.31) eine Losung.

4.2 Der Abbildungsgrad von Leray-Schauder

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff des Abbildungsgrades auf unendlich-
dimensionale Rdume ausweiten. Bei diesem Schritt kénnen jedoch Probleme auf-
treten. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, dass die Einheitskugel in unendlich-
dimensionalen Rédumen nicht kompakt ist - im Gegensatz zu endlich-dimensionalen
Réaumen. In Kapitel 1.2 haben wir aus dem Gegenbeispiel von Kakutani bereits ge-
lernt, dass im Allgemeinen eine stetige Funktion auf einem Banachraum keinen Fix-
punkt haben muss. Dieses Gegenbeispiel zeigt auch, dass es unmdéglich ist, einen Ab-
bildungsgrad fiir nur stetige Funktionen auf Banachrdumen zu definieren, der die-
selben Eigenschaften hat wie in endlich-dimensionalen R&dumen. Diese Eigenschaften
implizieren namlich die Existenz eines Fixpunktes von stetigen Abbildungen, die die
Einheitskugel auf sich selber abbilden.

Die Grundidee bei der Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray-Schauder ist, die
betrachteten Operatoren durch Operatoren mit endlich-dimensionalem Wertebereich
zu approximieren. Dazu erinnern wir uns an Satz 1.2.3. Dieser besagt:

T: M C X — X kompakt, M beschrankt und abgeschlossen.

= 3 P,: M — X kompakt mit dim R(P,) < co und (2.1)

1
|Tx — Px|| < — Vze M.
n

Daher ist es sinnvoll, fiir kompakte Operatoren einen Abbildungsgrad zu definieren.
Im Weiteren werden wir mit den im Beweis von Satz 1.2.3 konstruierten ,,Schauder“—
Operatoren arbeiten.
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Abbildungsgrad fiir endlich—dimensionale Vektorrdume

Bisher haben wir einen Abbildungsgrad auf R" definiert. Jetzt wollen wir dies auf
beliebige endlich-dimensionale normierte Vektorrdme verallgemeinern. Sei nun X ein
normierter Vektorraum mit dim X < oco. Dann gibt es ein n und einen isometrischen
Isomorphismus h: X — R™, d.h. ||h(z)||r = ||2||x.

Sei f: Q C X — X eine stetige Abbidlung, €2 offen und beschrinkt, p ¢ f(9€2). Wir
definieren den Abbildungsgrad der Abbildung f beziiglich €2 und p durch

dx(f,Q,p) = dgn(ho f o h™, h(Q), h(p)). (2.2)
2.3 Lemma. Die Definition (2.2) ist unabhdngig von der Wahl von h.

BEWEIS : Sei f € CY(Q)NC(Q), p regulir. O.B.d.A. sei p = 0. Dann gilt auf Grund
der Eigenschaften der Isometrie h, insbesondere J(h) = 1 und ||ho f(z)] = || f(x)|,
und der Substitutionsregel

/ (1 F@) )T (f () de = / (o f@)J(ho f(x) d

Q Q

= [ elline for @) Ie foh ) de
h()
wobei ¢ die Funktion aus Lemma 1.15 sei. Damit folgt die Behauptung aus der Theo-
rie, die wir in Abschnitt 4.1 entwickelt haben. ]

2.4 Satz (Reduktion). Sei Q C R™ offen und beschrdnkt. Sei m < n und R™ C R",
d.h. der Raum R™ ist identifiziert mit dem Teilraum des R™, fiir dessen Elemente x
qilt
Tma1 = ... =Ty =0.
Sei f: Q — R™ stetig und g: Q0 — R" definiert durch
g(x) =2+ f(z), €.
Dann gilt fir alle p € R™ mit p ¢ g(09)

dn(9, €% p) = d(glgorm, QN R™, p).
BEWEIS : Es ist leicht zu sehen, dass g(Q2QNR™) C R™ und somit ist die rechte Seite
in obiger Formel wohldefiniert. Wir nehmen an, dass f € C(2)NC* (), und p regulir
ist. Sei nun x aus € so, dass g(z) = z+ f(z) = p € R™. Diese Forderung ist dquivalent
zux =p— f(z) € R”, dh. € R™, und z ist also im Urbild von p bzgl. ¢|ggm-
Somit gilt ¢~ (p) = (g|ggm) " (p)- Zu zeigen ist nun, dass J(g(z)) = J(g|lggn(T))-
Dazu miissen wir die jeweiligen Gradienten berechnen. Es gilt:

(%
Vole®) = In+ (52)

I+ V(2o m
Vy(x) = ( 5 (o >}€m+1 O

Entwicklung nach der ,,rechten unteren Ecke® liefert J(g(z)) = J(g|gqgm(x)). Aus der
Theorie des Abschnittes 4.1 folgt daher die Behauptung (vgl. z.B. Defintion 1.3). =
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Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray-Schauder

Wir wollen nun einen Abbildungsgrad fiir kompakte Pertubationen der Identitét de-
finieren. Sei X ein Banachraum und €2 C X eine beschrankte, offene Menge, die die
Null enthéalt, d.h. 0 € €. Ferner sei

T:-QCX — X
ein kompakter Operator und sei

0¢ (I —T)0%)
wobei [ : X — X die Identitat ist.

Der Einfachheit halber definieren wir den Abbildungsgrad nur fiir den Punkt 0. Es ist
jedoch kein Problem, den Begriff des Abbildungsgrades auf beliebige Punkte p € X
und 0 ¢ Q zu erweitern.

Zuerst zeigen wir, dass eine positive Zahl r > 0 existiert, so dass fiir alle z € 9 gilt:

e —Tz|| >r. (2.5)
Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine Folge (z,,) € 9€2, so dass
|t — Tzy|| — 0 (n — 00).

Da T kompakt ist, gibt es ein xg € X und eine Teilfolge, wiederum mit (z,,) bezeichnet,
so dass Tx,, — g (n — o0). Damit folgt

[0 — 2ol < [lan — Tl + [ T2n — o]
Beide Summanden auf der rechten Seite konvergieren gegen 0 fiir n — oco. Also gilt

lim z, = zo = lim Tz, = Tx,

n—oo n—oo

auf Grund der Stetigkeit von T'. Wir haben gezeigt, dass zo—Txo = 0 mit zy € 012, da
0f) eine abgeschlossene Menge ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung

0¢ (I-T)00).

Nun betrachten wir Abbildungen P, : Q — X, die (2.1) erfiillen. Nach (2.1) gibt es
eine positive Zahl ng, so, dass fiir alle n > ng und alle x € 9N gilt:

1Pz — T < (2.6)

N3

Ferner erhalten wir, dass X,, N Q2 =: Q,, offen und beschréankt ist, wobei X,, := R(P,)
ein linearer, endlich-dimensionaler Unterraum von X ist; sowie 012, C 0f). Da
(I — P,)(Q,) € X, und

<

: : (2:9) r
inf ||z — P,x| > inf <||x —Tz|| — || Tz — an||> > r——=->0,
z€dQ z€dQ 2

\)
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konnen wir dx, (I — P,,€2,,0) wie in (2.2) definieren. Den Leray-Schauder Abbil-
dungsgrad von I — T beziiglich €2 und 0 definieren wir nun als

dx(I —T,Q,0) := lim dy, (I — Py, Q,,0). (2.7)

n—oo

Um diese Definition zu rechtfertigen, miissen wir zeigen, dass der Grenzwert existiert
und unabhéngig von der Wahl der P, ist. B
Seien dazu P,, und P,, zwei Abbildungen so, dass fiir alle z € Q, i = 1,2 gilt:

| Pr,x — Tz|| < g )

AuBlerdem seien X, die zugehorigen linearen, endlich-dimensionalen Unterrdume von
X, dim X,,, < co. X,, sei der kleinste lineare Raum, der X,, und X,, enthélt. Aus
Satz 2.4 folgt

d(I — Py, Q.,0) = d(I — Py, Q. 0), i=12, (2.8)

wobei €2,, = X,,, N Q und Q,,, = X,,, N Q. Wir betrachten die Homotopie H: €2,, x
0,1] — X, definiert durch

H(z,t) =t(I — P,,)(x)+ (1 —t)(I — Py,)(x).
Fiir alle x € 09 gilt:

|H(z,t) = (I =T)(2)|| = [[H(z,t) = (t+ (1 = 1)) = T)(2)]
<t|(I = Pp,)(z) — (I =T)(z)|l
+ (1=t - Pu)(z) — I -D)@)| 29
§t§+(1—t)2 —g
Somit erhalten wir fiir alle ¢ € [0, 1], z € 92
[H(z, )| > (I = T)(2)[| = [|H(x,t) — (I = T)(2)]

(2>9) r 0.
- >
"7y

Daher folgt nach Satz 1.27 (Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades), dass
d(H(.,t), 2y, 0) fiir alle ¢ € [0,1] konstant ist, d.h. fiir alle ¢;,%, € [0,1] gilt

dti(I = Py)+ (1 —t1)(I — Pp,), O, 0) = d(ta(I — Pp,) + (1 —to)(I — Ppy), 2, 0).
Fiir t; = 0 und t, = 1 erhalten wir insbesondere

d(I — P,,,Q,,0) =d(I — P,,,,,,0).
Dies und (2.8) ergeben also

d(I — P,,,Q,,0) =d(I — P,,,,,0), (2.10)

somit ist die Folge in (2.7) fir n > no konstant, der Grenzwert existiert und ist
unabhingig von der Wahl der P,.
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Eigenschaften des Abbildungsgrades von Leray-Schauder

Jetzt zeigen wir, dass der Abbildungsgrad von Leray-Schauder diesselben Eigenschaf-
ten hat wie der Abbildungsgrad von Brouwer.

2.11 Satz. Falls d(I —T,$,0) # 0, dann gibt es ein xy € 2, so dass Txy = xo.

BEWEIS : Wir wihlen P,, die (2.1) erfiillen. Fiir diese gilt nach Konstruktion des
Abbildungsgrades (vgl. (2.10)) fiir alle n > ng

d(I — P,,Qn,0) £ 0.

Daher folgt aus Satz 1.26, dass es ein x,, € €, gibt mit P,z,, = z,. Fiir die Folge (x,,)
gilt

|2n — Tn|| < |20 — Paznl|l + | Pazn — Ty ||
1
<0+ -—.
n

Da T kompakt ist und die Folge (x,) C €2, C Q beschréinkt ist, gibt es eine Teilfolge,
wieder mit (x,) bezeichnet, und einen Punkt y € 2 so, dass Tz, — y (n — o0).
Aus obiger Abschitzung folgt weiter, dass z, — y (n — o0). Da T stetig ist, gilt

aufierdem T'r, — Ty (n — o0). Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert
dies Ty =y. Da 0 ¢ (I —T)(01?) ist, gilt also y € 2\ 00 = L. "

2.12 Definition. Firt € [0,1] seien die Operatoren T'(t): M C X — X kompakt.
Dann ist T: t — T(t) genau dann eine Homotopie, wenn fir alle ¢ > 0 und alle
beschrinkten Teilmengen G C M ein 0 > 0 ewmistiert, so dass fiir alle ty, to mit
[ty — ta] <6, und alle x € G gilt:

[T (t)(x) = T(t2) ()] <.

2.13 Satz. Sei T eine Homotopie auf €, wobei Q eine offene und beschrinkte Teil-
menge von X sei. Sei ferner T (t)(x) # x fir alle t € [0,1] und alle x € Q. Dann hat
fir alle t € [0,1] der Abbildungsgrad d(I —T(t),2,0) denselben Wert.

BEWEIS : 1. Zuerst zeigen wir, dass eine Zahl r > 0 existiert, so dass fiir alle ¢t € [0, 1]
und alle x € 99 gilt:
(I =T(&) ()| = 7.

Angenommen dies sei nicht so, dann existieren fiir alle n Elemente x,, € 09, t,, € [0, 1],
so, dass

Ty — T(t)(Tn) = Yn, (2.14)

mit ||y, | < i. Aufgrund von (z,) C 99, ist die Folge (x,,) beschréinkt. Weiterhin folgt
aus (t,) C [0, 1], die Existenz einer Teilfolge, wiederum mit (¢,,) bezeichnet, und eines
Punktes to € [0,1] mit ¢, — ¢, (n — o0). Da der Operator T'(ty) kompakt ist, folgt
auch fiir eine Teilfolge, wiederum mit (x,) bezeichnet T'(to)(z,) — y € X (n — 00).
Dies impliziert zusammen mit Definition 2.12

1T (tn) (@) = yll < T () (@n) = T(to) (@n)ll + 1T (t0) (n) — yl
— 0 (n — 00).
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Also gilt T'(t,)(z,) — y (n — o0). Wegen (2.14) folgt daraus auch, da y, — 0
(n—o00), &, — y € 00 (n — o0). Die Stetigkeit von T(ty) impliziert dann
T(to)(zn) — T(to)(y) (n — 00). Insgesamt erhalten wir

[T (tn) (2n) = T () (W) < 1T (tn)(2n) = T(to) (2a) | + [T (t0) (xn) — T(to) (y)]
— 0 (n — 00),

d.h. T(t,)(xn) — T(to)(y) (n — o0). Wenn wir daher in (2.14) zum Grenzwert
iibergehen, erhalten wir

y — T(to)(y) = 0,
wobei y € 0€). Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

2. Wir wihlen nun ein ¢; € [0, 1] fest und Abbildungen P,, die (2.1) erfiillen, d.h. fiir
n > nop und alle x € Q gilt:

[1Pa(z) = T(t2) ()] <

=3

Da T eine Homotopie ist, gilt fiir alle ¢ mit |t — ¢;| < § und alle z € Q

1T () (z) = T@) ()] <

e~ 3

Daher haben wir fiir alle ¢ mit |t — 1| < ¢

[1Pa(@) = T@)(@)]| < [[Palz) = T(E) @) || + [T(8)(2) = T(O)(2)] <

N3

Die Definition des Abbildungsgrades von Leray-Schauder impliziert fiir alle ¢ mit
|t —t1] < 0 und n grofl genug

d(I — P,,$,,0) =d(I —T(t),Q,0),

wobei 2, = QN X,, und X,, = R(P,), d.h. der Abbildungsgrad ist konstant auf dem
Intervall (t;—6,¢;46). Nunist [0,1] € |J (¢;—6,t1+9). Da [0, 1] kompakt ist, gibt es
t1€[0,1]
t1,. ..oty mit [0,1] € | (¢, —0,t;+6). Also hat fiir alle ¢ € [0, 1] der Abbildungsgrad
tj:1

d(I —T(t),€,0) denselben Wert. n

2.15 Satz (Schauder). Sei Q C X eine offene, konveze Teilmenge mit 0 € Q und
sei T: Q — Q kompakt. Dann hat T einen Fixzpunkt, d.h. es gibt ein xq € € mit
T(l‘o) = Xg.

BEWEIS : Analog zum Beweis von Satz 1.30 mit H(z,t) =z — tT(z). n

2.16 Satz (Borsuk). Sei Q2 C X eine beschrinkte, offene und symmetrische Teil-
menge mit 0 € Q und sei T': Q — ) ungerade und kompakt. Ferner sei T'(x) # x fir
alle x € Q. Dann ist d(I —T,Q,0) ungerade.
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BEWEIS : Sei vy, ..., v, ein e-Netz von T'(€2). Setze vy = —vy, ..., Uz = —0p, SOWie
U2pt1 = V1, ..., VU3, = Up. Definiere

imi(T(a:))vi

Pn<x> = 2 )
5% (T ()
wobel
() = e — ||z — v fir ||z — v <e,
10 fir ||z — vi]| > €.

Es gilt: dim R(P,) < oo, QN R(P,) ist symmetrisch und P, = T (vgl. Beweis von
Satz 1.2.3). Auflerdem sind die P, ungerade, denn

S mT@)s = 3 merp(T(~2)vir
P(z) == ==L : (2.17)

iw@@> iWMﬂﬁ»

denn v; = —v;1p, i =1,...,2p, T(z) = =T'(—x), und somit

mi(T(@) = ¢ — |T() = vll = < — || - T(~2) - v,
— & — | T(=2) = vityl| = misp(T(~2)).

Da v; = viy9p, @ = 1,...,p ist, gilt auch m; = m;i9p, © = 1,...,p, und somit erhalt
man mit Hilfe einer Indexverschiebung, dass man P,(x) auch schreiben kann als

5 i (T(@) sy
P,(z) = =1

Y

iw%ﬂw

also erhalten wir aus (2.17), dass
P,(x) = —P,(—x).

Mit Satz 1.29 folgt, dass d(I — P,,(2,,0) ungerade ist. Demnach ist nach Definition
des Abbildungsgrades d(I — T',(2,0) ungerade. n



