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BEWEIS : Sei vy, ..., v, ein e-Netz von T'(€2). Setze vp41 = —vy, ..., Vg = —0p, SOWie
Vopt1 = V1, ..., U3, = Up. Definiere
2p
> mi(T(x))v;
=1
Pu(z) = = )

wobei
mi(z) = e— ||z — v fir ||z — v <e,
10 fir ||z — v;]| > e.
Es gilt: dim R(P,) < oo, QN R(P,) ist symmetrisch und P, = T (vgl. Beweis von
Satz 1.2.3). Auflerdem sind die P, ungerade, denn

S mT@)e = 35 mip(T(—2)viey
Po() = =L _ =l , (2.17)

Sm(Te)  Smp(T(-)

denn v; = —v;4p, i =1,...,2p, T(z) = =T(—x), und somit

mi(T(x)) = —[[T(z) —vil| = — || = T(—z) — vi
=¢e = | T(=%) = vigpll = miyp(T(—2)).
Da v; = viy9p, @ = 1,...,p ist, gilt auch m; = m;y9p, © = 1,...,p, und somit erhélt

man mit Hilfe einer Indexverschiebung, dass man P,(x) auch schreiben kann als

5 i (T(@) iy
P,(z) = =1

Y

iw%ﬂw

also erhalten wir aus (2.17), dass
P,(z) = —P,(—x).

Mit Satz 1.29 folgt, dass d(I — P,,,,0) ungerade ist. Demnach ist nach Definition
des Abbildungsgrades d(I — T, (2,0) ungerade. m

Quasilineare elliptische Gleichungen III
Zuerst betrachten wir die lineare Gleichung

Au=f, (2.18)

wobei A : X — Y ein linearer Operator ist und f € Y ein gegebenes Element. Sei
B : X — Y ein weiterer linearer Operator und sei

Diyu =tAu+ (1 —t)Bu, 0<t<l1. (2.19)
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Anstelle von (2.18) betrachten wir die Schar von Problemen
Di=f, 0<t<l, (2.20)

und machen folgende Annahme: Falls u eine Losung von (2.20) fiir ein beliebiges f € Y
ist, dann gibt es eine Konstante ¢, die unabhéngig von f und ¢ € [0, 1] ist so, dass die
apriori Abschéatzung

Jullx < coll flly (2.21)
gilt.
2.22 Satz. Seien X,Y Banachrdume und seien A, B : X — 'Y stetige, lineare Opera-
toren. Ferner gelte fir (2.20) die apriori Abschitzung (2.21) und das Problem (2.20)

habe firt =0 und alle f € Y eine eindeutige Losung. Dann hat auch das Problem
(2.18) fir alle f € Y eine eindeutige Lisung.

BEWEIS : 1. Sei N C [0,1] die Menge der ¢, fiir welche das Problem (2.20) fur
gegebenes t und alle f € Y eine eindeutige Losung hat. Offensichtlich ist 0 € N und
wir wollen zeigen, dass auch 1 € N ist. Sei 7 > 0 derart, dass

e (JJA +11B]l) < 1. (2.23)
Wir werden zeigen, dass dann die Implikation
se N = [s,s+T]C N (2.24)

gilt. Da 7 unabhéngig von s ist, kénnen wir in endlich vielen Schritten von 0 zu 1
kommen, d.h. 1 € N.

2. Es bleibt zu zeigen, dass [s,s + 7] C N ist, falls s € N und 7 wie in (2.22) gew#hlt
wurde. Das Problem (2.20) fir t = s+ 7d,6 € [0, 1] ist dquivalent zu

D= f—901Au+ 67Bu. (2.25)
Da s € N existiert der inverse Operator D;! : Y — X und (2.21) impliziert
1D < o
Also ist (2.25) dquivalent zu
u= D;*(f — 67Au+ 07Bu) =: Lu. (2.26)

Fir L : X — X gilt:
[Lu = Lol| < dreo (Al + |BID[w =,

und somit liefert der Banachsche Fixpunktsatz, dass (2.26) fur alle 6 € [0,1] eine
eindeutige Losung besitzt, d.h. [s,s + 7] C N. "

Wir wollen Satz 2.22 anwenden um zu zeigen, dass das lineare elliptische Problem

(Lu)(z) := — Z aij(x)0i0ju(x) = f(x) in £2, (2.27)
L=l u=0 auf 0€,

eine Losung besitzt.
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2.28 Satz (Schauder, 1934). Sei ) ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Rand 05) €
C** a € (0,1). Seien ferner f,a;; € C**(Q),i,7 =1,...,n und gelte

”am”co,a S C1, Z,] = 1,...,”. (229)

Der Operator L sei elliptisch, d.h. es existiert ein Ay > 0 so, dass fir alle z € Q und
¢ € R gilt:

n

S ay(@)GG = MliCl?. (2.30)

i.j=1

Dann besitzt das Problem (2.27) eine eindeutige Lésung u € C?*(Q) die der
Abschdtzung
[ullc2e < ca(c1, Ao) [|fllcoe (2.31)

gendigt.
Der Beweis beruht auf folgenden zwei Beobachtungen:

(i) Fiir den Laplace Operator gilt die Behauptung des Satzes, d.h. fiir alle
[ € C%(Q) existiert eine eindeutige Loésung von

—Au=f in 2,

2.32
u=0 auf 0€, ( )

die der Abschéitzung
ullcz.e < es(er, Xo) || f]| o (2.33)

geniigt. Der Beweis dieser Aussage kann in Gilbarg, Trudinger oder Bers, John,
Schechter gefunden werden.

(ii) Fiir das Problem (2.27) gelten Schauder-Abschitzungen, d.h. falls a;;,i,j =
1,...,n die Bedingungen von Satz 2.28 erfiillen und u eine Losung von (2.27)
ist, dann gilt:

[ullcze < caler, Ao) || flco (2.34)

fiir beliebige ¢, A\g. Man beachte, dass die Schauder—Abschétzungen (2.34) keine
Aussage iiber die Existenz von Losungen enthélt. Auch dies kann in Gilbarg,
Trudinger: ,, Elliptic partial differential equations of second order* nachgelesen
werden.

BEWEIS (Satz 2.28): Um Satz 2.22 anwenden zu kénnen setzen wir X = C%%(Q),
Y = C%(Q), Bu = —Au, und Au = Lu. Wir miissen also die apriori Abschitzung
(2.21) fiir den Operator D, definiert in (2.20) herleiten. Aus den Eigenschaften Holder—
stetiger Funktionen erhalten wir

[Deul|coe < ¢llufg2a
d.h. D; : X — Y ist stetig und linear fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Gleichung

Dou:f
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hat nach den Voraussetzungen von Satz 2.28 eine eindeutige Losung. Da die apriori
Abschétzungen (2.33) und (2.34) nur von Ay und ¢; abhéngen erhalten wir fiir die
Losungen u von

Dtu = f
sofort

lullx < ellflly

wobei ¢ von t € [0, 1] unabhéngig ist. Satz 2.22 liefert also, dass
Dlu = f

genau eine Losung in X besitzt. ]

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen um folgende quasilineare elliptische Glei-
chung

Lu(z) =€ g(x,u, Vu) in 2,

2.35
u=>0 auf 0€, ( )

wobei ¢ klein genug ist, und g : @ x RxR” — R eine C** Funktion ist, zu betrachten.

2.36 Satz. Sei ) ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Rand 092 € C**, e € (0,1) und
sei g: QxXRXxR® — R eine C%*—Funktion. Ferner erfiille der Operator L definiert in
(2.27) die Bedingungen (2.29), (2.30). Dann gibt es fir alle ¢ € R mit |e| klein genug
eine Lisung u € C**(Q) des Problems (2.35).

BEWEIS : 1. Wir setzen X = C1#(Q), 3 € (0,1). Aufgrund der Eigenschaften Holder—

stetiger Funktionen erhalten wir fiir alle Funktionen mit
Jullers < s, (2.37)

dass fiir v = af gilt:
lg(z,u, Vu)|cor < c5, (2.38)

wobei die Konstante ¢5 nur von ¢4 und g abhéngt.
2. Aufgrund von Satz 2.28 ist der Operator L : C%7(Q2) — C7(€) invertierbar. Wir
setzen

T(tyu=tL " (eg(z,u, Vu)), (2.39)
mit T'(t) : CH(Q) — C*(Q) - CHP(Q), d.h. der Operator T(t) ordnet jedem
u € C1(Q) die Losung v € C%7(Q) des Problems

Lv =teg(x,u, Vu) in €,

v=20 auf 0€), (240)

zu. Aufgrund von Satz 2.28 und der kompakten Einbettung C27(Q) < C1#(Q) sind
die Operatoren T'(t),t € [0, 1] kompakt. Fiir ¢;,t, € [0,1] gilt aufgrund von (2.39),
(2.40) und (2.31)

1Tt )u = T(ta)ullc2 < 2 |[(tr = t2) € 9(, u, V)| con

2.41
< cale] [t1 — ta] [19(es w, Vi)l o (2.41)
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Aufgrund von (2.38) gilt also
HT(tl)u — T(tg)uchw S CoCrE ‘tl - t2|,

fiir beliebige Funktionen u mit [jullcis < ¢4 Somit haben wir gezeigt, dass
T :t— T(t): CH*(Q) — CHP(Q) eine Homotopie ist.
3. Sei B,(0) die Kugel mit Radius r in C*#(Q). Fiir alle ¢ € [0,1] und u € 9B,,(0)
gilt

T(t)u #u (2.42)

falls |e| klein genug ist. In der Tat, sei u € 9B, (0) ein Element mit 7'(t)u = u, dann
gilt aufgrund von (2.40), (2.31) und (2.38)

ullers < csllullczn < cseatlelllg(a, u, Vu)|[cor < cgeacs|e]
wobei ¢ die Einbettungskonstante von C27(Q) — C1#(Q) ist. Wir withlen nun |¢| so

klein, dass gilt
CGCQC5|€| < 4.

Wir erhalten einen Widerspruch und somit ist (2.42) bewiesen.
4. Satz 2.13 besagt nun, dass fiir alle ¢ € [0, 1] der Abbildungsgrad

d([ - T(t)a Bc4 (0)7 O)

konstant ist. Aufgrund von (2.40) und der eindeutigen Losbarkeit aus Satz 2.28 ist
aber T'(0) die triviale Abbildung, d.h. T'(0)u = 0. Da,

d(I —1T(0), B, (0),0) =1

gilt, haben wir auch
d(I -T(1),B.(0),0)=1,

d.h. es existiert eine Losung u € C19(Q) von (2.35).
5. In Schritt 2 haben wir gezeigt, dass

T(1) - C(@) - C¥I(@)
was aufgrund der Einbettung C?7(Q) — CV1(Q) impliziert (vgl. (2.37), (2.38))
g(x,u, Vu) € C"(Q).
Dies zusammen mit (2.34) liefert

u € C**(Q).



