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(iii) stark stetig genau dann, wenn

Uy, = u in X (n— o0) = Aup, — Au in X*  (n — 00).

(iv) beschrinkt genau dann, wenn A beschrinkte Mengen in X in be-
schrinkte Mengen in X* abbildet.

Zuerst untersuchen wir Eigenschaften von stark stetigen, demistetigen
und monotonen Operatoren.

1.4 Lemma. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und A : X — X* ein
Operator. Dann gilt:
(i) Falls A stark stetig ist, so ist A auch kompakt.
(ii) Falls A demistetig ist, so ist A auch lokal beschrinkt.
(iii) Falls A monoton ist, so ist A auch lokal beschrinkt.
(iv) Falls A monoton und hemistetig ist, so ist A auch demistetig.
Beweis. 1. Wir wollen zeigen, dass die Menge A(M), wobei M C X ei-
ne beschrinkte Teilmenge ist, relativ folgenkompakt ist. Sei also (Au,,) eine
beliebige Folge aus A(M). Da M beschriinkt ist, ist somit auch (u,) be-
schrinkt. Aufgrund der Reflexivitit des Raumes X existiert eine schwach
konvergente Teilfolge (un,), d.h. u,, — u € X (kK — o0). Daraus folgt
Auy, — Au (k — 00), da A stark stetig ist. Also ist A(M) relativ folgenkom-
pakt, was in Banachrdumen dquivalent zur relativen Kompaktheit der Menge
A(M) ist.

2. Beweis durch Widerspruch: Sei A nicht lokal beschrankt, d.h. es gibt ein
u € X und eine Folge (u,,) in X mit u, — u (n — 00), so dass ||Auy,||x — o0
(n — 00). Da A demistetig ist, folgt Au, — Au in X* (n — o0). Demzufolge
ist (Auy,) beschrinkt nach Lemma 0.3 (i). Dies ist aber ein Widerspruch zur
Annahme. Also ist A lokal beschréankt.

3. Beweis durch Widerspruch: Sei A nicht lokal beschrénkt, dann gibt
es ein v € X und eine Folge (u,) in X mit u, — u (n — ©0), so dass
|Aup || x+ — oo (n — 00). O.B.d.A. sei u = 0. Wir setzen

an = (1+ || Aun]| lua]) " -
Die Monotonie von A liefert, dass fiir alle v € X gilt:
(Auy, — A(£v), up — (£v)) > 0.
Mit obiger Bezeichnung ist dies dquivalent zu
tan (Auy,v) < an(<Aun, Un) — (A(F0), un F v})
< an (| Aua [[[lunl] + | A(EV) [ [[un F v]))
< an (|| Ava [[[|un]| + [|AE) [fua |l + [AGD)[2])
<1+4¢(v),
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wobei wir die Definition von a,, benutzt haben und dass nach Voraussetzung
llun]l <1, n > ng. Somit gilt fiir alle v € X

sup [{anAuy, v)] < év) < 0o.

Die linearen stetigen Abbildungen a,, Au,: X — R sind nach obiger Rech-
nung punktweise beschrinkt. Das Prinzip der gleichméfligen Beschrianktheit
liefert also
sup ||an Aug | x- < c.
n
Wenn wir nun b, = ||Au,||x+ setzen, erhalten wir aufgrund der Definition
von a,
c
by < o =c (T+bnllunll) = bu(l—cllunl) <c.

n

Durch Grenziibergang n — oo folgt wegen ||u,|| — 0, (n — 00),
bn S c’

d.h. die Folge (b,) ist beschridnkt, was ein Widerspruch zur Annahme
|Aun || x+ — oo, (n — 00), ist. Also gilt die Behauptung.

4. Sei (uy,) eine Folge in X mit u,, — u, (n — 00). Da A monoton ist, ist
(Auy,) nach (iii) lokal beschriankt. Aufgrund der Reflexivitét von X gibt es
eine Teilfolge (u,, ) und ein Element b € X* so, dass Au,, — b, (k — o0).
Nach Lemma 0.2 (iii) erhalten wir somit Au = b, d.h. Au,, — Au, (k — o0).
Aber alle schwach konvergenten Teilfolgen von (Aw,,) konvergieren schwach
gegen Au, denn sonst gibe es eine Teilfolge mit Au,,, — ¢ # b, (I — 00). Lem-
ma 0.2 (iii) impliziert wiederum Au = ¢, was ein Widerspruch zu Au = b ist.
Somit liefert Lemma 0.3 (iii), dass die gesamte Folge (Au,) schwach gegen
b = Au konvergiert, d.h. A ist demistetig. ]

3.1.1 Der Satz von Browder und Minty

1.5 Satz (Browder, Minty 1963). Sei X ein separabler, reflexiver, reeller
Banachraum mit einer Basis {w;};cn. Ferner sei A: X — X* ein monotoner,
koerziver und hemistetiger Operator. Dann ezistiert fir alle b € X* eine
Lésung uw € X von

Au=b. (1.6)

Die Lésungsmenge ist abgeschlossen, beschrdinkt und konvex. Falls A strikt
monoton ist, ist die Losung von (1.6) eindeutig.

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Hilfe des Galerkin Verfahrens: Wir
setzen
X, =span{ws,...,w,}

und suchen approzimative Losungen u, der Form
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n

Unp = Zczwk ) (17)
k=1

die das Gleichungssystem
9k (cp) = gr(un) = (Aup — bywy) =0, k=1,...,n, (1.8)

16sen.

1. Losbarkeit von (1.8): Dies ist ein nichtlineares System von Gleichungen
beziiglich der Vektoren (c})7_, € R". Nach Lemma 1.4 (iv) ist A demistetig,
da A monoton und hemistetig ist. Daher ist die Abbildung des R™ in sich
selbst, gegeben durch (c}}) — g (c)) stetig. Weiter gilt:

ng(cﬁ)cz = (Aup, uy) — (b, uy). (1.9)

k=1

Da A koerziv ist, d.h. <‘?‘Z7H“> — 00, (||u|| — o0), gibt es ein R > 0 so, dass fiir
alle |lul] > R gilt:

(Au,u) > (1 + 2||b||X*)

lul| > 0.
Insbesondere gilt fiir (¢) mit ||u,|| = R (vgl. (1.7))
<Aumun> > (1 +2 Hb”X*) ”un” ) (1'10)

und somit folgt

] = [1bllx [[unll

> ar(e)er > (1+2[jb] x-)
k=1

= (L+[bllx-)

(1.11)

|unl > 0.

Nach Lemma 1.2.26, einer Folgerung aus dem Satz von Brouwer, gibt es also
eine Losung wu,, von (1.8) mit

[unllx < R. (1.12)

Die Konstante R ist unabhéngig von n, d.h. (1.12) ist eine apriori-Schranke.

2. Beschrinktheit von (Au,): Da A monoton ist, folgt aus Lemma 1.4
(iii), dass A lokal beschrinkt ist, d.h.

Ir,d>0: ol <r = |JAv|x- <9. (1.13)
Aufgrund der Monotonie von A haben wir fiir alle v € X

(Auy, — Av,u, —v) > 0. (1.14)
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Da u,, die Gleichung (1.8) lost, d.h. es gilt insbesondere (Auy,, uy,) = (b, uy),
erhalten wir fiir alle n € N

(A, un)| < [[b]] x+

Un || < ||0]lx+ R. (1.15)

Die Definition der Norm von Au, in X* liefert zusammen mit den obigen
Abschétzungen (1.13), (1.15) und (1.14)

| Aunllx- = sup {Aun,0)
v
ol =r

< sup 1 ((Av,v) + (Aup, uy) — (Av,uy))

< L(0r +||b] xR+ 6R) < .

Also ist (Auy,) beschriankt.

3. Konvergenz des Galerkin—Verfahrens: Da X reflexiv ist und die Folge
(uy) beschrinkt ist, wie in (1.12) gezeigt wurde, gibt es eine Teilfolge (uy, )
mit

Up, = u in X (k — 00).
o0
Fiir alle w € |J X gibt es ein ng mit w € X,,,. Da u,, eine Lsung von (1.8)

=1
ist, erhalten wir fiir alle n > ng

(Aup,, w) = (byw),

woraus folgt

lim (Auy,w) = (b, w) Yw € DXI' (1.16)

n—oo
=1

Nach 2. ist die Folge (Au,,) beschrinkt in X*. Da auch X* reflexiv ist, gibt
es eine Teilfolge (Auy, ) mit

Aup, — ¢ in X* (k — 00).

Aber es gilt: ¢ = b. Wire dem nicht so, wiirde fir w € [J;o; X; ei-
nerseits aufgrund von (1.16) gelten: (Au,,w) — (b,w) und andererseits
(A, w) — {c,w) aufgrund der Definition der schwachen Konvergenz in X*.
Dies bedeutet, dass fiir alle w € |J X; gilt: (¢ —b,w) = 0. Da |J X, dicht in X
liegt, gibt es zu jedem v € X eine Folge (vy) C |JX; mit vy, — v (k — o0).
Somit gilt fiir alle v € X:
(b—c,v) = klim (b—c,u) =0,

d.h. b = ¢, d.h. Au,, — b (k — o00). Nach dem Konvergenzprinzip gilt also
fiir die gesamte Folge
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Aup, — b in X (n — 00).
Da u, eine Losung von (1.8) ist, gilt insbesondere (Au,,un) = (b, u,), und
somit
lim (Aup,u,) = lim (b,u,) = (b,u).
n—oo n—o0

Die Voraussetzungen des Minty—Trickes, Lemma 0.2 (ii), sind demnach
erfiillt, und wir erhalten Au = b, d.h. u ist eine Losung der urspriinglichen
Operatorgleichung.

4. Eigenschaften der Losungsmenge: Wir setzen S = {u € X ‘ Au = b}
fiir gegebenes b € X*. Dann hat S folgende Eigenschaften:
(a) S # 0 nach 1. - 3.

(b) S ist beschrinkt. Dies folgt aus der Koerzivitit von A. Sei S nicht be-
schriankt. Dann gibt es fiir alle R > 0 ein u € S mit |Jul| > R > 0. Aber
analog zu 2. haben wir (vgl. (1.9), (1.11))

0= (Au,u) — (b,u) > (1 + [[b])[|ull > 0.
Dies ist aber ein Widerspruch, und somit gibt es ein Ry > 0 so, dass fiir
alle u € S gilt: ||u]| < Rp.
(¢) S ist konvex. Seien uy, ug € S, d.-h. Au; = b fiir i« = 1,2. Fiir die Kon-
vexkombination w = tuy + (1 — t)ug, 0 <t <1, und v € X gilt:
(b— Av,w—v) = (b— Av,tu; + (1 —t)us — (t+1 — t)v)
= (b— Av,t(u; —v)) + (b— Av, (1 — t)(uz — v))
=t{Auy — Av,u; —v) + (1 — t){(Aug — Av, ug — v)
>0,
aufgrund der Monotonie von A. Anwendung von Lemma 0.2 (i) liefert
Aw =b, d.h. w € S. Also ist S konvex.
(d) S ist abgeschlossen: Fiir eine Folge (u,) C S, d.h. Au,, = b, mit u, — u

(n — 00), und fiir alle v € X haben wir:

(b— Av,u—v) = lim (b — Av,u,, — v)
= lim (Au, — Av,u, —v) >0
aufgrund der Monotonie von A. Aus Lemma 0.2 (i) folgt Au = b, also
ues.

5. Eindeutigkeit: A sei strikt monoton. Falls es zwei Losungen u # v von
(1.6) gibt, dann haben wir einerseits Au = b = Av und andererseits folgt
aufgrund der strikten Monotonie von A

0 < (Au— Av,u —v) = (b—bju—v)=0.

Dies ist ein Widerspruch. Also kann die Gleichung hochstens eine Losung
haben. ]
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1.17 Folgerung. Sei X ein separabler, reflexiver, reeller Banachraum und
sei A: X — X* ein strikt monotoner, koerziver und hemistetiger Operator.
Dann existiert der Operator A~': X* — X und ist strikt monoton und de-
mistetig.

Beweis. Ubung. [

3.1.2 Der Nemyckii-Operator

Um den Satz 1.5 von Browder und Minty auf Differentialgleichungen anwen-
den zu koénnen, benétigen wir den sogenannten Nemyckii—Operator

(Fu)(z) := f(z,u(x)), (1.18)

wobei u = (uy,...,u,), u: G C RY — R” mit einem Gebiet G C R¥.
Beziiglich f: G x R™ — R machen wir folgende Annahmen:

(i) Carathéodory—Bedingung:

fem:x— flx,n) ist messbar auf G fiir alle n € R™,
flz,):n— f(z,m) ist stetig auf R"™ fiir fast alle z € G.

(ii) Wachstumsbedingung:

pi/a

|f(z, )| < |a(z)] +b_Z I,

Wobei b > 0 eine feste Zahl ist und a € LI(G), 1 < p;,q < o0, i =
1,...,n.

1.19 Lemma. Unter den obigen Annahmen an [ und das Gebiet G, ist der
in (1.18) definierte Nemyckii—Operator

F ﬁ LP(G) — LU(G)

stetig und beschrinkt. Es gilt fir alle u € [[;_, LPi(G) die Abschitzung

n
|Fullzoe < e(llallzae + 3 lullhde,)- (1.20)
=1

Beweis. Wir betrachten nur den Fall n = 1,4 = uy,p = p;. Der allgemeine
Fall folgt analog.

1. Messbarkeit von Fu: Dau € LP(G), ist die Funktion x — wu(x) messbar
auf G. Also gibt es eine Folge (u,) von Treppenfunktionen mit
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u, — u fast iiberall in G (n — 00).

Daher gilt fiir fast alle z € G

(Fu)(z) = f(z,u(z)) = lim f(z,un(z)),

n—oo

da f nach Annahme (i) stetig in 7 ist. Da (u,, ) Treppenfunktionen sind haben
wir

M M
faun(@) = £z, eixa, (@) =Y f(z,¢)xa, (@),
j=0 j=0

mit ¢ = 0 und Gg = G\Ui]\i1 G;. Somit ist f(z,u,(x)) messbar, da f(z,c;)
messbar ist, und die charakteristischen Funktionen xg, messbar sind. Wei-
terhin ist der Grenzwert messbarer Funktionen messbar und demnach auch
Fu.

2. Beschriinktheit von F": Es gilt fiir alle v € LP(G)

1Fullsiey = [ 1Fwute))]" de
G

< [ (la(o)] + bluta)'7)? do

G

< [la@" + #u@) do = c(lallfy ey + Il )
G

wobei die Wachstumsbedingung (ii) benutzt wurde und folgende Unglei-
chung, die fiir 1 < r < oo, &1, ..., € RT gilt:

M r M
(Z @») <Cy g (1.21)
i=1 i=1

In der Tat ist (1.21) nichts anderes ist als die Aquivalenz von Normen im
RM. Also ist F beschriinkt und erfiillt die Abschitzung (1.20), denn ||a|| L«
und |lul|z» sind endlich nach den Voraussetzungen an a und wu.

3. Stetigkeit von F': LP(G) — L%(G): Sei (uy,) eine Folge mit u, — u
in LP(G) (n — o0). Demzufolge gibt es eine Teilfolge (uy,) mit u,, — u,
(k — 00), fast iiberall in G und es gilt

(2, un, () = fz,u(@)|? < O f (2, un, ()| + | f(z, u(2))]?)
< C(la(@)|? 4 bup, ()P + | f (2, u(x))]?)
=: hy, (2),

wobei die Annahme (ii) benutzt wurden. Nach Integration iiber G folgt
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[FUn,, = Full 7 g < /hnk dr .
G

Auf der rechten Seite der Ungleichung stehen als Integranden eine Folge von
Funktionen h,,, aus L'(G) mit

hin () — I
/hn,c (x)dx — /h(x) dx (k — o0),
G

G

x) fast iiberall in G (k — 00),

da u, — u in LP(G), (n — 0), also ||up| e — ||ullLe, (n — o0). Auerdem
gilt: (Fup,)(x) — (Fu)(x), (k — o0), fiir fast alle x € G, da f stetig in n
ist (Annahme (i)). Daher ist der verallgemeinerte Satz von der dominanten
Konvergenz (Satz 1.22) anwendbar, und demzufolge gilt:

Fu,, — Fu|%, —0 k — 00).
k L

Das Konvergenzprinzip Lemma 0.3 (iii) liefert nun Fu,, — Fu in LI(G),
(n — o0), da die Argumentation fiir jede beliebige konvergente Teilfolge gilt.
|

1.22 Satz (Verallgemeinerter Satzes von der dominanten Konver-
genz). Seien f, und h, Folgen aus L*(RY), die punktweise fast iiberall gegen
f bzw. h, ebenfalls aus L*(RY), konvergieren. Weiterhin gelte | f,| < h,, und

/hnda:—>/hdx (n — 00).
RN RN

Dann folgt
[l flaz 0 (0 o).
RN

Beweis. Ubung ]

3.1.3 Quasilineare elliptische Gleichungen

Als Anwendung des Satzes von Browder und Minty und des Nemyckii-
Operators betrachten wir das Randwertproblem fiir folgende quasilineare el-
liptische Gleichung

—div(|Vu[P~2Vu) + su = f auf 2,

(1.23)
u=~0 auf 012.

Dabei sei 1 < p < 0o, {2 ein beschrinktes Gebiet im R™ mit 902 € C%!
und s > 0. Der kanonische Raum X fiir die Untersuchung von (1.23) ist der
Sobolevraum W, (£2).
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Die schwache Formulierung von Problem (1.23) lautet: Fiir gegebenes
f e (LP(£2))* suchen wir u € X = W, *(2) so, dass

/|Vu|p_2VuV<p + supdr = /fgo dx, Yo € X. (1.24)

Deshalb definieren wir einen Operator A durch

(Au, @) = / |VuP~2VuVe + sup dr, Vu,peX, (1.25)

und ein Funktional b durch

(b, ) = /fgpdm, VeoeX. (1.26)

Hierbei steht (-, -) fiir das Dualitétsprodukt in X.

1.27 Lemma. Sei {2 ein beschrdinktes Gebiet des R™ mat Lipschitz— stetigem

Rand 0f2. Ferner sei f € LPI(Q)J)' = o= Lo p>1unds>0. Firp> =%

bildet der Operator A definiert in (1.25) den Raum X = W, P(£2) in seinen
Dualraum ab, d.h. A: X — X* und das Funktional b definiert in (1.26)
gehirt zu X*. Ferner ist die schwache Formulierung (1.24) dquivalent zur
Operatorgleichung in X*

Au=b. (1.28)

Beweis. Wir setzen X := W, *(2) und ||u||X = | V| 1r(). Aufgrund
der ,Nullrandbedingungen“ ist die {iibliche Wo P(£2)-Norm, Hu||W01,p(Q) =

([ lulP + |Vu|Pdz)”, dquivalent zur || Vu| »—Norm (vgl. [?, Theorem 6.28,
5. 159)).
1. A: X — X*: Es gilt fir u,p € X

(Au, )] < / VP2 VuVe + sup| dz
/|Vu|p 1\Vg0|dx+/s|unp\da:

1
< /|Vu|p,(p_1) dsc /|Vg0\pdx !

+s /\u|2 dw /|<,0|2 dx

= IVullz. 1 Vellze + slullzzllellz
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wobei wir die Hélderungleichung und p’ = % benutzt haben. Fir 1 <p <n
gilt die Einbettung X = W, ?(£2) < L9(£2) mit ¢ < 7.5 Insbesondere gilt
also X — L%(£2), falls 2 < n"—f; S p > n2—+”2 Falls p > n ist, verwenden wir

die Einbettungen X < W1(£2) — L4(2) fiir alle ¢ < co. Also erhalten wir,
dass fiir p > f—fz und alle ¢ € X gilt:

el < Cillellx = CrlVellzr -
Insgesamt ergibt sich daher
(A, )| < [IVull 72 IVellz, + sllullz2llel 22
-1
< CUIVullz,™ + slVullze) Vel -
Aufgrund der Definition der Norm von Au in X* haben wir

[Aufx- = sup |(Au, )| < CIVulfn" + sl Vul o)

©
llell<1

und somit ist Au € X* sowie A: X — X*, sofern p > f—fz

2. Mithilfe der Holderungleichung und der Definition der dualen Norm
ergibt sich

[bllx+ = sup [(b, )] < sup [[fl[Lo llsoll e
peX peX
llell<1 llell<t

< Clfllzws

da X = WyP(2) = LP(R2), dh. [l¢llzr < Cllg|x-
3. Aus 1., 2. und den Definitionen von A und b folgt, dass die schwache
Formulierung von (1.24) gerade

(Au,0) = (b,p)  Vpe X

ist. Dies ist aber die Operatorgleichung Au = b in X *. [
e Im Falle s = 0 ist im vorherigen Lemma die Einschréankung p > T?—J_’Q

nicht notig.

1.29 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.27 erfillt der durch
(1.25) gegebene Operator A: X — X* die Voraussetzungen von Satz 1.5.

Beweis. 1. X = W, (£2) ist ein separabler und reflexiver Banachraum.
2. A ist strikt monoton: Der Operator A wird durch die Funktion

g=(g1,--,9n): R" = R": ¢ = [¢[P7%¢ (1.30)

generiert. Wir haben fiir 4,5 =1,...,n und ¢ # 0
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Jg;
G

und somit gilt fiir alle {,n € R*,1 < p < o0,

(€) = I1CIP28i5 + (p = 2) ISP G

- 99 -2 2 ‘)
> Sy = P2+ =2 i)

> min(1,p — 1) [¢[P72|n*.

ij=1

Fiir beliebige u # v € X haben wir also

<Aquv u— )

/ Z 9i(Vu) — g; Vv))(8 —Ow)dr + 5/ |u — v|* dx
Q
:/ Z/ Egi(Vv—l—T(Vu—Vv))dr(@iu—&»v)dx + 3/ |’u,—’U|2dq;
j 0

/ / Zl a¢; V) (@5u — 0;0)(Ou — Dyv) drda

7

+s/ lu —v|? da
Q

1
C/ |Vusv\2/ |V 4 7(Vu — Vo) [P~ 2 drdx + 5/ lu —v|* dx
0] 0 2

da s > 0 und da fiir den Integranden' |Vv + 7(Vu — Vv)[P=2 > 0 gilt mit
Ausnahme moglicherweise eines Punktes 7, der von x € {2 abhéngt.

3. A ist koerziv: Wir haben fiir u € X
(Au,u) = /Q Vul? + suudz = || Vull], + sllull 72 > [|Vull],,

und also

(Au, u)

> [[Vulff,t — 00 (Jullx — o0),
[Jullx

falls p > 1.

! Man beachte, dass das Integral fol |Vv47(Vu— Vo) |P~2dr endlich ist fiir p > 1.
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4. A ist stetig: Sei dazu (u,) C X eine Folge mit
Up — u in X (n — 00),

d.h. insbesondere Vu,, — Vu in LP({2), (n — o). Wir setzen F({) = g({),
wobei g in (1.30) definiert ist. Da g komponentenweise die Abschétzung

g:(Q)] < cl¢lPt=cl¢lt, i=1,...,n,

mit g = 1% erfiillt, ist F ein vektorwertiger Nemyckii-Operator. Aus Lemma
1.19 folgt daher, dass F : (LP(£2))" — (LP' (£2))™ stetig ist, d.h.

F(Vu,) — F(Vu) in (L7 (2))", (n — o)

fir unsere Folge (uy). Daraus folgt

(Aup, — Au, @) = / (F(Vun) — F(Vu)) Vo dx —|—/ s(up —u)pdr
7 Q
cE(Vun) = F(Vu) o [Vl + sllun —ull2]l¢] 22

<
< c(IIF(Vun) = F(Vu)ll o + [lun —ullx) ol x

da X = W, P(02) — L*(£) fiir p > nz—fQ . Nach der Definition der Norm im
Dualraum gilt dann
[Au, — Aul|x- = sup [(Au, — Au,¢)|
peX
lell<1

< c([F(Vun) = F(Vu)l g + lun —ullx).

Fiir n — oo geht die rechte Seite gegen 0, da u, — w in X, (n — 00), und
F(Vu,) — F(Vu) in L? (£2) fiir n — oco. Also ist der Operator A stetig und
damit insbesondere hemistetig. ]

1.31 Satz. Sei {2 ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Lipschitz-stetigem

Rand 012 und sei s > 0. Fiir p > ng—frlQ, p>1 und alle f € L' (22),p = p%l,

existiert genau eine schwache Lisung u von (1.23), d.h. (1.24) bzw. (1.28)
gelten.

Beweis. Die Lemmata 1.27 und 1.29 liefern, dass wir Satz 1.5 anwenden
konnen, der sofort die Behauptung gibt. ]

e Satz 1.31 kann man auf die Gleichung

—div(A(z,Vu)) = f in (2,
u=0 auf 012,

verallgemeinern, falls A: R™ x R® — R" folgende Bedingungen erfiillt:
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i) A ist eine Carathéodory—Funktion,

ii) |A(z,n)| < C(g(x)+ n|P~1), g € L (2) (Wachstumsbedingung),
i) (A(z,m) — A(z,¢)) - (n—¢)) >0, fiir fast alle x (Monotonie),

iv) A(z,m)-n>cln|P — h(x), h € L'(2) (Koerzivitét).

e Satz 1.31 gilt auch fiir beliebige f € (W, (£2))*. Man kann zeigen, dass
solche f eine Darstellung der Form

(
(
(
(

fF=>"0ifi+ fo,

i=1

mit f; € L”,(Q)7 1=0,...,n, besitzen.

3.2 Pseudomonotone Operatoren

3.2.1 Der Satz von Brezis

Ziel dieses Abschittes ist es, eine Theorie zu entwickeln, die es ermdglicht,
auch solche quasilinearen elliptischen Gleichungen zu 16sen, die einen Term
von niedrigerer Ordnung enthalten, der nicht monoton ist. Zum Beispiel kann
die Gleichung

—div(|Vu[P~2Vu) + g(u) = f in 2,

(2.1)
u=0 auf 012,

nicht mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren gelost werden, falls g(u)u
nicht positiv ist. Eine Inspektion des Beweises von Satz 1.5 zeigt aber, dass
wir allgemeinere Operatoren zulassen kénnen, namlich pseudomonotone Ope-
ratoren. Typische Beispiele fiir pseudomonotone Operatoren sind Operatoren

der Form
A= Al + A27

wobei A1: X — X™ monoton, hemistetig und As: X — X* stark stetig,
also kompakt, ist, d.h. die Theorie pseudomonotoner Operatoren vereinigt
Monotonie und Kompaktheit. Im Folgenden werden wir zuerst die allgemeine
Theorie entwickeln und diese dann auf (2.1) anwenden.

2.2 Definition. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und A: X — X*
ein Operator. Wir sagen, A geniigt der Bedingung (M), falls aus

Up —u in X (n — 00),
Aup, = b in X* (n — 00),

lim sup (Aun, un)x < (b, u)x

n—oo

folgt, dass Au =10b gilt.
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Diese Bedingung ist wichtig, weil sie invariant unter ,kompakten* Per-
turbationen ist. Auflerdem erfiillen monotone Operatoren diese Bedingung.
Genauer gilt:

2.3 Lemma. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und A: X — X*,

B: X — X* seien Operatoren. Dann gilt:

(i) Ist A monoton und hemistetig, dann geniigt A der Bedingung (M).

(i) Wenn A der Bedingung (M) geniigt und B stark stetig ist, dann geniigt
A+ B der Bedingung (M).

Beweis. 1. Dies ist nichts anderes als der Minty Trick aus Lemma 0.2 (ii).
2. Gegeben sei eine Folge (u,) € X mit

up —u, Au, + Bu, — b, (n — ),
lim sup (Auy, + B, un) < (b, u).

Da B stark stetig ist, folgt Bu,, — Bu,(n — co) und also

lim sup (Auy,, u,) < (b — Bu,u) ,

n—oo

Aup, —=b— Bu in X* (n — 00).
Da A der Bedingung (M) geniigt, folgt Au =b — Bu, dh. Au+Bu=0>. ®m

2.4 Definition. Sei A: X — X* ein Operator auf dem reellen, reflexiven
Banachraum X. Dann heifit A pseudomonoton, falls aus

U, =~ u in X (n — o),

lim sup (Auy,, up, —u)x <0

folgt, dass fir alle w € X gilt:

(Au,u — w)x < liminf (Au,, u, —w)x.
n—oo

Das folgende Lemma gibt typische Beispiele fiir pseudomonotone Opera-
toren an.

2.5 Lemma. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum, und A,B: X — X*
seien Operatoren. Dann gilt

i) Falls A monoton und hemistetig ist, dann ist A pseudomonoton.

il) Falls A stark stetig ist, dann ist A pseudomonoton.

(
(
(iii) Falls A und B pseudomonoton sind, dann ist A+ B pseudomonoton.
(iv) Falls A pseudomonoton ist, dann geniigt A der Bedingung (M).

(

v) Ist A pseudomonoton und lokal beschrinkt, dann ist A demistetig.



