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1 Fixpunktsitze

Eines der wichtigsten Instrumente bei der Behandlung nichtlinearer Probleme
mit Methoden der Funktionalanalysis sind Fizpunktsdtze. Fiir eine gegebene
Abbildung T': A — B bezeichnet man jede Losung der Gleichung

Ter==x

als Fixpunkt. Fixpunktséitze garantieren, unter bestimmten Bedingungen an
die Abbildung T': A — B und die Mengen A, B, die Existenz von Fixpunkten.
Ein einfaches Beispiel fiir eine Abbildung, die keinen Fixpunkt besitzt, ist die
Translation

Tr=x+xg x9 € X, xg # 0.

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie die Behandlung nichtlinearer Proble-
mene auf die Losung von Fixpunktproblemen zuriickgefiihrt werden kann:

e Nullstellenbestimmung von nichtlinearen Funktionen:
F(z)=0.

Diese Gleichung kann auf verschiedene Weisen in ein Fixpunktproblem fiir
einen Operator T' umgeschrieben werden:

Tr=xz— F(x) (einfachste Moglichkeit) ,
Ter =2 —wF(x) (lineare Relaxation mit w > 0),

Tz =z — (F'(z)) ' F(x) (Newtonverfahren) .
e Gewohnliche Differentialgleichungen:

a'(t) = f(t,2(1),
x(0) = g .

Fiir eine gegebene stetige Funktion f: Q C R x X — X, wobei X ein Ba-
nachraum sein kann, ist dieses Anfangswertproblem dquivalent zu folgender
Integralgleichung

z(t) =x0 + / f(s,z(s)) ds.
0

Wenn man die rechte Seite dieser Gleichung mit T, 2 bezeichnet, ist die
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Integralgleichung &dquivalent zum Fixpunktproblem 7, ,x = z, wobei der
Operator Ty, auf einem geeigneten Funktionenraum definiert ist.

e Nichtlineare partielle Differentialgleichungen:

—Au = f(u) in £2,
u=0 auf 042,

wobei f eine gegebene nichtlineare Funktion ist und die Funktion u gesucht
wird. Dieses Problem schreiben wir mit Hilfe von

Tu= ()" (f(u)

in ein Fixpunktproblem um.

1.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir wihlen einen konstruktiven Zugang zur Losung des Fixpunktproblems
T ==z, reM, (1.1)

wobei im Allgemeinen T eine nichtlineare Abbildung ist, die auf der Menge
M definiert ist. Wir betrachten die iterative Folge

x9 € M, Tp+1 i =Txy, n=0,1,2..., (1.2)

die unter bestimmten Bedingungen gegen einen Fixpunkt von T" konvergiert.

1.3 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei M C X eine Teil-
menge. Fin Operator T: M — X heifit k—kontraktiv genau dann, wenn es
ein k € (0,1) gibt so, dass fir alle x,y € M gilt:

AT, Ty) < kd(z,y). (1.4)
T heifit kontraktiv, wenn fir alle x,y € M mit x # y gilt:
d(Tz,Ty) < d(z,y) .

Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung fiir iterative Verfah-
ren, die sowohl zum theoretischen Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen und deren Stabilitét, als auch zur numerischen Berechnung von
approximativen Losungen und dazugehorigen apriori und aposteriori Fehler-
abschétzungen, benutzt werden.

1.5 Satz (Banach, 1922). Sei M C X eine nichtleere, abgeschlossene Men-
ge eines vollstandigen metrischen Raums (X, d) und

T-MCX—M (1.6)

ein gegebener k—kontraktiver Operator. Dann gilt:
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(i) Die Gleichung (1.1) hat genau eine Lésung © € M, d.h. T hat genau
etnen Fixpunkt in M.

(ii) Die durch (1.2) definierte iterative Folge (x,) konvergiert gegen die
Losung x fir alle Anfangswerte xo € M.
Beweis. Sei g € M beliebig. Aufgrund der Definition der Folge (z,) und
wegen der k—Kontraktivitdt des Operators T gilt:
A, Tpt1) = d(Txp—1,Try,) < kd(Tp—1,2,) < - < k" d(x0,21).

Dies und die Dreiecksungleichung liefern

d(xny xn-‘rm) < d($n7 xn—i—l) + d(ﬁﬂn—i-h xn-‘r?) +...+ d(xn-i-m—l’ x”""m)
< (kn + Lt 4+ .+ k"+m_1) d($07$1)
= KM+ k+ k2 4+ kY d(wo, 1) 4

n

k
S 1 kd(x(hxl)a

wobei die Summenformel fiir die geometrische Reihe Y- k" < Y k" = 1
n=0 n=0

benutzt wurde. Da k < 1 vorausgesetzt wurde, haben wir gezeigt, dass (x,,)

eine Cauchy—Folge ist. Wegen der Vollstandigkeit von X folgt daraus, dass

es ein Element x € X gibt so, dass
d(xp,z) — 0, (n — 00).

Da T nach Voraussetzung (1.6) eine Selbstabbildung der Menge M ist, liegen
aufgrund der Konstruktion (1.2) alle Folgenglieder in M. Die Menge M ist
abgeschlossen und somit liegt auch der Grenzwert « der Folge (z,,) in M. Der
Operator T ist k—kontraktiv, also insbesondere stetig, und demzufolge kann
man in der Gleichung (1.2) n gegen oo gehen lassen und erhiilt

z=Tz, (1.8)

und damit die Existenz einer Lésung des Problems (1.1).

Es bleibt die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen. Angenommen, = und
y seien zwei Losungen von (1.1), d.h. Te = z und Ty = y. Aufgrund der
k-Kontraktivitéit des Operators T folgt dann

d(z,y) =d(Tx,Ty) < kd(z,y).

Wegen k < 1 muss also d(z,y) = 0 gelten, d.h. z = y. [ ]

e Der Banachsche Fixpunktsatz sagt bildlich gesprochen aus, dass der
Graph des Operators T iiber der Menge M einen eindeutig bestimmten
Schnittpunkt mit der Diagonale, d.h. der Identitéitsabbildung I, besitzt.

e Wir wollen uns nun durch die Angabe von Gegenbeispielen davon iiber-
zeugen, dass keine der Voraussetzungen des Satzes 1.5 weggelassen werden
kann:
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(i) M =0, T beliebig
Dann kann T natiirlich keinen Fixpunkt haben.
(i) M=[0,1], N=[23, T:M—N
T bildet M nicht in sich selbst ab und hat deshalb natiirlich keinen
Fixpunkt.
(iii) M = (0,1), Tx=7F
M ist nicht abgeschlossen, die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt in M.
(iv) M=R, Tx=75+x—arctanx
Fiir die Ableitung gilt T7'(z) = 1— Tlgg? und somit folgt nach dem Mittel-
wertsatz |[Tax — Ty| = |1 — #Hm —y| < |z —y|, d.h. T ist kontraktiv,
aber nicht k—kontraktiv; 7" hat in R keinen Fixpunkt.
e Fiir die durch (1.2) definierte iterative Folge kann man weiterhin bewei-
sen, dass fiir alle n =0,1,2, ..., gilt:
kn
1—k
% A(Trs, ), (1.9)

d(xpy1,7) < kd(zp,x).

d(xy, )

IN

d(xl, xo) s

d(zpq1,2) <

Die Ungleichung (1.9); nennt man apriori Fehlerabschitzung, wihrend (1.9)s
eine aposteriori Fehlerabschitzung ist. Ungleichung (1.9)3 zeigt, dass die Me-
thode (1.2) eine lineare Konvergenzgeschwindigkeit besitzt.

e Ein Beispiel fiir ein iteratives Verfahren mit hoherer Konvergenzge-
schwindigkeit ist das Newtonverfahren. Hierbei wird die Gleichung

F(z)=0, (1.10)

wobei F': R — R eine Funktion mit Lipschitz—stetiger Ableitung ist, in das
dquivalente Fixpunktproblem

Tr ==, mit Tx:=x— (F’(x))_lF(x)

umgeschrieben. Falls 2* eine Losung von (1.10) mit F’(x*) # 0 ist, kann man
mit Hilfe der Taylorentwicklung zeigen, dass es ein § > 0 gibt so, dass das
iterative Verfahren (1.2) fiir alle Startwerte x¢ mit |xo — 2*| < 6 konvergiert
und eine quadratische Konvergenzgeschwindigkeit besitzt, d.h. es gibt eine
Konstante ¢ mit
|Zpgr — 2| < ¢ |zn — 2| .

Diese Aussagen kann man auch auf Operatoren F': X — X, wobei X ein
Banachraum ist, verallgemeinern.

In vielen Anwendungen héngt T noch von einem zusétzlichen Parameter
p € P ab. Dabei ist P ein metrischer Raum, der sogenannte Parameterraum.
In diesem Fall betrachtet man das von p € P abhéingige Fixpunktproblem:

Tory = 2p, €M, peP. (1.11)
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1.12 Folgerung. FEs gelte:
(i) Die Operatoren T, erfillen fir alle p € P die Voraussetzungen von Satz
1.5, wobei k von p unabhdngig ist.

(ii) Fs existiert ein pg € P so, dass fir alle x € M gilt: plirgo Tyx = Ty, .

Dann ezistiert fir alle p € P eine eindeutige Losung x, von (1.11) und es
gilt:
li = .
Pi’nl;lo p ro
Beweis. Sei x, die eindeutig bestimmte Losung von (1.11), die nach Satz 1.5
existiert. Fiir diese Losungen gilt aufgrund der gleichméBigen
k-Kontraktivitdt von T),:
d(p, Tp,) = d(Tpxp, Ty xp, )
S d(Tpxl)’ Tpa:po) + d(Tpxl)oa Tl)o 'Tpo)
< kd(@p, Tpy) + d(Tppg, TpoTp, )

und somit folgt fiir p — py:

d(p, Tp,) < d(Tppys Tpyp,) — 0

1
1-k

nach Voraussetzung (ii), d.h. x, konvergiert gegen x,, fiir p — po. [

1.1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Als weitere Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes betrachten wir fol-
gendes Anfangswertproblem

xl(t) = f(t,.%‘(t)) s

2(to) = po (1.13)

fiir eine gewohnliche Differentialgleichung auf dem Intervall [ty — ¢, to + ¢].
Wenn f in einer geeigneten Umgebung von (tg, po) stetig ist, dann ist obiges
Anfangswertproblem dquivalent zu folgender Integralgleichung

x(t) = po + /f(s,x(s)) ds, tefto—c to+d, (1.14)

wovon man sich leicht durch Integration von (1.13) bzw. Differentation von
(1.14) iiberzeugt. Allerdings wollen wir auch Funktionen f betrachten, deren
Werte in einenm Banachraum X liegen kénnen, d.h.

f*D(f)CRxX — X.
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In diesem Fall ist auch die Losung 2: R — X von (1.13) eine Funktion mit
Werten im Banachraum X.

Dadurch ergibt sich ein Problem, denn wir haben weder die Differen-
tation z’(t) noch das Integration [ f(s)ds fiir Funktionen mit Werten in
Banachrdumen definiert. Im Prinzip sind diese Begriffe analog zu den ent-
sprechenden Begriffen aus der Theorie reellwertiger Funktionen definiert und
wir werden uns im néchsten Kapitel 2 (Integration und Differentiation in
Banachriumen) damit beschiftigen. Der folgende Beweis des Satzes von Pi-
card, Lindel6f benutzt {iberhaupt nicht die Struktur von R und ist deshalb
wortwortlich auf allgemeine Banachrdume X iibertragbar. Wir stellen uns
zunéchst X = R in den Rechnungen vor.

Die Beweisidee besteht darin die Integralgleichung (1.14) als dquivalente
Operatorgleichung

Tyx=x (1.15)
zu schreiben. Hierbei ist 7}, ein Operator auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen auf dem Intervall I = [ty — ¢, tp + ¢] mit Werten im Banachraum X,
den wir mit C(I; X) bezeichnen und mit der kanonischen Norm

17l = max £ (8 x (1.16)
versehen. Der Raum C(I; X) mit der Norm || - ||o ist ein Banachraum, was

man analog zum Fall reellwertiger Funktionen beweist. Die Konvergenz einer
Folge (fy) von Funktionen aus C(I; X) beziiglich der Norm || - ||o ist nichts
anderes als die auf I gleichméfige Konvergenz von f,, gegen f im Banachraum
X.

1.17 Satz (Picard 1890, Lindelof 1894). Sei X ein Banachraum und sei
Q C R x X fiir gegebene tg € R und py € X, sowie a,b > 0, definiert durch

Q:={(t,x) eRx X ||t —to| <a,llz—pollx <b}.

Ferner sei die stetige Funktion f: Q — X beschrdinkt und Lipschitz—stetig,
d.h. es gibt Konstanten L, K > 0 so, dass fir alle (t,x), (t,y) € Q gilt:

It 2)llx < K,
1f(tz) = fty)llx < Lz —yllx-

Dann gelten folgende Aussagen:

(1.18)

(i) Es eaistiert eine eindeutige stetige Losung x(-) von (1.14) im Intervall
[to — ¢,to + ¢}, mit ¢ = min(a, &), die auch die eindeutige Lisung von
(1.13) ist.

(ii) Die Folge von Approzimationen (x,), gegeben durch xq(t) := po und
t
l’n+1(t):p0+/f(5,f£n(s)) ds’ n:()v]-v"'
to

konvergiert gleichmdfSig auf [to — ¢,to + ] gegen die Losung x(-).
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(i) Sei0 < d < ¢ gegeben. Dann besitzt (1.14) fiir alle p aus einer geniigend
kleinen Umgebung von pg genau eine Lésung x,(-), die auf dem Intervall
[to — d,to + d] definiert ist. Fir p — po konvergiert x,(-) gleichmdfig
gegen . (-) auf dem Intervall [to — d,to + d].

1.19 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.17 setzem wir

k =1—exp(—Lc) und definieren

= —Ljit—t t 1.20
ol o=, max exp (= Llt = to]) ()] x (120

fir x(-) € C([to — ¢, to + ¢|; X). Dann gilt fir allen =0,1,...

kn
- <
lan = 2l < T

k
lons1 = 2lls < 7= ll#ns1 = @alls,

|71 — ol

A

”xn-&-l - le <k ”xn - ale .

Beweis (Satz 1.17, Folgerung 1.19). Wir wollen die Integralgleichung (1.14)
in eine Operatorgleichung in C([tg — ¢, to+¢]; X ) umschreiben. Um allerdings
das im Satz behauptete Existenzintervall zu erhalten miissen wir den Raum
C([to — ¢, to +¢]; X) mit einer dquivalenten Norm versehen. Offensichtlich ist
durch (1.20) eine weitere Norm auf C([to—c, to+c¢]; X) gegeben, die aufgrund
der Ungleichungen

exp(=Le) [|fllo < [[fll < 1 fllo

fquivalent zur Norm | - ||o ist. Somit ist auch (C([to — ¢, to +c]; X), || - []1) ist
ein Banachraum.

Wir setzen M := {g € C([to —¢,to+¢J; X) | [lg = pollo < b} und definieren
den Operator T}, durch

Tpy: M — (Clfto — eto + s X), |1 - 1) : 2() = y(), (L.21)

wobeil
mw:m+/f@m$ws

Um Satz 1.5 anwenden zu koénnen iiberpriifen wir dessen Voraussetzungen:

1. Fiir eine Folge (z,) € M mit x,, — x in (C([to — ¢, to +c}; X), | - |1)
gilt auch z,, —  in (C([to — ¢,to + cJ; X), || - [l1), da die beiden Normen
dquivalent sind. Aufgrund der Definition von M haben wir

lzn —pollo < b.

Der Grenziibergang n — oo liefert sofort x € M und somit ist M auch in
(C([to — ¢, to + cJ; X), || - [[1) abgeschlossen.
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