8 1 Fixpunktséitze

2. Nach Definition von M gilt ||x(t) — pol|x < b fiir alle t € [to — ¢, to + ],
d.h. z(t) € Q fir alle t € [tg — ¢, to + ¢]. Also liefern (1.18); und die
Eigenschaften des Integrals (cf. Folgerung ?7?.77)

T xr — = ma
|| Po pOHO te[to—6§o+c]

[ ttston ],

T t€[to—c,totc]

t
< max /dechgb,
to

aufgrund der Definition von c. Also bildet der Operator T}, die Menge M
in sich selbst ab, d.h. T},,: M — M.

3. Fiir z,y € M gilt aufgrund von (1.18)2 und der Definition der Norm || ||1:

HT;Dox - T;Doy”l

te [to —c,to +C]

= max _exp(— L[t —tol) H/f(s,x(s)) — f(s,y(s)) ds N

¢
< mtax/L lz(s) — y(s)|lx exp (— L|s — to|) exp (L|s — to]) x
to
x exp (— L[t —to|) ds
¢
< Lz —ylh mtax/exp (L|s —to| — L|t — to]) ds
to

= ||z —yll1 max (1 —exp(—Llt —to]))
<kllz—ylL,

wobei das letzte Integral separat fiir ¢ > ¢y und ¢t < ty berechnet wurde
und die Definition von k& = 1 — exp(—Lc) < 1 benutzt wurde. Somit ist
der Operator T}, k—kontraktiv auf M in (C([to — ¢, to + c]; X), | - [l1)-

Nach Satz 1.5 folgt dann, dass genau ein x € M existiert mit x = T, x; somit
ist Teil (i) des Satzes bewiesen.

Die Behauptungen der Folgerung 1.19 folgen unmittelbar aus (1.9). Ins-
besondere gilt:

kn
lan — 2l < T llao — 2l =0 (n = o0),
da k < 1. Somit erhalten wir die gleichméfige Konvergenz z,, = z, (n — 00),
da ||-]]1 dquivalent ist zu |- || und Konvergenz beziiglich der Maximumsnorm

gleichmifBige Konvergenz bedeutet. Damit ist auch Behauptung (ii) bewiesen.
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Zum Beweis von (iii) gehen wir analog wie in 1.—3. vor, wobei wir das
Intervall [tg — ¢, to + ¢] durch das kleinere Intervall [tg — d,tog + d] ersetzen,
d.h. wir arbeiten mit dem Raum (C([to —d,to+d]; X), |- |l1) und betrachten
tir x € C([to — d,to + d]; X) und p € X den Operator T}, definiert durch

t
Tpx::p—l—/f(s,x(s)) ds,

auf der Menge M = {g € C([to — d,to + d]; X)|[lg — pollo < b}. Wie in
1.-3. erhalten wir dann, dass fiir p in einer kleinen Umgebung von pg eine
eindeutige Losung x, von

Tyap = xp

existiert. Fiir p, — po (n — o0) erhalten wir aufgrund der Definition der
Operatoren T}, bzw. T}, , dass fir alle x € C([to — d, to + dJ; X) gilt:

HTpnw - TpoxHO = |lpn —pollx — 0 (n — o0).

Aufgrund der Aquivalenz der Normen || - ||; and || - ||o, sowie nach Folgerung
1.12 gilt dann ||zp, — zp,[[1 — 0, (n — 00), und somit auch die gleichméfige
Konvergenz x,, = ,,, (n — o0). Damit sind der Satz und die Folgerung
bewiesen. |

1.2 Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder

Im Banachschen Fixpunktsatz werden nur geringe Anforderungen an den zu-
grundeliegenden Raum gestellt, ndmlich ein vollsténdiger, metrischer Raum
ist ausreichend, aber es werden relativ starke Anforderungen an den Ope-
rator (k—Kontraktivitit) gestellt. In den Sdtzen von Brouwer (im R™) und
Schauder (in unendlich—dimensionalen Rdumen) werden nur geringe Anforde-
rungen an die Operatoren gestellt, dafiir werden aber stirkere Anforderungen
an den zugrundeliegenden Raum gestellt. Beide benutzen ein Analogon des
folgenden tiefliegenden topologischen Resultats:

Sei B1(0) der abgeschlossene Einheitskreis im R?. Es gibt keine stetige
Abbildung (Retraktion)

R: Bl(O) — (9B1(0)
so, dass fiir alle Randpunkte © € 0B1(0) gilt:

R(z)==x.
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Man kann sich z.B. vorstellen, man versuchte, eine Gummimembran, die den
ganzen Kreis bedeckt, an den Rand zu ziehen; sie muf3 auf jeden Fall zerreiflen.
Dieses Resultat ist anschaulich klar, aber keineswegs triviall Wenn man das
obige Resultat als gegeben hinnimmt, kann man sich intuitiv klarmachen:

Eine stetige Abbildung A: B1(0) — B1(0) besitzt einen Fizpunkt, d.h.
es exitiert ein x € B1(0) mit Ax = x.

»BEWEIS:“ Nehmen wir an, dass fiir alle x € B1(0) gelte Az # z.

Rx

Abb. 1

Mithilfe des Bildes (cf. Beweis von Satz 2.17) sieht man sofort, dass es dann
eine stetige Retraktion

R: B1(0) — 9B1(0)

mit R(z) = x fir alle x € 9B;(0) gibt. Dies ist aber ein Widerspruch zu
obiger Aussage. ]

Die analoge Aussage ist in R einfach zu beweisen.

2.1 Lemma. Sei f: [a,b] — [a,b] stetig. Dann besitzt f in [a,b] einen Fix-
punkt.

Beweis. Wir setzen
g9(x) = fz) —x.
Da f das Intervall [a,b] auf sich selbst abbildet, gilt:

fl@y=a, wd  f(b)<b,
was iibertragen auf g bedeutet:
g(a) = f(a) —a =0, und  g(b) = f(b) =0 < 0.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass ein zg existiert mit
g(zo) = 0= f(x0) — o,

also ist ¢ der gesuchte Fixpunkt. ]
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1.2.1 Der Satz von Brouwer

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten den Satz von Brouwer zu bewei-
sen. Durch einen kurzen Ausflug in die Variationsrechnung erhélt man einen
einfachen analytischen Beweis.

Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit der Untersuchung, insbeson-
dere dem Auffinden von Minima, von Energiefunktionalen I(-) der Form

I(w) = /L(Vw(a:),w(m),x) dx, (2.2)
2

wobei! (2 ein glattes Gebiet des R™ ist und
L:R™" xR™x 2 —R

eine gegebene glatte Funktion ist. Man nennt L die Lagrangefunktion des
Energiefunktionals I(-). Wir werden im folgenden die Bezeichnung

L=L(P,z,x) = L(pi,...,p", 24, ..., 2" x1,...,2,)

fir Matrizen® P = (pj) € R™*", Vektoren z = (2’) € R™ und Punkte
x = (z;) € £2 benutzen.

Sei g : 92 — R™ eine gegebene glatte Funktion. Man betrachtet (2.2) fiir
glatte Funktionen w : 2 C R” — R™, w = (w!,...,w™), die auf dem Rand
082 mit der Funktion g iibereinstimmen, d.h.

w=g auf 0f2. (2.3)

Sei nun u = (u',...,u™) ein glattes Minimum von (2.2) unter allen
glatten Funktionen die (2.3) erfiillen. Dann ist u notwendigerweise die
Losung eines Systems von partiellen Differentialgleichungen, den sogenann-
ten Fuler—Lagrange—Gleichungen. Um dies zu beweisen, betrachten wir fiir
v = (v} ..., 0v™) € C§°(R2) die reellwertige Funktion

i(r):=I(u+71v), TeR.

Da auch u + 7v die Randbedingungen (2.3) erfiillt und u ein Minimum ist,
muf ¢ im Punkt 0 ein Minimum haben, d.h. i’(0) = 0. Die Ableitung i'(7),
die man erste Variation nennt, kann man explizit berechnen. Es gilt

! Der Gradient einer vektorwertigen Funktion w: R™ — R™ ist gegeben durch
Vw = (0jw")i=1,....m-
j=1,..., n
2 Obere Indizes bezeichnen in diesem Abschnitt Zeilenindizes. Desweiteren benut-
zen wir fiir die partiellen Ableitungen der Lagrangefunktion L nach den einzelnen
Komponenten der Matrizen bzw. Vektoren die Notation DpL = (Lp}, ooy Lpm)

bzw. D,L = (L,1,...,L.m).
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i(r) = /L(Vu +7Vv,u+7v,z)de (2.4)
Q

und somit

Z Ly(Vu+7Vv,u+r7v, x) 0"
k=1

-

Il
_

(2

i(r) :/
(9]

+ Lx(Vu+7Vv,u+7v,z)v" de.

NE

~
Il

1

Aus ¢/(0) = 0 erhalten wir

m

0—/ Z ZLkVuuxav —&—ZLkVuux)v dx .
=1 k=1

Da diese Identitét fiir alle v € C§°(£2) gilt, erhalten wir nach partieller In-
tegration, dass ein Minimum u des Energiefunktionals I(-) folgendes nichtli-
neare System von partiellen Differentialgleichungen

- Z@i(Lp?(Vu, w,2))+ L. (Vu,u,z) =0, ind2, k=1,....,m, (2.5)
=1

u=g, aufdf?, (2.6)

erfiillen muss. Das System (2.5) nennt man die dem Energiefunktionals I(-)
zugehorigen Euler—Lagrange—Gleichungen.

Uberraschenderweise ist es interessant solche Lagrangefunktionen L zu
betrachten fiir die alle glatten Funktionen, eine Losung von (2.5) sind.

2.7 Definition. Die Funktion L heifit Null—Lagrangefunktion, wenn die
zugehirige Euler—Lagrange—Gleichungen (2.5) fiir alle glatten Funktionen
erfillt ist.

Null-Lagrangefunktionen spielen eine entscheidende Rolle in der nichtli-
nearen FElastizitdtstheorie und bei der Charakterisierung von schwach folgen-
stetigen Energiefunktionalen I fiir Lagrangefunktionen der Form L(Vu). Fiir
unsere Zwecke besteht die Bedeutung von Null-Lagrangefunktionen darin,
dass der Wert des zugehérigen Energiefunktional I(w) nur von den Rand-
werten der Funktion w abhéngt.

2.8 Satz. Sei L eine Null-Lagrangefunktion und seien u, u zwei Funktionen
aus C?(£2) mit

u=u auf 012 . (2.9)
Dann gilt
I(u) =I(u). (2.10)
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Beweis. Wir definieren j : [0,1] — R durch
j(r)=1I(ru+(1—7)u),
und erhalten fiir 7 € [0, 1]

/ Z s(TVu+ (1 —-7)Va,ru+ (1 - 7)u,z) (Osu* — 0;u")

i=1 k=1

+ Z L (tVu+ (1 —7)Va,ru+ (1 - 7)u,2) (u* — a%) do
k=1

:i /( Z(’) TVu—I—(l—T)VuTu—i-(l—T)ux))

k=1 o) i=1

+ L (tVu+ (1 —7)Va,ru+ (1 — T)ﬁ,x))(uk — M) dx =0,

wobei wir im ersten Integral partiell integriert haben, sowie (2.9) und den
Fakt, dass 7u + (1 — 7)u eine Losung der Euler-Lagrange—Gleichungen ist,
benutzt haben. Somit ist j auf [0, 1] konstant und (2.10) folgt sofort. |

Wir benétigen noch folgenden Begriff. Sei A € R™*™ eine Matrix. Mit
cof A

bezeichnen wir die Kofaktormatrix, deren (k,:)-ter Eintrag aus der Deter-
minante der (n — 1) x (n — 1) Matrix A¥ besteht, die man durch Streichen
der k—ten Zeile und der i—ten Spalte erhilt, d.h.

(cof A)F := (=1)"* det A¥ .
2.11 Lemma. Seiu:R"™ — R" eine glatte Funktion. Dann gilt
n
> Oi(cof Vu)f =0,  k=1,...,n. (2.12)
Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir Matrizen P € R™*"™
gilt:
(detP)1 =P T (cof P),

d.h. wir haben fiir¢,j =1,...,n

(det P)di; = > pf(cof P)¥. (2.13)
k=1

Daraus folgt fiir r, s = 1,...,n (man wihle j = ¢ = s und nutze die Definition
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von cof P)

Odet P
ps

f k
=3 G (cof Y 4 pk 2OLP)s
= op; (2.14)

= (cof P)5 .

Wenn man P = Vu in (2.13) einsetzt, nach z; differenziert und dann das
Ergebnis iiber j = 1,...,n aufsummiert, erhélt man unter Benutzung von
(2.14) firi=1,...,n

Z dij(cof Vu)y 0;05u” = Z 9;0iu* (cof Vu)f + dyu® 9j(cof Vu)? .

,rs=1 k,j=1

Dies kann man aber auch als

. oiu® . dj(cof VO)¥) =0, i=1,...,n, (2.15)
k=1 =1 !
- i

schreiben, d.h. der Vektor () &;(cof Vu)¥), _, st eine Losung des li-
=

nearen Gleichungssystems ATy = 0, mit A = Vu. In einem Punkt xy € R”,
fiir den det Vu(zo) # 0 gilt, erhalten wir sofort

n

ZBj(COfVu(xO));J:O, k=1,...,n.

=1

Falls allerdings in einem Punkt zq € R™ gilt det Vu(zo) = 0, wéhlen wir
g0 > 0 so, dass fiir alle 0 < € < gq gilt?: det(Vu(zg) +el) # 0, und fithren die
obigen Rechnungen fiir u := u+ex aus. Am Ende fithren wir den Grenziiber-
gang € — 0 durch und die Behauptung folgt. [

2.16 Satz (Landers 1942, Ball 1976). Die Determinante
L(P) = det P, P eR™",

ist eine Null-Lagrangefunktion.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir jede glatte Funktion u: 2 — R” gilt:

n

> 0i(Ly(Vw) =0, k=1,...,n.

i=1
Aus (2.14) wissen wir

3 Dies ist in der Tat méglich, da det(Vu(zo) + ¢1) ein Polynom in ¢ ist und also
nur endlich viele Nullstellen haben kann.
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Ly (Vu) = (cof Vu)¥, iwk=1,...,n

und somit ist die Behauptung nichts anderes als Lemma 2.11. ]

e Man kann zeigen, dass L(Vu) genau dann eine Null-Lagrangefunktion
ist, wenn es Konstanten a,d € R und Matrizen B = (b%),C = (¢}) € R"*"
gibt so, dass

LP)=a+ Z bip! + Z c’(cof P)! + ddetP.

ij=1 ij=1

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass Energiefunktionale I fiir solche La-
grangefunktionen schwach folgenstetig in entsprechenden Funktionenriumen
sind. Ein konkretes Beispiel fiir eine Null-Lagrangefunktion ist

L(P) = tr(P?) — (tx(P))

Nun kénnen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz beweisen.

2.17 Satz (Brouwer, 1912). Jede stetige Abbildung A einer abgeschlosse-
nen Kugel des R™ in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Wir betrachten 0.B.d.A die abgeschlossene n—dimensionale Ein-
heitskugel B = B;(0).

1. Als erstes zeigen wir, dass es keine glatte Funktion
w:B — 0B (2.18)
gibt so, dass fiir alle x € 0B gilt
w(z)=x. (2.19)

Nehmen wir an, eine solche Funktion w wiirde existieren. Sei w die
identische Funktion auf B, d.h. w(z) = =z fiir alle + € B. Dann gilt
w(z) = w(z) fur alle Randpunkte x € 0f2. Da die Determinante eine
Null-Lagrangefunktion ist (Satz 2.16), liefert Satz 2.8

/det Vwdr = /det Vwdz =vol(B) #0, (2.20)
B B

da det Vw = 1. Aus (2.18) folgt, dass fiir alle z € B gilt: ||[w(z)|* = 1,
und somit erhalten wir durch Differentation

(Vw) 'w=0. (2.21)

Da ||w| = 1 gilt, besagt (2.21), dass 0 ein Eigenwert von (Vw(z))" fiir
alle z € B ist. Somit haben wir det Vw(z) = 0 fiir alle z € B, was ein
Widerspruch zu (2.20) ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Als niichstes zeigen wir, dass es keine stetige Funktion w gibt, die (2.18),
(2.19) erfiillt. Falls w eine solche Funktion wire, setzen wir w durch
w(z) =z, x € R™\ B, auf ganz R" fort. Dies und (2.18) impliziert, dass
fiir alle z € R™ gilt: ||w(z)|| > 1, insbesondere w(x) # 0. Sei nun € > 0 so
gewihlt, dass fiir wy := J. * w immer noch gilt: wy(z) # 0, € R™. Hier-
bei ist J. der Glattungsoperator (cf. Appendix ?777). Ein solches ¢ > 0
existiert, da fiir x € R™ \ B(0) und € > 0 klein genug gilt:

wi(z) = / (e - v)dy =z, (2.22)

B. (0)

wobei wir benutzt haben, dass [ J.(||y||) dy = 1, sowie dass J.(||y||) eine
B (0)

radiale symmetrische Funktion ist und y eine antisymmetrische Funktion
ist. Weiterhin folgt aus den Eigenschaften des Glédttungsoperator J. (cf.
Appendix 7?777) dass auf By(0) gilt: J. x w = w, (¢ — 0). Hieraus und
aus (2.22) folgt, dass fiir ein geniigend kleines ¢ > 0 und alle x € R"
gilt: ||wy(z)]| > 1/2, insbesondere wi(z) # 0. Dann wiirde aber die glatte
Funktion

( 2W1
Woll) = 77—
[[will

(2.18), (2.19) mit B = B(0) erfiillen, was nach 1. nicht moglich ist.

Seinun A : B — B eine stetige Funktion, die keinen Fixpunkt besitzt. Wir
definieren w : B — 9B dadurch, dass w(z) der Punkt auf dem Rand 0B
ist, der von dem Strahl, der aus A(z) startet und durch x geht, getroffen
wird (cf. Abb. 1). Diese Funktion ist wohl definiert, da nach Voraussetzung
A(z) # «z fiir alle x € B gilt. Offensichtlich ist w stetig und erfiillt (2.18),
(2.19). Dies ist ein Widerspruch zu 2. und der Satz ist bewiesen. |

2.23 Folgerung. Jede stetige Abbildung einer zu einer abgeschlossenen Ku-
gel B C R™ homdoomorphen Menge M in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Sei T: M — M stetig und h: B — M ein Homéomorphismus, d.h.
h und h~! sind stetig, eineindeutig und surjektiv. Die durch

A:=h'oToh:B— B

definierte Abbildung ist stetig. Somit folgt nach dem Satz von Brouwer die
Existenz eines Fixpunktes x¢ von A, d.h.

Al’oixo.

Dies bedeutet aber, dass h™'Thzy = ¢ gilt. Durch Anwendung von h auf
beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir
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T(h(zo)) = h(zo),

d.h. h(zp) ist der gesuchte Fixpunkt von T. ]

e Beispiele von zu abgeschlossenen Kugeln hom&omorphen Mengen sind
nichtleere, konvexe, kompakte Mengen im R", sowie nichtleere, kompakte,
einfach zusammenhéngende Mengen im R™.

Nichtlineare Gleichungssysteme

Als erste Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes betrachten wir
nun folgendes System von nichtlinearen Gleichungen

gi(z) =0, zeR" i=1,...,n, (2.24)

wobei g;: R" — R, ¢ = 1,...,n, stetige, nichtlineare Funktionen sind, die
folgender Bedingung gentiigen:

JR>0: Y gi(z)a; >0 Vo mit ||z = R. (2.25)

2.26 Lemma. Seien g;: R" — R, i = 1,...,n, stetige Funktionen, die der
Bedingung (2.25) geniigen. Dann existiert eine Ldsung xo von (2.24) mit
[zo < R.

Beweis. Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass das
System (2.24) keine Losung in Br(0) habe. Fiir g := (g1,...,gn) definieren
wir wila
fi(x) == — 1=1,...,n.
Hg( )
Da |lg(z)|| > 0 fiir alle z € Bg(0) gilt, ist £ = (f1,..., fn) wohldefiniert,
stetig und bildet die abgeschlossene Kugel Br(0) in sich selbst ab. Somit

folgt mit dem Satz von Brouwer die Existenz eines Fixpunktes z* von f in
Bg(0), d.h.

\_/\_/

x* = f(z")
Daraus ergibt sich
l2*] = R,
denn [|2* ]| = || f(z*)|| = || - RyE; ]| = R. Damit gilt nach Bedingung (2.25)
- IIg ol
0<Y gi(e)a} Zfz xy
i=1
= o2 B g gay <.

Somit erhalten wir einen Widerspruch, also muss es eine Losung von (2.24)
in Br(0) geben. |
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Wir wollen nun zeigen, dass auch nichtlineare Ungleichungen mithilfe des
Brouwerschen Fixpunktsatzes behandelt werden kénnen. Dieses Problem tritt
spater bei der Untersuchung von mazimal monotonen Operatoren auf.

2.27 Lemma (Debrunner, Flor 1964). Sei X ein Banachraum mit Dual-
raum X* und sei K C X eine konvexe, kompakte und nichtleere Teilmenge
von X. Ferner sei M C K x X* eine monotone Teilmenge, d.h. fir alle
(v, f), (w,g) € M gilt:

(f—gv—w)x 20. (2.28)

Dann existiert fiir alle stetigen Operatoren T: K C X — X* eine Lisung
u € K von
(f —Tu,v—u)x >0, Y(v,f) e M. (2.29)

e Wir wollen die Aussage des Lemmas am Beispiel X = R = X* illustrie-
ren. Sei K = [a,b] und ¢: [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion. Der
Graph von ¢

M = G(p) = {(z,¢(z)) € R? ’ z € [a,b]}
ist eine monotone Menge, denn fiir alle z,y € [a, b] gilt:

(o(x) = (y))(x—y) > 0.

Das Lemma 2.27 besagt dann, dass fiir alle stetigen Funktionen T': [a,b] — R
eine Losung u € [a, b] von

(p(z) = T(u))(z —u) >0, x € [a,b]

existiert. In Abhéngigkeit von den konkreten Funktionen ¢ und T ist die
Losung entweder einer der Randpunkte des Intervalls [a, b] oder ein Schnitt-
punkt der beiden Graphen. Als konkretes Beispiel kann man betrachten:
o) = v+ 2, T(x) = 2% und [a,b] = [-3,0] bzw. [a,b] = [0,3] bzw.
[a,b] = [0.5,1.5] bzw. [a,b] = [-6,—3].

Beweis (Lemma 2.27). Angenommen, (2.29) habe keine Losung. Wir defi-
nieren fiir v € X und f € X*

U(v, f) ::{u€K|<f—Tu,v—u>X<O}.

Die Menge U(v, f) ist offen, denn fiir gegebene v € X und f € X* ist die
Abbildung u +— (f—Tu,v—u)x stetig. Das Problem (2.29) hat nach Annahme
keine Losung und somit gilt:

K< |J Uw.

(v,f)eM

Da die Menge K kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung, d.h. es
existieren (v, f;) € M, i=1,...,m, so dass
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—:

Il
A

K C Ulvi, fi) -

3

Zu dieser Uberdeckung gibt es eine Zerlegung der Eins, d.h. es existieren
stetige Abbildungen 5;: K — R, 0 < §;(z) < 1, mit supp 3; C U(v;, f;) so,
dass fiir alle u € K gilt:

> Bi(u)=1. (2.30)
i=1

Sei nun K; die abgeschlossene, konvexe Hiille der v;, i« = 1,...,m, d.h.
K1 = co(vy,...,vy). Fir u € Ky definieren wir

plu) =3 Bi(w) v;.
=1

q(u) = Zﬁi(U) fi-

Die Abbildung p: K7 — Kj ist stetig, dim K; < oo, und K ist homdomorph
zu einer abgeschlossenen Kugel. Nach Folgerung 2.23 folgt damit die Existenz
eines Fixpunktes, d.h.

Ju* € K, mit  p(u*) = u*.
Wir setzen fiir¢,5 =1,...,m
A= (fi —Tu*,v; —u*)x .
Dann gilt:
Aij+ Aji = (fi = Tu*,v; —u*)x + (fj —Tu*,v; —u*)x
(fi = Tu" vi —u")x — (fi = Tu", vi)x
+(fi = Tu*,v) x + (fj — Tu*,v; —u*)x
= (fi = Tu*,v5)x + (f; — Tu" vi)x
= Ay + A = {fi = fivi —vj)x
<A+ 4

(2.31)

7o

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass (v;, f;) € M und M monoton
ist (cf. (2.28)). Wegen p(u*) = u*, wegen der Definition von p und ¢, und
wegen der Eigenschaft (2.30) der Zerlegung der Eins gilt:
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ij=1 (2.32)

=) ﬂi(u*)ﬂj(u*)%(ﬂij + 4;i)
< 37 BB ()5 (A + Ay,

wobei auch die Symmetrie der Matrix mit den Eintrédgen 3;(u*)3;(u*) und
(2.31) benutzt wurden. Falls fiir irgendwelche i, j gilt: 8;(u*)5;(u*) > 0, folgt
aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins:

u* € U(v;, fi) NU(vy, f5) .
Nach Konstruktion von U (v, f) muss dann gelten:
A <0und Aj; <0,
und es ergibt sich aus (2.32) der Widerspruch 0 < 0. Also erhalten wir
Bi(u*) =0 Vi=1,...,m.

Da aber u* € Ky C K, gibt es aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der
Eins einen Index ig mit 8;,(u*) > 0. Dies ist ein Widerspruch, also existiert
eine Losung des Problems (2.29). |

1.2.2 Kompakte Operatoren

Wenn wir den Satz von Brouwer auf unendlich-dimensionale Banachrdume
X dibertragen wollen, erkennen wir folgendes Problem: Die abgeschlossene
Einheitskugel B;(0) ist in X nicht kompakt, was im R™ gilt und im Beweis
des Satzes von Brouwer eine wichtige Rolle gespielt hat. Das folgende Gegen-
beispiel zeigt, dass selbst in separablen Hilbertriumen die Analogie von Satz
2.17 nicht gilt.

2.33 Satz (Kakutani, 1943). Sei H ein unendlich-dimensionaler separa-
bler Hilbertraum. Dann gibt es eine stetige Abbildung f: H — H, die die
abgeschlossene Einheitskugel in sich selbst abbildet und keinen Fizpunkt be-
sitzt.



