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Beweis. Wir schreiben wieder abkiirzend B = B1(0). Sei (yn)nez eine Or-
thonormalbasis von H, d.h. fiir alle n,m € Z gilt: (Yn,Ym) = Onm- Wir
definieren die Abbildung U, indem wir die Wirkung auf die Basisvektoren
angeben, d.h. wir setzen fiir alle n € Z

U:H—H:y,— Ypt1-

Da jedes x € H beziiglich der Orthonormalbasis eine Darstellung

)
T = E QiY; ,

i=—00

mit Y 7 |ai|* < oo, besitzt, kdnnen wir die Abbildung U auf beliebige
Elemente ¢ € H erweitern durch:

Uz) = Z QYit1 - (2.34)

i=—00

Offensichtlich ist U: H — H linear und beschrankt, d.h. insbesondere stetig,
und bildet die Mengen S, = {z € H| l|lz|| = r}, 0 < r < oo, in sich selbst
ab, wie man mit Hilfe der Darstellung (2.34) einfach nachrechnen kann. Wir
betrachten nun

7(@) = 5 (1= llelyo + U).

Offensichtlich ist f stetig und bildet die Kugel B in sich selbst ab. In der Tat
gilt fiir [|z|| < 1:

@I < 5 (1~ llal) ol + 1T = 5 + llall < 1,

wobei [lyo]| = 1 und ||U(z)|| < ||z|| benutzt wurden. Wir nehmen nun an,
dass f in B einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein z¢g € B mit f(zq) = zo-
Dies kann man auch schreiben als

20~ Ulz) = 3 (1~ Ilzoll) vo- (23)

Fiir £y konnen folgende drei Fille auftreten:
1. 2o = 0. Dann folgt aus (2.35)

1

0=-
2y07

was nicht moglich ist, da yo ein Basisvektor ist.

2. ||mol| = 1. Fiir zg = Y ayy; mit Y |a;|? = 1 erhalten wir aus (2.35)
i€z i€z

g = U(.CL'()),
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was sich mithilfe von (2.34) umgeschrieben werden kann als:
o ] oo
Z QY = Z QYit1 -
i=—00 i=—o00

Wir bilden nun das Skalarprodukt mit y;, j € Z und erhalten aufgrund
der Eigenschaften der Orthonormalbasis

aj = 01 Vi€eZ,

d.h. alle a; sind gleich, und somit ergibt sich der Widerspruch

Do lail* = o0 #1.

JEZ

3. 0 < ||lzo| < 1. Sei zg = 3 sy, wobei Y |a;|? < 1 gelten muss. Dies
i€z i€z
eingesetzt im (2.35) ergibt aber:

D (i — i) yi =

iEZ

(1= llzoll) o,

N | =

woraus folgt

1
Qy —a_1 = 5(1 — [|zoll) > 0,

o = @1, 1#0.
Insgesamt ergibt sich also
=01 <0g=01...,

und somit Y |a;]|?> = oo, was ein Widerspruch ist.
€L
In allen der drei moglichen Fille tritt ein Widerspruch auf, d.h. die Annahme
muss falsch sein. Also hat f keinen Fixpunkt. ]

Aus diesem Gegenbeispiel lernen wir, dass in unendlich-dimensionalen
Banachrdumen stetige Abbildungen nicht unbedingt einen Fixpunkt haben
miissen. Es ist also notwendig, stérkere Forderungen an die Abbildungen
zu stellen. Dazu betrachten wir folgenden Ansatz: Wir untersuchen solche
Operatoren, die durch ,endlich—dimensionale“ Operatoren angendhert wer-
den kénnen, und versuchen, den Satz von Brouwer auf diese anzuwenden. Zur
Umsetzung dieser Idee bendtigen wir folgende Definition.

2.36 Definition. Sei T: M C X —» Y, wobei X,Y normierte Vektorriume
sind. Der Operator T heifit kompakt, wenn gilt:

(i) T ist stetig,
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(ii) T bildet beschrinkte Mengen B C M in relativ kompakte Mengen ab, d.h.
T(B) ist kompakt.

e Das klassische Beispiel eines linearen, kompakten Operators ist ein In-
tegraloperator mit Kern aus L2. Sei 2 C R” ein beschrinktes Gebiet und
K € L?*(2 x ) ein Integralkern. Der Integraloperator A: L?(2) — L?(02)
ist dann definiert durch

Au(z) = / K (z, y)u(y) dy
2

Mithilfe eines Approximationsargumentes, des Satzes von Arzela—Ascoli und
der Abgeschlossneheit der Menge der kompakten Operatoren beziiglich der
Operatornorm kann man zeigen, dass A kompakt ist.

Wir erinnern an die Definition einer kompakten Teilmenge M eines topo-
logischen Raumes (X, 7). Eine Menge K heifit (iiberdeckungs-) kompakt
genau dann, wenn jede Uberdeckung von K durch offene Mengen (U,) eine
endliche Teiliiberdeckung enthilt, d.h.

N
Kcl|JUa = 3INay,...,on: KC|JUs-
acl i=1

Die Menge M heifit relativ kompakt, wenn M kompakt ist. Die Menge
M heiflt folgenkompakt genau dann, wenn alle Folgen aus M eine in M
konvergente Teilfolge besitzen, d.h.

V(xn)neN cM 3 (xnk)kEN Dy, 2T EM.

Die Menge M heifit relativ folgenkompakt genau dann, wenn alle Folgen
(zr,) aus M eine in X konvergente Teilfolge (z,,) besitzen. Die Menge M
eines metrischen Raumes (X,d) heifit prikompakt genau dann, wenn sie
ein endliches e—Netz besitzt, d.h. wenn sie sich fiir alle ¢ > 0 durch endlich
viele offene e-Kugeln iiberdecken lisst, d.h.

N
Ve>03N =N(),a1,...,an € M: M C|JBe(z).
i=1
Wir haben folgende Resultate (vgl. Zeidler: Applied Functional Analysis):
Lemma. In einem metrischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent
(i) M ist (iberdeckungs—) kompakt,
(if) M ist folgenkompakt,
(iii) M ist prikompakt und vollstindig.
Weiterhin gilt:
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(iv) M ist relativ kompakt genau dann, wenn M relativ folgenkompakt ist.

(v) Wenn M relativ kompakt ist, dann ist M prikompakt. Die ungekehrte
Implikation gilt, falls der metrische Raum vollstindig ist.

(vi) Wenn M kompakt ist, dann ist M abgeschlossen und beschréinkt.
e Die Definition kompakter Mengen und damit zusammenhingende Be-
griffe und Resultate finden sich im Appendix in den Abschnitten A.1 und A.2.

Insbesondere sind die Begriffe kompakt, folgenkompakt und prakompakt in
Banachriumen #quivalent (cf. Lemma A.2.1).

e Wir erinnern daran, dass in endlich—dimensionalen normierten Vek-
torrdumen gilt:

M ist genaw dann kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrdinkt ist.
Aufgrund dieser Aquivalenz iiberlegt man sich leicht folgende Aussage: Seien
X,Y normierten Vektorrdume. Ein Operator T: M C X — Y ist kompakt,
wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) dimY < oo und T ist stetig und beschréinkt.
(ii) dim X < oo und T ist stetig und M ist abgeschlossen.

Der folgende Satz zeigt, in welchem Sinne kompakte Operatoren durch
yendlich—dimensionale“ Operatoren angenihert werden konnen.

2.37 Satz. Seien X und Y Banachrdume, M C X eine nichtleere, be-
schrinkte Teilmenge und T: M C X — Y ein Operator. Dann sind dqui-
valent:

(i) T ist kompakt.

(ii) Fir alle n € N existiert ein kompakter Operator P,: M — Y, dessen
Bildbereich R(P,) in einem endlich-dimensionalen Teilraum von'Y liegt.
Die Operatoren P, approzinieren den Operator T gleichmdifig auf M,
d.h. fiir alle x € M und alle n € N gilt:

1
|Poz — Ty < . (2.38)

Beweis. (i) = (i): Wir zeigen zuniichst, dass T stetig ist. Es gilt fiir alle
x,y € M:

IT2 = Tylly < |ITz = Paslly + [1Paz = Paglly + [1Pay = Tylly
1 1

<= 4+|Px—P, - 2.39

<+ [IPaz = Paglly + - (2:39)

<

’

S|w

falls ||z — y||y klein genug ist. Hierbei wurde benutzt, dass P, fiir festes n
stetig ist. Um die relative Kompaktheit von T'(M) nachzuweisen, zeigen wir
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die Existenz eines endlichen 2-Netzes (cf. Lemma A.2.1). Aus (2.39) folgt
fir alle z,y € M

2
1Tz = Tylly < — +1Paz — Paylly - (2.40)

Da P, kompakt ist, gibt es z1,...,2ny € M mit

UB%

d.h. fiir alle y € M existiert ein z;,i € {1,..., N}, mit

1
”Pny - Pn-rz”Y <-.
n

Zusammen mit (2.40) ergibt sich daraus, dass fiir alle y € M ein z; € M
existiert mit

3
ITz; — Tylly < —,
mn

d.h. T(M) besitzt ein endliches 2-Netz. Also ist T’ kompakt.

(i) = (ii): Sei T kompakt und n € N gegeben. Da M beschrinkt ist, ist
T(M) relatlv kompakt und somit existiert ein endliches 1/n—Netz (cf. Lemma
A21),d

N
dz; € M,i=1,...,.N:  T(M)C|JB:i(Tz). (2.41)
i=1
Wir setzen y; :== Tz;,¢ = 1,..., N und konstruieren eine Zerlegung der FEins.
Fiir s =1,..., N definieren wir Funktionen a; : M — R durch

1
a;(zr) := max (E — 1Tz — yilly ;0> )

welche folgende Eigenschaften haben:

(a) Die Funktionen a;, i = 1,..., N, sind stetig, denn T ist stetig und das
Maximum zweier stetiger Funktionen ist stetig.

(b) Nach Konstruktion gilt: a;(z) > 0.
(c) Fiir alle z € M gilt wegen der Uberdeckungseigenschaft (2.41) der y;:

N
Z ai(z) >0
i=1

(d) Nach Konstruktion impliziert a;(z) > 0 die Ungleichung ||[Tz—y;|ly < % .
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Wegen (c) kénnen wir nun fiir 4 = 1,..., N definieren

-1

N
Ai(@) = ai(z) Z a;(x)

und erhalten, dass A;,i = 1,..., N die gewiinschte Zerlegung der Eins ist,
denn es gilt:

(i) Aufgrund von (a) und (c) sind die Funktionen A;, i =1,..., N, stetig.
(if) Nach Konstruktion gilt: 0 < A; < 1.

(iii) Fiir alle z € M gilt nach Konstruktion: S Aifx)=1.

(iv) Aus Ai(z) > 0 folgt ||Tz — yilly < L.

Nun definieren wir den sogenannten Schauderoperator P,: M — M,,, wobei
M, = co(y1,---,yn) C span(yi,--.,yn), durch:

N
Pu(z) := Z (@) ys 5 (2.42)

und zeigen, dass P, die gewiinschten Approximationseigenschaften hat. Auf-
grund von (iii), der Konstruktion der P, und (iv) gilt:

N
[|Prx — Tz||y = HPn:c - Z Ai(z) TSL'”Y
N =t (2.43)

1
<D Ni@)llyi = Tally < e

i=1

Nach Konstruktion gilt: R(P,,) C span(y1,.-.,yn), d-h. der Bildbereich von
P, liegt in einem endlich-dimensionalen Teilraum von Y. Die Menge P, (M)
und somit auch P, (M) ist beschrinkt, denn mit Hilfe von (2.43) folgt

1
1Pasll < [1Paz = Tal) + 1Tl < ~ +c,

da T kompakt ist und somit T'(M) beschrinkt ist (cf. Lemma A.2.1). Nach
Konstruktion (2.42) von P,, und aufgrund von (i) ist P, stetig. Der Bildraum
R(P,) ist endlich—dimensional und die Menge P, (M) ist beschrinkt und ab-
geschlossen, d.h. P, (M) ist relativ kompakt. Insgesamt ist also P, kompakt.

|

1.2.3 Der Satz von Schauder

2.44 Satz (Schauder, 1930). Sei T: M C X — M stetig, wobei X ein
Banachraum ist und M eine nichtleere, konvere und kompakte Teilmenge.
Dann besitzt T einen Fizpunkt.



28 1 Fixpunktsitze

Beweis. Der Operator T ist kompakt, da T (M) C M als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge selbst auch kompakt ist. Nach dem Beweis
von Satz 2.37 existieren daher kompakte Operatoren P,: M — M, wobei
M, =co(y1,-.-,yn) € M, N = N(n), so, dass fiir alle z € M gilt:

1

" .

| Prz — Ta|| <

Wir setzen B
P, := Py|um, -

Da M,, homsomorph zu B;(0) im RY ist und P, die Menge M, in sich selbst
abbildet, liefert Folgerung 2.23 die Existenz von Fixpunkten z,, € M, d.h.

Pozy, =z, . (2.45)
Fiir die Folge der Fixpunkte (z,) gilt:
Tn € M, C M.

Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (z,,)
bezeichnen, d.h. es existiert x € M mit

Tn >TEM (n = 00).

Wir zeigen nun, dass dieses x der gesuchte Fixpunkt von T ist. Unter Benut-
zung von (2.45) erhalten wir:

1Tz — zn|| = |Tx = Pozn|| < ||Tz = Tan|| + [|T2n = Pazn|| = 0 (n = o),

aufgrund der Stetigkeit von T" und der gleichmifligen Approximationseigen-
schaft (2.38) der P,. Somit ergibt sich

Tr =z,

d.h. z ist ein Fixpunkt von 7. ]

Wir wollen noch eine alternative Version des Satzes von Schauder bewei-
sen, die hiufiger benutzt wird. In der Praxis ist es namlich oft leichter, die
Kompaktheit eines Operators zu zeigen als die Kompaktheit einer Teilmenge
eines unendlich—dimensionalen Banachraumes. Dafiir ben6tigen wir folgendes
Lemma.

2.46 Lemma (Mazur, 1930). Sei X ein Banachraum und M C X relativ
kompakt. Dann ist auch co(M) relativ kompakt.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Da M relativ kompakt ist, existiert ein
endliches £-Netz, d.h. es existieren z1,...,2, € M so, dass fiir alle z € M
ein j € {1,...,n} existiert mit
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€
|l — 2] < 7 (2.47)
Dies erlaubt es uns, eine Funktion v : M — {1,...,n} durch folgende Vor-
schrift zu definieren:
v(z)=j,

wobei j der kleinste Index ist fiir den (2.47) gilt. Nach Deﬁnition von co(M)
gibt es fiir alle y € co(M), a; € [0,1], y; € M mit y = Z a;yi, E a; = 1.

=1 i=1
Aufgrund dieser Darstellung von y € co(M) und der Deﬁn1t10n von v erhalten
wir

m m m
€
Hy =D iz | = H >y - zv(ya)H <> aillyi =zl < 5
i=1 i=1 i=1
m
Da ) aizy(y,) € K := co(z1,...,2,) gilt, haben wir gezeigt:
i=1
(M) C | Bs(x). (2.48)

zeK

Wir betrachten nun die Funktion
n
Y [0,1]" x {1} x ... x {2z} 2> X (1, -, Qn, 21, -, 20) Zaizi,

die offensichtlich stetig ist. Fﬁr die Restriktion der Funktion v auf die Menge
A={(a1,...,a,) € 01]"| Ea,—l} gilt: (A x {zn} x...x{z}) =K

Somit ist K das Bild einer kompa.kten Menge unter einer stetigen Abbildung,
und also selbst kompakt , d.h.

N
Ak,....kn € K: K C|JBs(ki). (2.49)

2
i=1

Aus (2.48) und (2.49) folgt dann insgesamt

N
M) C | B:(k:
i=1

d.h. co(M) ist relativ kompakt. ]

2.50 Folgerung (Schauder). Sei T: M C X — M ein kompakter Ope-
rator, wobet X ein Banachraum ist, und M eine nichtleere, abgeschlossene,
beschrinkte und konvexe Teilmenge von X ist. Dann besitzt T einen Fix-
punkt.
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Beweis. Sei N = co(T(M)) C M. Wir iiberpriifen die Voraussetzungen
von Satz 2.44. Nach Lemma 2.46 ist N kompakt, konvex und nichtleer. Der
Operator T ist stetig, denn T ist kompakt. Weiter bildet 7' die Menge N in
sich selbst ab, denn es gilt:

NCM = T(N)CT(M) = T(N)Cco(T(N))Cco(T(M))=N.

Damit folgt nach Satz 2.44, dass T einen Fixpunkt besitzt. [ ]

1.2.4 Anwendung auf Differentialgleichungen

Wir betrachten zuerst noch einmal die gewohnliche Differentialgleichung

' (t) = f(t,2(1) ,

z(to) = Yo, (251)

wobei wir diesmal nur voraussetzen, dass f: () — R stetig ist, und nicht wie
beim Satz von Picard-Lindel6f Lipschitz—stetig.

2.52 Satz (Peano, 1980). Seien tg,yo € R und a,b > 0 gegeben und sei
Q={(t,z) e R ||t —to| < a,|z —yo| <D}.
Die Funktion f: Q — R sei stetig und beschrinkt, d.h. fir alle (t,x) € Q gilt:
|f(t,2)| < K.

Dann hat das Anfangswertproblem (2.51) eine stetig differenzierbare Lisung
z(-), die im Intervall [to — ¢, to + ¢], mit ¢ = min(a, %), definiert ist.

Beweis. Da f stetig ist, ist die Differentialgleichung (2.51) dquivalent zur
Integralgleichung

¢
z(t) =yo + /f(s,x(s)) ds.

Wir definieren nun den Operator T: M C X — X durch
¢
Txz(t) :=yo + /f(s,:c(s)) ds.
to

Das Anfangswertproblem (2.51) ist also dquivalent zu folgendem Fixpunkt-
problem:
Tr ==z, r€eEM,

mit
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X=C(to—c,to+¢;R),  lzllo = max fz(t)],
te[to—c,to-‘rc]
M ={z € X |||z - yollo < b}.

Die Menge M ist nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschriankt. Wie im
Beweis vom Satz von Picard-Lindelof folgt, dass der Operator T die Menge
M in sich selbst abbildet. Es ist noch zu zeigen, dass 7' kompakt ist. Dazu
verwenden wir den Satz von Arzela—Ascoli. Fiir alle ¢ € [to — ¢,%0 + ¢] und
z € M gilt:

T 2(t)| < |yo| + / |f(s,2(s))|ds

S|y0|+CK§CO;

d.h. T(M) ist gleichméBig beschrinkt. Weiter gilt fiir alle t1,t2 € [to—c, to+(]
und z € M:

t2
Ta(t:) - Ta(ty)| < / £ (5, 2(s)) | ds < K|t — ta],
t1

d.h. T (M) ist gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—Ascoli liefert also, dass
T (M) relativ kompakt in C([tg — ¢,to + ¢]; R) ist. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T stetig ist: Konvergiere x,, — x, (n — 00), beziiglich der Norm in X,
d.h. z,, konvergiert gleichmfig gegen z auf [to — ¢, to + ¢]. Dann haben wir

t
IT 2a(t) — Ta(t)] < / |£(5,2n(5)) — (5,(5))| ds
to

< ce.

da f auf @ gleichmiBig stetig ist und |t — t9| < ¢. Nach Folgerung 2.50 folgt
dann: Es gibt einen Fixpunkt von T, d.h. eine Losung von (2.51). Aus (2.51)
folgt sofort, dass die Losung z stetig differenzierbar ist, da f stetig ist. m

Wir betrachten nun die nichtlineare partielle Differentialgleichung

—Au = f(u) in 2,

2.53
u=20 auf 012, ( )

wobei 2 ein beschriinktes glattes Gebiet des R™ ist und f: R — R eine
gegebene Funktion.

2.54 Satz. Sei 2 ein beschrinktes glattes Gebiet des R™ und f € C°(R) eine
gegebene beschrinkte Funktion. Dann besitzt das Problem (2.53) eine Lisung
u € Hy?(2), d.h. fir alle o € Hy () gilt:
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/Vquodx:/f(u)cpda:. (2.55)
2 2

Beweis. Durch

[u,v] := /Vqudm, u,v € Hy? (),
7}

ist eine beschrdnkte, koerzive Bilinearform auf dem Hilbertraum HS 2(Q) de-
finiert, d.h. fiir alle u,v € Hy*(£2) gilt:

[, 1] < co llull o 1ol iy

[u,u] > ¢ ||U||§{é,2(9) .

Ferner ist offensichtlich durch

GWw) := [ gvdz,
/

ein beschriinktes lineares Funktional auf Hé 2(£2) gegeben. Nach dem Satz
von Lax-Milgram besitzt somit das Problem

—Av=yg in 2,

2.56
v=_0 auf 012, ( )

fiir alle g € L?(f2) genau eine schwache Losung v € Hy>(£2), d.h. fiir alle
@ € Hy*(2) gilt:

/VUchd:c z/gcpda:. (2.57)
Q Q
Deshalb kénnen wir einen Lésungsoperator durch

B:=(-A)tig—w (2.58)

definieren. Der Operator B ist kompakt, wenn man ihn als Operator von
L2() nach L2(2) auffasst, und stetig wenn man ihn als Operator von L2(2)
nach Hy?(12) auffasst. In der Tat, wenn wir in (2.57) ¢ = v wihlen, erhal-
ten wir mithilfe der Holder—, Poincaré— und Young—Ungleichung die apriori
Abschitzung

IVollzeca) < cllgllrza) - (2.59)

Wenn wir nun benutzen, dass auf Hy*>(2) die Normen || - llz2(2) + IV - llz2(2)
und ||V - [|z2(e) dquivalent sind, und die Definition des Losungsoperators
benutzen, erhalten wir

Byl 12y < cllgllrza) »
1Bgllg12 (o) < cllgllrz(e) (2.60)
1Bgllz>(2) < cllgllz>(e)
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wobei die zweite Ungleichung sofort aus der ersten folgt. Aus (2.60) folgt,
dass sowohl B: L*(£2) — L?(f2) als auch B: L*(£2) — H,"*(£2) stetig sind,
da B linear und beschriinkt ist. Da B aufgrund von (2.60), beschriinkte Men-
gen in L2(£2) in beschriinkte Mengen in H,**(£2) abbildet und die Einbettung
H,*(2) = L*(2) nach dem Rellichschen Einbettungssatz kompakt ist, er-
halten wir, dass B: L?(2) — L?(2) kompakt ist.
Die schwache Formulierung (2.55) des Problems (2.53) ist nun dquivalent
zum Fixpunktproblem
Tu=u, (2.61)

wobei T': L?(£2) — L%(£2) definiert ist durch
Tu:= B(f(u)).

Der Operator T ist wohldefiniert, da auf Grund der Voraussetzungen an f
fiir alle u € L?(2) gilt:

If(@)llz22) < 1212 Flpe(a) -

Dies und (2.60) liefern

ITull 5y < €1l ey = e (2.62)
Also bildet T' die abgeschlossene Kugel B, (0) des L?(2) in die abgeschlossene
Kugel Be, (0) des H,"*(£2) ab. Somit ist der Bildbereich R(T') relativ kompakt.
Der Operator T ist auch stetig. Aus u, — u, (n — oo0) in L?(12) folgt fiir
eine Teilfolge un, () = u(z), (k = o0), fast iiberall in 2. Da B linear und
beschrinkt ist, erhalten wir daraus und unter Benutzung von (2.60)

ITun, — Tullzze) = 1B(f(un,) = f(w)llz2(2) < cllf (un,) — F(u)llz2(e) -

Die rechte Seite konvergiert gegen Null aufgrund des Satzes von Lebesgue
iiber majorisierte Konvergenz. Dies gilt jedoch fiir jede fast iiberall konver-
gente Teilfolge von (u,) und somit auch fiir die gesamte Folge (cf. Lemma
3.0.4). Insgesamt ist also T': L2(2) — L2({2) ein kompakter Operator, der
die abgeschlossene Kugel Be, (0) des L?(2) in sich selbst abbildet. Folgerung
2.50 liefert sofort die Existenz eines Fixpunktes u € B, (0) C L%({2) von T.
Aufgrund von (2.61) und (2.62) erhalten wir, dass der Fixpunkt « in Hé 2(02)
liegt und aufgrund der Definition von T bzw. B die schwache Formulierung
(2.55) erfiillt. |

e Die Behauptung des Satzes kann leicht auf den Fall einer stetigen Funk-
tion f: R — R mit
[f@)] <e(1+]z]%),

mit 0 < a < 1, erweitert werden. Um die Analogie von (2.62) zu erhalten
muss man 0 < a < 1 und die Young-Ungleichung benutzen.






2 Integration und Differentiation in
Banachraumen

Die Begriffe des Integrals und der Ableitung fiir Funktionen f: 2 C R™ — R”
sind aus den Grundvorlesungen bekannt. Insbesondere sind das Lebesgue—
Integral [, fi(z)dx, i =1,...,n, wobei f = (f1,..., fa), die partiellen Ab-
leitungen gﬂ]ﬂ: (), i =1,...,n, j = 1,...,m, und das Differential D f(x)

bekannt. Wir moéchten nun diese Begriffe auf Funktionen

fiQCR™ 5 X,

erweitern, wobei X ein Banachraum ist. Das Vorgehen in Falle von Funktio-
nen mit Werten in Banachrdumen ist analog zum Fall vektorwertiger reeller
Funktionen. Alle Sétze und Resultate die wir fiir Funktionen mit Werten in
Banachrdumen kennenlernen werden haben eine Entsprechung in der Theorie
reeller Funktionen, aber an manchen Stellen mufl man aufpassen!

2.1 Bochner—Integrale

Der Einfachheit halber und in Anbetracht der Anwendung auf Evolutions-
probleme betrachten wir nur Funktionen

f:S—=X,
mit Lebesgue-messbaren eindimensionalem Definitionsbereich
S CR,

und beschrinken uns auf den Fall, dass X ein reeller reflexiver Banachraum
ist. Diese Voraussetzungen gelten fiir den gesamten Paragraphen. Im fol-

gendem bezeichnen wir das Lebesgue Maf einer Lebesgue—messbaren Menge
A C R mit m(A).

1.1 Definition. Eine Funktion f: S — X heifit Treppenfunktion, wenn
sie sich schreiben lGfit als
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wobei x; € X und B; C S CR Lebesgue—messbare Mengen sind, fir die gilt:
m(B;) < 0o, BiNB; = 0 fiir i # j. Die charakteristische Funktion xp ist
wie definiert durch

0, s¢ B,
XB(S)_{l, s€B.

1.2 Definition. Fiir eine Treppenfunktion f definieren wir das Bochner—
Integral durch

/f(s) ds := im(B,-)xi .
5 i=1

e Man beachte, dass das Bochner-Integral [ 5 f(s)ds ein Element des Ba-
nachraumes X ist.

In der Lebesgue Theorie reellwertiger Funktionen kann man zeigen, dass
eine Funktion genau dann messbar ist, wenn sie der punktweise Grenzwert
einer Folge von Treppenfunktionen ist. Weiterhin kann man das Lebesgue In-
tegral einer nichtnegativen reellen Funktion als den Grenzwert von Integralen
einer geeigneten Folge von Treppenfunktionen charakterisieren. Im Falle von
Funktionen mit Werten in Banachriumen werden diese Charakterisierungen
als Definitionen benutzt.

1.3 Definition. FEine Funktion f: S — X heifit Bochner—messbar, falls
eine Folge (f,) von Treppenfunktionen f,: S — X existiert so, dass
lim ||fn(s) — f(s)|lx =0 fast iberall in S . (1.4)
n—oo
Geniigt eine solche Folge der Bedingung

im [ | fn(s) = f(s)llx ds =0, (1.5)

n—00
S

so heiffit f Bochner—integrierbar, und wir definieren das Bochner—Inte-
gral als

n—o0
S

/f(s)ds = lim [ f(s)ds. (1.6)
5

e Das folgende Lemma, angewendet auf f, — f, stellt sicher, dass die
Bedingung (1.5) Sinn macht.

1.7 Lemma. Wenn f: S — X Bochner—messbar ist, dann ist die Funktion
1£Ol: S = R Lebesgue-messbar.

Beweis. Sei f: S — X eine Bochner—messbare Funktion. Dann gibt es eine
Folge fn: S = X von Treppenfunktionen fiir die (1.4) gilt. Offensichtlich sind
[|[fn()|l: S = R Treppenfunktionen mit Werten in R. Aufgrund von (1.4)
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haben wir fiir fast alle s € S
Tim [|7a()]l = I,

und somit ist die Funktion ||f(-)|| als Grenzwert einer Folge Lebesgue—
messbarer Funktionen selbst Lebesgue—messbar. ]

e Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, dass der Grenzwert in (1.6)
existiert. In der Tat haben wir fiir n,k € N

H/fnds—/fdeH:H/fn_fdeH S/an—fkllds,
s 5 % s

da (f,) Treppenfunktionen sind und es sich somit um endliche Summen von
Elementen aus X handelt. Die rechte Seite konnen wir abschétzen durch

/Ilfn—f||+||f—fk||d8—>0 (n,k = o0)
S

aufgrund der Voraussetzung (1.5). Damit ist gezeigt, dass ( [q fnds) eine
Cauchyfolge in X bildet. Aufgrund der Vollstindigkeit von X existiert also
der Grenzwert in (1.6).

e Der Grenzwert in (1.6) ist von der gewiihlten Folge unabhingig, da zwei
Folgen zu einer kombiniert werden kénnen und der Grenzwert existiert.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Bochner—-messbaren
Funktionen und Lebesgue—messbaren Funktionen her.

1.8 Satz (Pettis, 1938). Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist
f: S = X genau dann Bochner—messbar, wenn fir alle F' € X* die Funktion
(F,f(:))x: S = R Lebesgue—messbar ist.

Beweis. 1. Sei f Bochner-messbar. Nach Definition gibt es dann eine Folge
(fn) von Treppenfunktionen so, dass fiir fast alle s € S gilt:

fn(s) = f(s) in X, (n = 00).

Da starke Konvergenz in X schwache Konvergenz in X impliziert, folgt damit
auch, dass fiir alle F' € X* und fast alle s € S gilt:

(F, fu(s)) = (F, f(s))  (n—00). (1.9)

Offensichtlich sind (F, f,(-)}: S — R Treppenfunktionen mit Werten in R.
Was zusammen mit (1.9) impliziert, dass (F, f(-)): S — R Lebesgue—messbar
ist.

2. Der Beweis dieser Richtung ist sehr technisch und kann in [?, S. 131]
nachgelesen werden. n
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1.10 Folgerung. Sei X ein separabler Banachraum. Ferner sei f: S — X
eine Funktion und seien f,: S — X,n € N, Bochner—messbare Funktionen
so, dass fiir fast alle s € S

fn(s) = f(s) (n = 00). (1.11)
Dann ist f Bochner—messbar.

Beweis. Da die Funktionen f,, n € N, Bochner—messbar sind, folgt auf-
grund von Satz 1.8, dass fiir alle F' € X* auch die reellwertigen Funktionen
(F, f.(-)), n € N, Lebesgue-messbar sind. Aus (1.11) folgern wir fiir alle
F € X* und fast alle s € S

(Fyfn(s)) = (F,f(s))  (n—o00).

Somit ist auch der Grenzwert (F, f(-)) Lebesgue-messbar. Nochmalige An-
wendung von Satz 1.8 liefert dann, dass f Bochner—messbar ist. ]

1.12 Satz (Bochner, 1933). Eine Bochner—messbare Funktion f: S — X
ist genau dann Bochner—integrierbar, wenn die Funktion ||f(:)|]|x: S — R
Lebesgue—integrierbar ist.

Beweis. 1. Sei f: S — X Bochner—integrierbar und sei (f,) eine Folge von
Treppenfunktionen so, dass fiir fast alle s € S gilt:

fn(s) = f(s) in X (n = 00). (1.13)

Nach Lemma 1.7 sind ||f(")||: S = R, n € N, Lebesgue-messbar, was zu-
sammen mit (1.13) liefert, dass auch || f(-)|| Lebesgue-messbar ist. Wir haben
folgende punktweise Abschitzung;:

IF @I < 1 fa()ll + [1F(s) = fa(s)],

und somit ergibt sich fiir ein festes ng € N

/ 17(s)]|ds < / 1o (5)]]ds + / 17(5) = fno ()] ds < o0,
S S S

da f,, eine Treppenfunktion ist und der Grenzwert in (1.5) existiert. Also ist
[|f ()|l Lebesgue-integrierbar.

2. Sei f Bochner—messbar und sei (f,,) eine Folge von Treppenfunktionen, die
(1.13) erfiillt. Wir definieren

{fn(s)a falls || f(s)Il < 211 £(s)II,
0, falls || fu(s)[| > S/ (s)II -

Offensichtlich sind auch g,, n € N, Treppenfunktionen. Auflerdem haben wir

gn(s) ==



