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lgn(s) = F(s)l < lgn(s) = fuls)ll + [1Fn(s) = F(S)II,

woraus folgt, dass fiir fast alle s € S gilt:

lim {[gn(s) — f(s)]| = 0.

n—oo

Aufgrund der Konstruktion haben wir fiir fast alle s € S und alle n € N:

lga()]l < 2117 ()1

und erhalten somit durch
lgn(s) = F(S)Il < llgn () + £ ()]l < EIIf(S)II

eine Lebesgue—integrierbare Majorante fiir die Folge (|gn(-) — f()||). Nach
dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz folgt damit

lim [ {lgn(s) — f(s)l|ds =0,

n—oo

S

d.h. f ist nach Definition Bochner—integrierbar. [ ]

1.14 Folgerung. Sei f: S — X Bochner—integrierbar. Dann gilt:

Hs/f(s)ds . <S/||f(s)||x ds, (1.15)
und fir alle F € X*
(P [ 1as) = [(Fos)cas. (1.16)
s 3

Beweis. 1. Nach der Definition des Bochner—Integrals gilt fiir geeignete
Treppenfunktionen (f,):

| [ soras] = gim || [ 5uco)as]
S S
< Jin [ £ ds
S
<t ([ 1) = r1ds+ [ 15)as)
S S

:/Hﬂs)nds,
S
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wobei wir die Definition des Integrals von Treppenfunktionen und (1.5) be-
nutzt haben.

2. Nach dem Beweis von Satz 1.12 gibt es eine Folge (f,,) von Treppenfunk-
tionen, die fast iiberall gegen f konvergiert und fiir die gilt:

()l < SIF ) (1.17)

Aufgrund der Definition des Bochner—Integrals haben wir fiir alle F' € X*

(5 1638) = g (7. | )
S S

= lim [(F, fa(s))ds

n—oo

S

~ [(rse)as

S

wobei im 2. Schritt benutzt wurde, dass das Integral von Treppenfunktionen
eine endliche Linearkombination von Elementen aus X ist und F' ein lineares
stetiges Funktional ist.! Im letzten Schritt wurde (1.17) und der Satz von der
majorisierten Konvergenz von reellwertigen Funktionen benutzt. ]

e Sei I ein beschrinktes Intervall. Fiir Funktionen f € C(I; X) existiert
das Bochner-Integral nach Satz 1.12, da ||f(-)||: I — R Lebesgue-integrier-
bar ist. Es ergibt sich als Grenzwert Riemannscher Summen:

/f ds = nh_)rr;to (7 —t7), (1.18)

wobei t" € [t},t},1]. In der Tat, da f auf I gleichmiiBig stetig ist, gilt offen-
siChtliCh

Fals) = FE)Xpn e, 1(s) = f(s)  (n—o00), (1.19)
j=0

d.h. es existieren Treppenfunktionen (f,), die gleichméBig gegen f konver-
gieren. Das Bochner—Integral dieser Treppenfunktionen ist offensichtlich die
Summe auf der rechten Seite in (1.18). Aus (1.19) ergibt sich sofort, dass
(J;7 7 fn(s) ds) eine Cauchyfolge ist und somit die Bedingung (1.5) erfullt ist.

! Es gilt:

N N
/fn )ds) F,Zm (Bi") =¢ :Zm BI'){(F,z7) :/an ))x ds.
=1 i=1

S
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2.1.1 LP—Riume mit Werten in Banachriumen

Das Bochner—Integral ist analog zum Lebesgue—Integral definiert. Man kann
deshalb viele Resultate fiir Lebesgue—Integrale auf Bochner—Integrale {iber-
tragen, wobei die obigen Sitze, die einen Zusammenhang zwischen dem
Bochner— und dem Lebesgue—-Integral herstellen, niitzlich sind. Wir wollen
dies an einigen Beispielen illustrieren.

1.20 Definition. Wir bezeichnen mit

LP(S;X), 1<p<oo,

die Menge aller Bochner—messbaren Funktionen, fir die

/W@M%<w-
S

Die Menge aller Bochner—messbaren Funktionen, fiir die eine Konstante M
existiert so, dass fir fast alle s € S gilt:

If(s)lx <M
bezeichnen wir mit L>°(S; X).

e Zur Illustration wollen wir fiir ein glattes beschréinktes Gebiet 2 C R”
und ein beschrinktes Intervall I = [0, 7] den Raum L?(Qr) betrachten, wobei
Qr = NxITund 1 <p < oco. Fir f € LP(Qr) erhalten wir mithilfe des Satzes
von Fubini, dass fiir fast alle ¢t € I die Funktion

F): @ = Ria e flat),

zum Raum LP({2) gehort. In der Tat haben wir

T T
[ 1t ordzds = 15015 ds. (1.21)
0 N 0

was insbesondere zeigt, dass die Funktion
f:I—LP(2):t— f(t)

zum Raum LP(I; LP(§2)) gehort. Andererseits erhalten wir mithilfe von (1.21)
sofort, dass fiir f € LP(I; LP(£2)) gilt: f € LP(Qr). Wir haben somit gezeigt,
dass LP(Qr) = LP(I; LP((2)). Weitere Beispiele fiir LP~Rdume mit Werten
in Banachrdumen werden wir kennenlernen, wenn wir uns mit parabolischen
Differentialgleichungen beschéftigen.
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1.22 Satz. Die Menge LP(S;X),1 < p < oo, bildet einen Banachraum
beztiglich der Norm

P

1l (sx) = / 1£(s)I% ds
S

bzw.
(£l o (s5x) == essssupllf(S)IIX-

Beweis. Die Eigenschaften der Norm sind leicht nachzurechnen. Die Vollstan-
digkeit der Riume LP(S; X) kann wie folgt auf die Vollstéindigkeit der Rdume
L?(S;R) zuriickgefiihrt werden: Sei (f,) eine Cauchy—Folge in L?(S; X), d.h.

10 = 5l sy = [ 1hals) = Felo)ds =0 (k= o0).
S

Also ist nach Satz 1.12 die Folge der Funktionen (||fn(-) — fi(-)|x) eine
Cauchyfolge in LP(S;R). Ab hier kann man dem Beweis im Falle von L?(S; R)
folgen (cf. [?]). ]

1.23 Satz (Holder—Ungleichung). Sei f € LP(S;X), g € Lp’(S;X*),

%4_ i = 1. Dann ist (g(-), f(-))x € L*(S;R), und es gilt:

Fllpw (s5x) -

/ (9(s), () x ds < lgllirisix

S

Beweis. Seien (fy), (gn) Folgen von Treppenfunktionen so, dass fiir fast alle
s e S gilt:
fo—mfin X, g,—gin X", (n — ).

Somit gilt fiir fast alle s € S

(gn(s), fu(s))x — (g(s), f(s))x (n — o0),
d.h. auch die Funktion (g(-), f()) x ist Lebesgue—messbar, und es gilt

/(9(8),f(5)>x dSS/Hg(S)IIX*IIf(S)IIX ds
S

S

< gllzes;x ol Lo (553
aufgrund der Holder—Ungleichung fiir Funktionen mit Werten in R. ]

1.24 Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und 1 < p < co. Dann besitzt
jedes Funktional F € (LP(S; X))* genau eine Darstellung der Form
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F(u) = /(v(s),u(s))x ds fiir alle w € LP(S;X),
5
wobei v € LV (S; X*), % + z% =1.

Beweis. Der sehr technische Beweis verlauft analog zum Beweis im Falle
von Funktionen f: S — R (cf. [?, Kap. 4]). |

2.2 Differentiation von Funktionen mit Werten in
Banachriaumen

Bevor wir uns mir Ableitungen von Funktionen mit Werten in Banachraumen
beschéftigen wollen wir an die Definition des Raumes der stetigen Funktionen
erinnern. Seien X,Y Banachriume und sei U C X eine Teilmenge. Die Menge
aller stetigen Funktionen f: U — Y bezeichnen wir mit C'(U;Y"), welche in
natiirlicher Weise einen Vektorraum bildet. Man beachte, dass z.B. fiir offene
Mengen U eine stetige Funktion f: U — Y nicht beschrinkt sein muss. Falls
man die Menge der beschrédnkten, stetigen Funktionen mit der kanonischen
Norm

[fllo := sup [|f(@)lly
zeU
versieht, ist

(CoU;Y), [l llo) = ({f: U = Y [lIfllo < oo}, 1| - Ilo)

ein Banachraum. Dies beweist man analog zum Fall reellwertiger Funktionen.
Im Falle einer kompakten Menge U C X gilt: Cp(U;Y) = C(U;Y).

Die Konvergenz einer Folge (f,,) von Funktionen aus Cy,(U;Y") beziiglich
der Norm || - ||o ist nichts anderes als die auf U gleichméBige Konvergenz von
fn gegen f, (n — 00), im Banachraum Y.

2.1 Definition. Seien X,Y Banachrdiume, f: X - Y und he€ X, zg € X
gegeben. Falls die Abbildung ¢: R — 'Y, definiert durch

o(t) == f(xo + th),
in t = 0 differenzierbar ist, d.h.

rion e f(@o +th) — f(x0)
#'(0) = lim t

ey, (2.2)

sagen wir, dass f im Punkt xo eine Ableitung in Richtung h besitzt, die
wir mit § f (xo, h) bezeichnen. Falls  f(xo, h) fiir alle h € X existiert und die
Abbildung

Df(zg): X =Y : h— 6f(xo,h)

stetig und linear ist, sagen wir, dass f im Punkt o Gdateauz—differenzierbar
ist und nennen D f(xzo) die Gateaur—Ableitung von f im Punkt xg.
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e Die Definition (2.1) stimmt im Fall von X = R", Y = R™ mit der
Definition der Richtungsableitung reeller vektorwertiger Funktionen tiberein.
Insbesondere gilt im Falle m =1

5f(r0,00) = 2L (x0)

wobei e, i =1,...,n, die kanonische Orthonormalbasis des R" ist.
e Falls 6 f(xo, h) existiert, ist f im Punkt z( stetig in Richtung h, d.h.

}LI% flxo +th) = f(zo).

e Indem wir die Bezeichnung r(x) = o(||z||) einfiihren, kénnen wir die
Definition der Gateaux—Ableitung umschreiben. Wir definieren:

()l

]

r(x) = o([z[]) -0, (z—0).

Damit schreibt sich die Bedingung (2.2) in Definition 2.1 wie folgt:
f@o +th) — f(z0) = ¢'(0)t + o(t) .

e Falls § f(xo, h) existiert, dann gilt fiir alle y* € Y*:
d * *
%@/ S@o+th))y| =y 0f(xo,h))y .
t=0

2.3 Satz (Mittelwertsatz). Seien X,Y Banachriume und seien xg,h € X
gegeben. Ferner sei f: X =Y fir0 <t <1in f(xg+th) Giteaux-differen-
zierbar und sei die Abbildung t — 6 f(xo+th,h) auf den Intervall [0, 1] stetig.

Dann gilt:
1

f(zo+h) = flzo) = / 5F (o -+ th ) d.
0

Beweis. Seien y* € Y* und h € X gegeben. Wir definieren Funktionen
g:10,1] = Y und j: [0,1] = R durch:

g(t) = f(wo +th),  j(t)= (¥, g))y.

Nach Voraussetzung sind beide Funktionen nach ¢ differenzierbar und es gilt:

g'(t) =df(xo+th,h),  j'(t)=(y".g'(t)y.

Fiir die Funktion j gilt nach dem Mittelwertsatz in R

1
J(1) — 5(0) = / J(t)dt,
0
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was wir unter Benutzung der Definitionen von j und g umschreiben kénnen
als

(", f(zo+h) — fzo))y = [ (v, 0f(zo + th,h)), dt

o—_ _

1
<y*,/5f(xo + th, h) dt>y,
0

wobei wir (1.16) benutzt haben. Da y* € Y™ beliebig war, folgt aufgrund
einer Folgerung des Satzes von Hahn—-Banach

1

flzo +h) — f(xo) = /6f(xo+th,h)dt,

0

also die Behauptung. ]

2.4 Definition. Seien X,Y Banachriume und sei f: B.(zg) C X — Y eine
Funktion. Dann ist f Fréchet—differenzierbar im Punkt vo € X genau
dann, wenn eine stetige lineare Abbildung A: X — Y existiert so, dass

f(@o+h) = f(xo) = A +o([|nl]),  (h—0).

Wenn diese Abbildung existiert, nennen wir sie Fréchet—Ableitung von f
in xg und bezeichnen sie mit f'(xg) =: A.

e Die Funktion f: X — Y heifit stetig differenzierbar im Punkt x,
falls die Abbildung

't Be(wg) C X = L(X,Y): z— f'(x)

im Punkt xg stetig ist. Hierbei bezeichnet L(X,Y) den Raum der stetigen
linearen Abbildungen A: X — Y, der mit der kanonischen Operatornorm

IAllLx,y) == sup |[|Az|y,
lzllx <1

versehen, einen Banachraum bildet. Wenn f in jedem Punkt einer offenen
Menge U C X stetig differenzierbar ist, schreiben wir f € C*(U;Y).
2.5 Satz. Seien X,Y Banachrdiume. Dann gilt fir f: X - Y:

(i) Ist f im Punkt xo Fréchet-differenzierbar, dann ist [ in xo Gateauz—
differenzierbar.

(i) Ist f Gdteauz—differenzierbar in einer Umgebung U(xo), und ist Df(x)
stetig in xo, dann ist f Fréchet-differenzierbar in xg.
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Beweis. 1. Die Behauptung (i) folgt sofort, wenn wir in der Definition der
Fréchet—Ableitung h als th, h fest aber beliebig, wiahlen und dann ¢ — 0
gehen lassen.

2. Fiir die Funktion g(7) := f(xo + 7h) erhalten wir
g'(r) =0f(xo+Th,h).

Nach dem Mittelwertsatz 2.3 ergibt sich dann

1

(1) = 9(0) = g OVl = | [ 3#(eo + th. 1) — 8f (o, ) |

0

< [ 10560 +0) ~ Drteo)a] di

0
1

g/HDf(a:othh)—Df(xo)H [h]] dt
0

= o([[n[l),
da Df stetig in xg ist. Also ist f im Punkt z Fréchet—differenzierbar. ]

Auch Ketten- und Produktregel gelten dhnlich wie im R™. Doch wir
miissen zunichst einmal kldren, was ein Produkt ist.

2.6 Definition. Seien X,Y und W Banachrdume. Fine Abbildung B: X X
Y — W nennen wir Produkt, wenn B folgende Bedingungen erfillt:
(i) B ist bilinear, d.h. linear in beiden Komponenten,

(ii) B ist stetig, d.h. es existiert eine Konstante ¢, so dass fir alle x € X
und alle y € Y gilt:

1B(z,y)llw < cllzlxlylly -
2.7 Satz (Ketten— und Produktregel). Seien X,Y,W,Z Banachrdiume.
(i) Seien U C X, V C Y offene Mengen und seien f € CY(U;Y) und
g € CHV;Z) derart, dass f(U) C V. Dann ist go f € C*(U; Z), und es

gilt:
(g0 f)(x) =g (f(x)) o f'(z).

(ii) Sei U C X offen. Die Funktionen f: U —Y und g: U — Z seien in U
Fréchet—differenzierbar und B: Y x Z — W sei ein Produkt. Dann ist die
Funktion h: U — W: x — B(f(x),g(x)) Fréchet-differenzierbar, und es
gilt fir alley € X

W(z)y = B(f'()y,9(x)) + B(f(2),9'(x)y).
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Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist g in y := f(x) Fréchet—differenzierbar,
d.h.

9y + k) =9) +9' Wk + ||kl r1 (k) ,
wobei r1(k) — 0 fiir & — 0. Wir withlen
k=k(h)=f(x+h) = f(z) = f(x)h+|h]r(h),

wobei ro(h) — 0 fir h — 0, was aufgrund der Fréchet—Differenzierbarkeit
von f in z gilt. Insgesamt erhalten wir dann

g(f(x+h)) =g(f(2)) +g'(f(@) f'(@)h + [|h] r(R) ,
wobei fiir [|h]|7(h) := g'(f(x))||hl| r2(R) + ||f/(z)h + [|h] r2(h)|| r1 (k) gilt:

[ IRl < IRll|g" (f () r2(R) + 11 (x) + r2(R)] 1 (K)| -

Unter Beachtung von k(h) — 0 fiir h — 0 und ry(k) — 0 fiir & — 0 sowie
ro(h) — 0 fiir h — 0 erhalten wir r(h) — 0 fiir h — 0. Somit ist die Ketten-
regel bewiesen.

2. Sei y € X. Dann gilt nach Voraussetzung:

fl@+y) = f@)+ f(@)y+ lylr(y),
gz +y) = g(x) + g (=)y + llylr2(y) ,

wobei r1(y) — 0, r2(y) — 0 fiir y — 0. Wir betrachten nun

Wz +y) — h(z) = B(f(w+y)7 (z +y)) = B(f(2), 9(x))
= B(f(z) + f'(@)y + lylr1(y). 9(=) + ' (@)y + llylr2(y))
— B(f(z),9(z))
= B(f(x),d'(x)y) + B(f(z), r2() Iy

+ B(f'(z)y, g(x)) + B(f'(®)y. g (@)y + lyllr2(y))
+ lyllB(r1(y), g(z) + g'(x)y + lylr2(y))
=: B(f(x),9'(x)y) + B(f'(x)y, g(x)) + vl r(y),

wobei die Bilinearitét von B benutzt wurde. Aufgrund der Stetigkeit von B
erhalten wir r(y) — 0 fiir y — 0. Es gilt z.B.

|B(f(x),r2))|| < cllf @) r2)l| =0 fiiry — 0.

Somit ist auch die Produktregel bewiesen. ]

e Ableitungen héherer Ordnung: Fiir eine stetig differenzierbare
Funktion f: D(f) C X — Y haben wir

f:D(f)C X — L(X,Y).
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Héhere Ableitungen erhalten wir indem wir die Definition 2.4 iterieren, z.B.
ist f dann eine Abbildung

" D(f") C X — L(X,L(X,Y)).

Wir sehen, dass die Bildraume der Ableitungen eine immer kompliziertere
Struktur annehmen. Im weiteren benutzen wir fiir die n—te Ableitung fol-
gende Notation:

f("):XXXX~~~XXHY:(x,hl,...,hn)Hf(")(z,hl,...,hn).

n—mal

Wenn h; = h fiir alle i = 1,...,n ist, dann schreiben wir

™ (@)h"™ = f™(z, h,... h).
——
n—mal
Eine Funktion f: X — Y heifit n—mal stetig differenzierbar im Punkt
xg, falls die n—te Ableitung f) im Punkt zo stetig ist. Wir schreiben
f e C™"(U;Y), falls f in jedem Punkt der offenen Menge U n—mal stetig
differenzierbar ist.

e Partielle Ableitungen: Seien X,Y und Z Banachrdume. Wir be-
trachten eine Funktion

[r X XY = Z:(z,y) = f(z,y).

Wenn wir yg € Y festhalten, ist F(-) := f(-,y0): X — Z eine Funktion in
einer Variablen z € X. Die partielle Ableitung von f nach z ist dann,
analog zu den partiellen Ableitungen von Funktionen im R"”, definiert durch:
0
a—‘i(l‘m yo) = F/(LL'()) .
Analog kann man xg € X festhalten und mithilfe von G(-) := f(xo,-): Y — Z
die partielle Ableitung von f nach y definieren:

of

a—y(xo,yo) = G/(yo)~

2.8 Satz (Taylor). Sei U C X offen, f € C™(U;Y)und x € U. Ferner
existiere (") (x4 th) fir festes h € X und fir alle t € [0,1]. Dann gilt:

Pl h) = §@) + @t A fO@R 4 R (e, h),

wobei | Roa (W) < st Wby /040w + )
T7€|0,
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Beweis. Fiir y* € Y* setzen wir g(t) = (y*, f(x+th)): [0,1] — R. Der Satz
von Taylor in R liefert fiir ein ¢; € [0,1]

S+ 1) = (7 J@) + F @+ [+ o)

wobei Ry,i1(z,h) = mf("“)(x + t h)h"*tL. Die Behauptung folgt nun
mithilfe des Satzes von Hahn—Banach. ]

2.2.1 Satz iiber implizite Funktionen

Unser Ziel ist es, eine Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite Funktio-
nen, den wir fiir reellwertige Funktionen kennen, zu beweisen.
Fiir eine Funktion F': X x Y — Z wollen wir die Gleichung

F(z,y)=0

in einer Umgebung U (xg, yo) 16sen, wobei fiir (xq, yo) gilt: F(xg,y0) = 0. Wir
suchen also eine Abbildung y: = +— y(z), die auf einer Umgebung von xg
definiert ist, mit

F(z,y(z)) =0,
y(wo) = yo -

2.9 Satz (Hildebrandt, Graves 1927). Secien X,Y und Z Banachriume,
U(zo,y0) € X XY eine offene Umgebung von (xg,yo), F: X XY — Z sei in
Ul(xo,yo) definiert, und es sei F(xo,y0) = 0. Ferner existiere g—’; als Fréchet—
Ableitung in U(xo,y0), und es sei %—5(1"0,7;0): Y — Z bijektiv. Auferdem
seien F' und ‘?9—5 in (xo,yo) stetig. Dann existieren ro,r > 0 so, dass fir alle

x € X, mit ||z — zo|| <710, genau ein y(x) € Y existiert mit

ly(z) —yol| <7 wund F(z,y(z)) =0.

Die Funktion y(-) ist in einer Umgebung von xq stetig.

Beweis. 0.B.d.A. seien zg = yo = 0. Wir setzen
OF
9(x,y) = 5-(0,0)y — F(z,y) .
(@.9) = 5 0.0y = Fla.y)

Die Abbildung g(-,-) ist stetig in (0,0) und fiir ||z| klein genug ist g(z,-)
stetig in einer Umgebung von 0. Aufgrund der Bijektivitit von %—5(0,0) ist

dann die Gleichung F(x,y(x)) = 0 dquivalent zu folgender Gleichung;:

y— (2—5(&0))_ g(a,y) = Tuy. (2.10)
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Fiir alle ||z|| < ro und ||y, ||z]] < 7 gilt:

ag _OF oF

insbesondere gilt also:

dg

5,00 = 0. (2.11)

Da F und stetlg in (0,0) sind, folgt mit der Taylor—Formel fiir n = 0 und
h:y—zund (2.11):

Jg
gy(x, z+71(y —2))

z,y) — g(z, 2)|| < su -z
lg(@,y) = g(@, 2)[ < sup ly — 2| (2.12)
=o(L)|ly — =, r—0,7rg —0.

Dies zusammen mit der Stetigkeit von g in (0,0) und g¢(0,0) = 0 liefert:

lg(z, »)Il < llg(x,y) — g(z,0)|| + [lg(x, 0)||

2.13
= o)yl + o(1), roor 0. (213

Wir setzen M := {y € Y| |ly|| < r}. Aus (2.13) erhalten wir fiir alle y € M
und alle z € B,,(0) = {z € X | ||z| < ro}
Tl < (500.0)" | st

< K(o ( )yl +o(1))
<r,

falls 7o und r klein genug gewéhlt wurden. Deshalb bildet T, die Menge M
in sich selbst ab, d.h. es gilt fiir alle z € B,,(0):

Te.: M — M.

Mithilfe von (2.12) erhalten wir, dass T, eine k—Kontraktion ist. In der Tat
gilt:

oF -1
= Toal < | (G 0.0) | tate) ~ te.2)
< Ko(U)ly - 2|
1
< -,

wobei wir r eventuell noch kleiner als oben wéihlen. Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz gilt dann fiir alle 2 € X mit ||z]| < 7o
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yeY mit |ly|<r: y=Tuy.
Dies ist dquivalent dazu, dass die Gleichung
F(z,y(x)) =0

eine eindeutige Losung y(z) € Y besitzt. Die Stetigkeit von y(-) in 0 folgt
sofort aus der Stetigkeit der Abbildung (z,y) — Ty (cf. (2.10)) in (0,0)
mithilfe von Folgerung 1.1.12. [

2.14 Folgerung. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.9 sei F' im
Punkt (xo,y0) Fréchet—differenzierbar. Dann ist y = y(x) in xo Fréchet—
differenzierbar, und es gilt:

yian) == (G eom)) G oo,

Beweis. Nach Voraussetzung ist F' in (xg,yo) Fréchet—differenzierbar, d.h.

ox
+ o[z — zoll + lly — yoll) -

Fzy) = F(z0,50) + 2 (20,90) (& — o) + 38—1;(93073/0)(11 )

Fiir y = y(z) ergibt sich wegen F(zo,yo) = 0 und F(z,y(z)) =0

0= 2L (o) — 20) + %@o,yo)(y(x) )

+r(x — 20,y —yo)(||£E — ol + ||y—y0H)7

mit r(z — zg,y — yo) — 0 fiir (z,y) — (0,0). Wenn wir diese Gleichung nach
y(z) auflosen, erhalten wir

@)~y =~ (o)) (2w mlte o))

= %Yo

(2.15)
+7(z — 0,y — yo) (|lz — zol| + lly — woll) -

Da y stetig in z¢ ist, haben wir y(z) — y(x) fiir £ — (. Somit folgt aus
(2.15)
ly(z) = y(wo)|| < K [lz = zoll + 5 (ll= — zoll + ly — vol|)

fiir geniigend kleine ||z — x||. Dies impliziert
o(llz = zoll + [ly(z) — y(zo)ll) = o([lz — zol|)

und wir erhalten insgesamt:

@) =)~ (2eo10)) (D om0 —20)) + ol ol



