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Also ist y im Punkt xy Fréchet—differenzierbar, und es gilt nach Definition
der Fréchet—Ableitung:

y'(wo) = — (Z—Z(%?yoo h (g—i(fo»yo)) :

Wenn man die Gleichung

fla(y) =y

nach g auflost, bestimmt man die Inverse von f, d.h.

9v) = ).
Unter welchen Bedingungen dies moglich ist, zeigt

2.16 Satz (Satz iiber die inverse Funktion). Seien X,Y Banachriume
und sei U(xzo) C X eine offene Umgebung von xg € X und f: U(xg) — Y.
Die Fréchet-Ableitung ' existiere in U(xg), f und f' seien im Punkt xg
stetig und f'(xg): X — Y sei ein Homdéomorphismus. Dann ist f ein lokaler
Homdéomorphismus einer Umgebung V (xo) auf eine Umgebung W (f(z¢)) und
die inverse Abbildung f~' ist Lipschitz—stetig. Dariiber hinaus gilt: Wenn
lly — f(xo)|| hinreichend klein ist und y € W(f(xo)), so konvergiert die Folge
(zn,) mit

-1

T+l = Tp + (f/(:CO)) (y - f(xn))

gegen die eindeutige Losung von f(z) =y.

Beweis. Wir setzen yg := f(z¢). Zu y € Y suchen wir h € X mit
f(@o+h) = flzo) =y —vo.

Diese Gleichung ist nach der Definition der Fréchet—Ableitung dquivalent zu

f'(xo)h + R(xo,h) =y — o, (2.17)
wobei
R(wo, h) := f(wo +h) = f(zo) = f'(xo)h = o([|R]]) -
Wir definieren nun die Abbildung A := A,: B.(0) C X — X durch
Al = (f'(@0)) ™ (y = 9o — Rlxo, 1))
Die Gleichung (2.17) ist dquivalent zur Fixpunktgleichung

Ah=h, (2.18)
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was man sieht, wenn man (f’(xo))fl auf (2.17) anwendet. Dies ist méglich, da
f'(zo) ein Homdomorphismus ist. Zum Beweis der Existenz des Fixpunktes
von (2.18) wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz benutzen und zeigen
deshalb zunichst die k-Kontraktivitidt von A. Fiir hy, he € B.(0) gilt:

f/(.fr,o)(Ahl — Ahg) = R(iEQ, hg) — R(LL’(), hl)
= f(xo + h2) — f(xo + h1) — f'(x0)(he — h1)

—~

(f/(LL'o + Thy + (1 — T)hl) — f/(l'o))(hg — hl) dr,

I
o _

wobei wir die Definition von R(zg, h) und den Mittelwertsatz benutzt haben.
Damit erhalten wir

|Ahy — Ahs|

1
<1 o)™ = hall [ 1o + i + 7ha = b)) = £ (o) | dr
0

< k|lh1 — hal (2.19)

mit einem k € (0,1) fiir geniigend kleines €, da f’ stetig in zq ist. Also ist A
k—kontraktiv. Weiter gilt fiir h € B.(0):

AR < [|AR — AO[ + || AO]|
< kAl + 1 (F (o)™ (v — o)
<eg,

falls |ly — yol| klein genug ist, d.h. A bildet B.(0) in sich selbst ab. Der
Banachsche Fixpunktsatz liefert also fiir eine kleine Umgebung W (y) von

Yo:
Vy S W(yo) 3! hg € BE(O) : Ayho =hg.

Aufgrund obiger Uberlegung ist dies fquivalent zu folgender Aussage: Fiir
alle y aus einer Umgebung W (yg) von yo existiert genau ein hy € B:(0) mit
f($0 + hO) =Y,

d.h. die inverse Abbildung f=': W(yy) — V(zg): y — x¢ + ho existiert.
Weiter konnen wir zeigen, dass diese Abbildung Lipschitz—stetig ist. Seien
y1,Y2 € Be(yo) und seien hj, hy die zugehorigen Losungen der Gleichung
(2.17). Dann gilt:

[h1 — Rl

= HAylhl - Ay2h2H

< Ay ha — Ay ho|| + [[Ay he — Ay, ha|

< Kby — holl + | (f (o)™ (41 — yo — R(wo, ha) — y2 + o + R(wo, ha))]|
< kllhy = hall + || (f'(20)) ™ (s1 = y2) 4



54 2 Integration und Differentiation in Banachrdumen

wobei wir die k-Kontraktivitét von A,, (vgl. (2.19)) und die Definition von
A,, benutzt haben. Auflésen nach ||h; — ho|| ergibt:

s = hall < =2 (o)) ™ 1 o = gl
Damit haben wir gezeigt, dass f~! Lipschitz-stetig ist, denn
1F7 ) = £ @)l = b + @0 — (he +20) || < Klly1 — vl -
Aus dem Banachschen Fixpunktsatzes folgt, dass die Iterationsvorschrift
ho =0, hnt1 = Ahy

gegen den eindeutigen Fixpunkt von A konvergiert. Also konvergiert auch die
Folge

Tpy1 =20+ hpg
=x9+ Ah,,

=m0+ (f'(z0) ™" (y — f(z0) — R(wo,hn))

= a0+ (f'(0)) "' (y — flwo) = (F(x0 + hn) — f(wo) — f'(x0)hn))
=0 + i + (f/(20)) " (y = f(@o + hn))

o+ (f'(@0) " (= flan))

gegen die eindeutige Losung von f(z) = y. ]

2.20 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.16 ist f~1 Fréchet—
differenzierbar, und es gilt:

(£ (o) = (f' (@)™
Beweis. Sei f(xo) = yo, f(zo+ h) = yo + w. Dann gilt:
£ o +w) = 7 (wo) — (f(20)) " w0
=z +h—z— f'(x0) 'w
= h— f'(x0) ' (f(zo + h) — f(x0))
= —f"(x0) ™ (f(zo + h) — f(w0) — ['(w0)h)
= o([[nll),
da f an der Stelle zy Fréchet—differenzierbar ist. Weiter gilt:

1]l = llzo + = oll = [/~ (yo + w) = f 7 (o)l < cllwll,

wobei ¢ die Lipschitz-Konstante von f~! ist. Somit haben wir

F M o+ w) = £ (o) = (f(w0)) " w = o([|A]]) = of[[w]),

d.h. f7' ist an der Stelle yo Fréchet—differenzierbar mit der Ableitung
-1

(f/(%)) . [ |
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In diesem Kapitel wollen wir folgendes elementare Resultat verallgemeinern:
Die Funktion F': R — R erfiille folgende Bedingungen:

(a) F ist monoton wachsend,
(b) F ist stetig,
(¢) F(u) ist koerziv, d.h. F(u) — fo0 falls u — +o00.

Dann besitzt die Gleichung
F(u)=10

fiir alle b € R eine Lisung u € R.

Falls F' strikt monoton ist, so ist die Losung u eindeutig bestimmt. Dieser
klassische Existenzsatz folgt aus dem Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen.

Die Theorie monotoner Operatoren verallgemeinert diese Resultat auf
Gleichungen in einem reflexiven Banachraum X der Form

Au=b. (0.1)

Diese Theorie benutzt einige grundlegende Prinzipien und Tricks, die wir
jetzt kurz veranschaulichen wollen. Da man sich hierbei leicht in technischen
Details verlieren kann, gehen wir vorerst nicht auf Details ein.

Angenommen

(a) der Operator A: X — X* ist monoton auf dem separablen, re-
flexiblen Banachraum X, d.h. fir alle u,v € X gilt:

(Au — Av,u —v)x >0,

(b) A ist hemistetig, d.h. die Abbildung
t — (A(u — tv),w)x

ist stetig in [0, 1], fir alle u,v,w € X,
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(¢) A ist koerziv, d.h.

(Au,u) x

1m _—
lullx —oo |lullx

)

dann besagt der Hauptsatz iiber monotone Operatoren, dass A surjek-
tiv ist, d.h.
Vbe X* JueX: Au=b.

Der Beweis besteht aus folgenden Hauptschritten:

1.

Galerkin—Approzimation: Da X separabel ist, gibt es eine Basis (w;)ien
von X, d.h.

X, = span{wy, ..., w,}, X

I
(G
>
3

Wir approximieren (0.1) durch Probleme in X,,, dim X,, < co. Auf diese
Probleme ist der Satz von Brouwer anwendbar, der die Existenz einer
Losung u, fiir jedes dieser Probleme sichert.

Apriori Schranken: Wir zeigen dann, dass die Folge der Losungen (u.,)
beschriankt ist. Dies geschieht auf Grundlage folgenden Arguments: Wenn
A: X — X* koerziv ist, dann existiert ein R > 0 mit

(Au,u)x = (1 + 2[b]| x-)[|ullx Vu: ullx > R
= (Au,u)x — (b,u)x = (1+2[|b][x-)[[ullx — [[bllx-llullx
& (Au,u)x — (b,u)x = (14 [|bflx-)llullx
> (1+||b|x+)R Yu : Jul|x > R.

Falls v € X, mit |lu||x > R, eine Loésung von Au = b ist, dann gilt
aufgrund dieser Rechnung:

0= (1+[bllx-)R>0.

Dies ist aber ein Widerspruch. Daher erhalten wir, dass jede Lésung u von
Au = b die apriori Abschiitzung ||ul|x < R erfiillen muss.

Schwache Konvergenz: Da X ein reflexiver Banachraum ist, folgt aus dem
Satz von Eberlein-Smuljan, dass es in der beschrénkten Folge (u,) eine
Teilfolge (un, ) gibt mit u,, — w schwach in X (k — o00).

Existenz einer Losung: Das so gefundene u ist eine Losung von Au = b.
Diese Aussage beweisen wir mithilfe des folgenden Minty—Tricks.
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0.2 Lemma (Minty, 1962). Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und
sei A: X — X* ein hemistetiger monotoner Operator. Dann gilt:

(i) Der Operator A ist mazimal monoton, d.h. seienu € X, b € X* gegeben
so, dass
(b—Av,u—v) >0 Voe X,
dann folgt Au = b.
(ii) A geniigt der Bedingung (M), d.h. aus

Up — U inX (n—o0),
Au, — b in X* (n—o00),
(Atp, up) — (b,u) (n — 00),
folgt Au = b.
(iii) Aus

u, ~u inX, Au,—b in X" (n—o0),

oder alternativ
up, —mu in X, Au, —b in X" (n— o00)

folgt Au =b.

Beweis. 1. Seien u € X und b € X* gegeben, so dass die obige Annahme
eriillt ist. Fiir beliebige w € X setzen wir v = u — tw, ¢ > 0 und erhalten
aufgrund der Voraussetzung folgende Implikation:

(b—Av,u—v) >0 = (b—A(u —tw),w) >0.

Da A hemistetig ist, folgt durch den Grenziibergang ¢ — 0, dass fiir alle
w e X gilt:
(b — Au,w) > 0.

Wir ersetzen w durch —w und erhalten die umgekehrte Ungleichung. Insge-
samt gilt also (b — Au,w) = 0 fiir alle w € X, d.h. b = Au aufgrund des
Satzes von Hahn—Banach.

2. Da A monoton ist, folgt fiir alle v € X, n € N
0 < (Aup, — Av,up — v) = (Aup, upn) — (Av, up) — (Au, — Av,v) .

Durch den Grenziibergang n — oo ergibt sich aufgrund der Voraussetzungen
fiir alle v € X

0 < (b,u) — (Av,u) — (b — Av,v) = (b — Av,u —v).

Da aber A aufgrund von (i) maximal monoton ist, folgt daher Au = b.
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3. Die Behauptung ist eine Konsequenz von (ii), wenn wir wissen, dass
aus
U, —~u in X, fo—=f InX* (n— o0)
folgt, dass
Mit dieser Aussage erhalten wir (Au,,u,) — (b,u), (n — o0). Die Aussage

(ii) des folgenden Lemmas liefert aber die benotigte Aussage. [

0.3 Lemma (Konvergenzprinzipien). Sei X ein Banachraum. Dann gilt:

(i) Wenn x, — x schwach in X, (n — o0), dann gibt es ein Konstante ¢
s0, dass ||z, || x < c.
(ii) Wenn
T, =z mX (n—00),
fao—f mX* (n—o0),
dann folgt
<fna‘rn>X - <f,93>X (77,—>OO)

(ili) Sei X zusditzlich reflexiv. Die Folge (x,,) sei beschrinkt. Wenn alle kon-
vergenten Teilfolgen von (x,) gegen denselben Grenzwert x schwach kon-
vergieren, dann konvergiert die gesamte Folge (x,) schwach gegen x.

Beweis. 1. Dies ist eine Konsequenz aus dem Prinzip der gleichméfigen Be-
schranktheit. Fiir alle f € X* ist die Folge (( f xn>) beschriankt, da aufgrund
der schwachen Konvergenz von (x,) die Folge reeller Zahlen (f,x,) gegen
(f, x) konvergiert. Somit haben wir

sup [(f, )| < c(f)- (0.4)

Mithilfe der kanonische Isometrie J: X — X**  die gegeben ist durch

<Jx7f>X** = <f7x>X7

folgt somit aus (0.4), dass die Folge (Jx,) C X** punktweise beschrinkt ist.
Das Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit liefert also

sup ||J33n||X** < ¢,
n
da aber ||Jz, || x+ = ||zn]lx gilt, ist die Behauptung bewiesen.
2. Es gilt:

|<fn7xn> - <fax>| < ‘<fn7xn> - <faxn>‘ + |<faxn 7(L’>|
=|(fo = frza)| + (fi 20 — 2)|
<Mzl 1fa = I+ [{fs 20 — 2)]

Nun haben wir aufgrund der Voraussetzungen || f,, — f|| — 0, (n — 00),
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[{f,xp, —x)| = 0, (n — 00), sowie ||z,] < ¢ nach (i). Demzufolge erhalten
wir [{fn,zn) — (f,z)| = 0, (n — 00).

3. Beweis durch Widerspruch. Konvergiere (z,) nicht schwach gegen x,
d.h.

Jfe X", 3e>0,3(zn,): [(fian,) —(f,x)]>¢€ Vk € N.

Aber nach Voraussetzung ist die Teilfolge (x,,) beschrinkt. Daher gibt es
nach dem Satz von Eberlein-Smuljan eine Teilfolge (z,,,), die schwach kon-
vergiert und zwar nach Voraussetzung gegen x. Dies ist ein Widerspruch.
Also gilt die Behauptung. [

e Die Aussage von Lemma 0.3 (ii) gilt auch fiir den Fall:

T, —ax iInX  (n— o),
fo—=f ImX* (n—o0),

dann folgt
(frsxzn)x — (fyz)x (n— 00).

Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 0.3 (ii).

3.1 Monotone Operatoren

1.1 Definition. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und sei

A X — X* (1.2)
ein Operator. Dann heifst A
(i) monoton genau dann, wenn fir alle u,v € X gilt:

(Au — Av,u —v)x > 0.

(ii) strikt monoton genau dann, wenn fir alle u,v € X, u # v gilt:

(Au — Av,u —v)x > 0.

(iii) stark monoton genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt so, dass fiir alle
u,v € X gilt:
(Au — Av,u —v)x > cllu—of% .

(iv) koerziv genau dann, wenn

(Au,u) x

1im e —
lullx—oo |lullx
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e Offensichtlich gelten folgende Implikationen:
A ist stark monoton = A ist strikt monoton = A ist monoton.

e Wenn A stark monoton ist, dann ist A auch koerziv. In der Tat haben
wir
(Au,u) = (Au — A(0), u) + (A(0),u)
> clull® = | A0)|lx-[lul -
Also folgt:

(Au, u)
[l

> clull = |A(0) || x+ =00 fiir [Ju]| — oo,

Beispiele. 1. Gegeben sei eine Funktion f : R — R. Wir betrachten die
Funktion f als Operator von X nach X* mit X = R = X*. In R ist das
Dualitéatsprodukt gerade die Multiplikation, d.h.

(fu) = f(v),u—v) = (f(u) = f(0))(u—0).
Somit haben wir folgende Aussagen:
(i) f:X — X* (strikt) monoton <  f:R — R (strikt) monoton.
(i) f koerziv < lim f(u) = +oo.
u—Fo0

2. Wir betrachten nun die Funktion g : R — R

|u|P~2u firu#0,
g(u) = .

0 fir u=0.
Fiir g gelten folgende Aussagen:
(i) Fiir p > 1 ist g strikt monoton.

(ii) Fiir p = 2 ist g stark monoton.
(iii) Fir p > 2 gilt:
(9(u) = g(v),u —v) > clu—vf”.

1.3 Definition. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und A: X — X*
ein Operator. Dann heifit A:

(i) demistetig genau dann, wenn

U, —u in X (n— o) = Au,, = Au in X (n — 00).

(ii) hemistetig genau dann, wenn fir alle u,v,w € X die Funktion
t — (A(u+ tv),w)

in [0,1] stetig ist.



