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e Ein Operator A: D(A) € X — X* kann mit obiger Identifizierung als
mehrdeutige Abbildung A: X — 2% aufgefaBt werden. Die Definiton 1.1
der Monotonie als Operator A ist mit der Definition 3.2 der Monotonie als
mehrdeutige Abbildung A identisch. Ein Operator A: D(A) C X — X* heifit
mazximal monoton genau dann, wenn A monoton ist, und aus (u,u*) € X x X*
sowie

(" —Av,u—v)x >0 Vv € D(A)
folgt, dass u € D(A) und u* = Au gelten.
Die einfachsten Beispiele maximal monotoner Operatoren sind reelle

Funktionen. Jede monoton wachsende, und méglicherweise unstetige, Funk-
tion erzeugt offensichtlich einen monotonen Operator. Ferner gilt

3.3 Lemma. Sei f: R — R eine monoton wachsende und stetige Funktion.
Dann ist f mazximal monoton.

Beweis. Sei (u,u*) € R x R und es gelte fiir alle v € R

(u* = f(v))(u—v) >0.

Es ist zu zeigen, dass u* = f(u) gilt, denn u € R = D(f) wurde ja voraus-
gesetzt. Fiir u > v haben wir u* — f(v) > 0, d.h. v* > f(v). Wir wéhlen
nun v = u,, mit einer Folge (u,,), fir die gilt: u, /" u, (n — o). Die Stetig-
keit von f impliziert u* > f(u). Fiir v < v gilt «* < f(v). Wir wihlen nun
v = Uy, wobei (u,) eine Folge ist mit u, \, u, (n — o0). Die Stetigkeit von
f liefert v* < f(u). Somit gilt sowohl u* > f(u) als auch v* < f(u), d.h.
u* = f(u). ]

Durch ein einfaches Gegenbeispiel iiberlegt man sich, dass unstetige
monoton wachsende Funktionen nicht maximal monoton sein miissen. Sei
f: R — R definiert durch

f(x):{x firz <0,

x+1 firx >0,

d.h. f ist monoton wachsend, aber nicht stetig. Diese Funktion f ist nicht
maximal monoton. Um dies zu beweisen wihlen wir (u,u*) = (0,%) € R xR
und zeigen, dass fiir alle v € R gilt:

1
—(z=f)v>0.
2
In der Tat, im Falle v > 0 haben wir —(3 — (v + 1))v = (v + 4)v > 0. Und

im Falle v < 0 haben wir (v — )v > 0. Allerdings ist f(0) =0 # 3.

Eine zu Lemma 3.3 analoge Aussage erhalten wir auch fiir monotone
Operatoren.

3.4 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X — X* ein
monotoner, hemistetiger Operator. Dann ist A mazximal monoton.
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Beweis. Sei (u,u*) € X x X* und es gelte fiir alle v € X
(u* — Av,u—v) > 0.
Wir setzen v = u £ tw mit w € X und ¢ > 0. Dann folgt fiir alle w € X
Ft(u" — A(u £ tw),w) >0,

und demzufolge

Da A hemistetig ist, folgt im Grenziibergang t — 07, dass fiir alle v € X gilt:
(u* — Au,w) =0,

d.h. u* = Au ]

e Die inverse Abbildung A=1': X* — 2% einer maximal monotonen Abbil-
dung A: X — 2% auf einem reflexiven Banachraum X ist wieder maximal
monoton, denn

GA™) ={(u*,u) € X* x X | (u,u*) € G(A)}

und (u*,u)x = (u,u*)x~ fiir alle (u,u*) € X x X*, da X reflexiv ist. Hierbei
haben wir benutzt, dass X = X**.

3.3.1 Zeitableitungen

In der modernen Mathematik werden bei der Untersuchung von paraboli-
schen Differentialgleichungen und Evolutionsgleichungen die Ort— und Zeit-
variablen unterschiedlich behandelt. Was heifit das?

In Gleichungen dieser Art ist die Unbekannte eine Funktion v € X, wo-
bei X ein Funktionenraum ist, dessen Elemente auf dem Raum-Zeitzylinder
I x 2, wobei §2 ein beschrénktes Gebiet im R™ ist und I = [0,7] ein gege-
benes Zeitintervall ist, definiert sind, d.h. u: I x 2 — R. Nun kann man u
durch die Vorschrift

[a(®)](x) := u(t, z)

mit einer Abbildung @: I — Y assoziieren, wobei Y ein Funktionenraum
ist, dessen Elemente nur auf {2 definiert sind. Somit kénnen wir also fiir
alle t € I die Funktion @(t): 2 — R :  — u(t,x), als ein Element eines
Funktionenraumes interpretieren. Damit haben wir zwei Sichtweisen fiir w:
Einmal kann man u als Funktion in Ort und Zeit betrachten, andererseits
als Funktion in der Zeit mit Werten in einem Funktionenraum. Im Weiteren
werden wir die zweite Sichtweise benutzen.
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Eine weitere Besonderheit bei der Behandlung parabolischer Differen-
tialgleichungen besteht darin, dass in natiirlicher Weise mehrere Funktio-
nenrdume auftreten. Wir wollen dies am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

g—?fAu:f in 2x1,
u=20 auf 082 x I, (3:5)
u(0) = ug in 2,

illustrieren. Sei u eine glatte Losung von (3.5), die dann natiirlich auch die
schwache Formulierung von (3.5) erfiillt, d.h. fiir alle o € L2(I; Wy '?(£2)) gilt:

9
//a—?wdajdt—i—//Vu-V@dxdt://fwdxdt. (3.6)
I 0

I 2 I 2

Wenn wir nun ¢ = u wéhlen, erhalten wir, mithilfe partieller Integration und
der Young—Ungleichung, die apriori Abschditzung

[l ? e 122 (02)) + ||U||2Lz(1;W01~2(Q)) <c(lluollFz0) + 1F172(r.0200y) - (3.7)

Mithilfe dieser Abschétzung erhélt man, wenn man (3.6) als Gleichung fiir
‘g—“j auffasst, die Abschéitzung

|5
ot
Also benotigt man zur Behandlung der Wirmeleitungsgleichung in natiirli-
cher Weise die Réume L2(£2), Wy *(£2) und W—12(2) := (W, (2))*.

Wir wollen nun einen Spezialfall der Theorie verallgemeinerter Zeitab-

leitungen entwickeln. Eine ausfiihrliche Darstellung kann man z.B. in [?, Ka-
pitel 4] oder [?] finden.

2

< 7 2or . 3.8
L2(I (W2 (2)) ¢ (HUOHL2(Q)ﬂ ||f||L2(1,L2(Q))) (3.8)

Sei V' ein Banachraum und H ein Hilbertraum mit
Ve H>~H"-V".

Auflerdem sei V' dicht in H, d.h. V”'”H = H. Ein solches Tripel (V, H,V*)
heifit Gelfand—Tripel. Ein typisches Beispiel fiir ein Gelfand—Tripel ist
(W 2(02), L2(£2), W~12(£2)), also genau die Réume, die in natiirlicher Weise
bei der Behandlung der Wirmeleitungsgleichung auftreten.

Sei (V, H,V*) ein Gelfand—Tripel. Dann wird fiir alle h € H durch

(h,v)y := (h,v)m , veV,

ein stetiges lineares Funktional h € V* definiert. Die Zuordnung h — h
aufgefasst als Abbildung von H nach V* ist linear, stetig und injektiv. Daher
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kann man A mit h identifizieren. In diesem Sinne haben wir also H — V*
und fiir alle h € H und alle v € V' gilt:

<h, ’U>V = (h, ’U)H

Dies zusammen mit der Symmetrie des Skalarproduktes in H liefert fiir alle
v,weV
(w,wyy = (vy,w)g = (w,v)g = (w,v)y .

3.9 Definition. Sei u € LP(I;V),1 < p < oo und (V,H,V*) ein Gelfandf

Tripel. Dann definieren wir die 'verallgemeznerte Zeitableitung 7 “ als ein
Element des Raumes LP’ (I;v*), 4 o+ 5 =1, fir das gilt:
T T
du
<E(t),v (t)dt YoeV, Ve CX(LR).
0 0

e Im allgemeinen 1st + nicht mit der distributionellen Ableltung ¢ iden-

tisch. Die dlstrlbutlonelle Ableltung a’t‘ ist ndmlich auf Q1 definiert durch

T

//%(pdwdt //u—dxdt Yo € C5°(QT).

0

Beide Ableitungen stimmen jedoch iiberein, falls C5°(£2) dicht in V' liegt.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir I = [0, T]

W= {ue LP(I;V) | d—u e LV (I;V*)},

du (3.10)
fulbw =l + |5 -
Lr' (I;V*)
(W, - |lw) ist ein Banachraum. Dieser ist reflexiv, falls 1 < p < oo und V

reflexiv ist.

3.11 Lemma. Sei (V,H,V*) ein Gelfand-Tripel und sei W in (3.10) defi-
niert. Dann gilt die stetige Einbettung

W — C(I;H),

und fir alle w € W und alle s,t € I gilt:

[ G, dr = Sl = 3ol

S
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Beweis. 1. Der Beweis ist technisch und benutzt viele Approximationsargu-
mente. Er findet sich z.B. in [?, S. 147] oder in [?, S. 422].

2. Das Resultat ist das Analogon zur folgenden Rechnung fiir reellwertige
Funktionen u: I — R:

Juutyie= [ a0y it =S - Sue)P

(cf. [7,S. 147], 7, S. 422]). L]
3.12 Lemma. Sei (V,H,V*) ein Gelfand—Tripel, und sei der Raum W in
(3.10) definiert. Ferner sei L: D(L) C LP(I; V) — LP (I;V*), definiert durch
du

dt’

D(L) :=={ueW | u(0) =0}.

Lu =

Dann ist L ein linearer mazimal monotoner Operator auf D(L).

Beweis. 1. L ist per Definition linear.
2. L ist monoton: Seien u, v € D(L), dann gilt nach Lemma 3.11

d(u —v)

= L=y = (N - o)
(Lu v, u— V)L, (I;V) dt v va(I;V)

(e

Il
—

,u—v> dt
\%

1(u = o)D) — %H(u —0) ()%

Ow\._\o

>

da u, v € D(L), und somit u(0) = v(0) = 0.
3. L ist maximal monoton: Sei v € LP(I; V), w € v (I; V*), und es gelte
fiir alle w € D(L)

T
(w— Lu,v —u)pr(r,v) = / w — Lu,v —u)y dt > 0. (3.13)
0
Wir miissen v € D(L) und w = % zeigen. Wir wihlen u = ¢(t)z € LP(I; V)

mit ¢ € C§°(I;R), z € V. Es gilt w(0) = 0 und % = ¢/(t)z € L” (I;V*), da
¢ € C°(I;R), und damit v € D(L). AuBerdem haben wir

T
Lu iy = [(Ga), de =5 (@l - [O]F) =0, (319
0
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da ¢ € C§°(I;R). Wenn wir w in (3.13) einsetzen und (3.14) benutzen, erhal-
ten wir

T T
0< /<w7v>vdt—/<w,@z)v — (' z,v)y dt +0.
0 0

Nun gilt aber (z,u)y = (u, z)y fiir alle u, z € V und somit

T

T
OS/(w,v>vdt—/(gp’v—l—gpw,z)vdt.
0 0

Da z € V aber beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir —z und fiir Az,
wobei A € R beliebig gro3 werden kann. Auflerdem ist (w,v)y unabhingig
von z. Damit die Ungleichung fiir alle z richtig ist, mufl daher gelten

T
/cp(w,z>v+<p’(v,z)Hdt=O VzeV, Ve C&(I;R),
0

dh. w = 2¢ und somit erhalten wir ¢ € LY (I;V*), d.h. v € W. Zu zeigen
bleibt, dass v € D(L). Nach Voraussetzung gilt fiir alle w € D(L)

0 < (Lv— Lu,v —u)po(r,vy =

(e

—n

,v—u>vdt (3.15)

N =

(o) = (T — 10(0) — w113

da v € W. Wir wihlen eine Folge (a,) C V mit a, T — v(T) in H (n — 00).
Wir definieren nun u,(t) = a,t, u, € D(L), setzen wu, in (3.15) ein, und
erhalten

1

0= 5 () = wn(DIF; = [0(0) = ua(0)3)
1

= 5 () = anTI = e ©I)

Im Grenziibergang n — oo folgt daraus

1
0< —5 (O

d.h. v(0) = 0 und somit v € D(L). |

3.3.2 Der Satz von Browder

Ahnlich wie in den vorangegangenen Abschnitten wollen wir die Losbarkeit
von
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b€ Au+ Bu, ueC, (3.16)

untersuchen, wobei A: C C X — 2% ein maximal monotoner Operator ist
und B: C — X* ein pseudomonotoner Operator ist. Die Beziehung (3.16)
bedeutet, wenn A, B mehrdeutige Abbildungen sind, dass wir fiir gegebenes
b € X* ein u € C suchen so, dass gilt:

b=v+w, mit v € Au, w € Bu.
Wenn A und B Operatoren sind, dann ist (3.16) dquivalent zu
b= Au+ Bu, ueC.

3.17 Satz (Browder, 1968). Sei C' C X eine nichtleere, abgeschlossene,
konveze Menge eines reellen, reflexiven Banachraumes X. Sei A: C — 2X7
ein mazimal monotoner Operator und B: C — X* ein pseudomonotoner, be-
schrinkter und demistetiger Operator. Falls C' unbeschrdankt ist, sei B koerziv
beziiglich A und eines festen Elements b € X*, d.h. es existiert ein Element
uo € CN D(A), und eine Zahl r > 0 so, dass

(Bu,u —ug) > (b,u — uop), Yu € C mit ||u|| >r

Dann existiert fir dieses b € X* eine Losung u € C' N D(A) des Problems
(3.16).

Beweis. Die Strategie, die diesem Beweis zugrunde liegt, ist folgende:

e Galerkin—Approximation; aber diesesmal fithren wir sie nicht mit Gleichun-
gen sondern mit Ungleichungen durch.

e Losbarkeit der Galerkin—Ungleichungen; hierzu verwenden wir ein Abschnei-
de—Argument.

e Apriori Schranken fiir die Losung der Galerkin—Ungleichungen; diese folgen
aus der Koerzivitit von B.

e Konvergenz der Galerkin—-Methode; diese basiert auf der Pseudomonotonie
von B.

Da A: C — 2% maximal monoton ist und C' nichtleer, ist auch der Graph
von A nicht leer. In der Tat, angenommen er sei leer, dann ist die Bedingung

(u* —v*;u—v) >0 Y(v,v*) € A

fiir (u,u*) € C x X* erfiillt, da der Graph von A leer ist. Daraus folgt
(u,u*) € A, da A maximal monoton ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Annahme. Also existiert (ug, ufy) € A.
O.E.d.A. sei up = 0 und u§ = 0, d.h. (0,0) € A. Ansonsten gehen wir vom
Problem

b€ Au+ Bu, ueC,

iber zu
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b—u € Av+ B, veC —ug,

wobei Av := A(v+ ug) und Bv := B(v + ug) — uj. Aufgrund der Definition
von A erhalten wir, dass gilt: (v,v*) € A & (v + up,v*) € A. Sei nun
(u,u*) € (C —up) x X* derart, dass fiir alle (v,v*) € A gilt:

0< (u"—v*u—v)= W —v ' u+uy— (v+up)).

Dies zusammen mit der maximalen Monotonie von A : C' — 2% impliziert,
dass auch A: C — uy — 2¥ " maximal monoton ist. Da auch B nur eine
Verschiebung von B ist sieht man sofort, dass B: C — ug — X* demistetig
und beschrinkt ist. Um die Pseudomonotonie von B zu zeigen, wihlen wir
eine Folge (u,,) C C' — up mit u, — u, (n — o0o) und

0 > lim sup(Bup, u, — u) = limsup(B(u, + ug) — uf, un + up — (u + up)) -

n—oo n—oo

Aufgrund der Pseudomonotonie von B erhalten wir fiir alle w € X

(B(u + ug) — ufy, u+ up — w) < lminf(B(u, + ug) — ug, un + ug — w) ,

n—oo

was mit der Bezeichnung w = w — ug

(Bu,u — @) < liminf(Bu,,u, — o),
n—oo

impliziert. Aus der Koerzivitidt von B beziiglich A und b folgt mit v = u—ug €
C — ug, mit ||v]| > r — ||uo]|,
(Bv,v) = (B(v + ug) — uh,v) = (Bu —u},u — ug)
> (b —uj,u—ug) = (b —ug,v),
d.h. B ist koerziv beziiglich A und b — uj. Also erfiillt auch B die Vorausset-
zungen des Satzes.

1. Aquivalente Variationsungleichung: Wir suchen ein u € C' mit:
(b—Bu—v*,u—v)>0 Y(v,v*) € A. (3.18)

Dieses Problem ist dquivalent zu unserem urspriinglichen Problem (3.16).
Wenn nédmlich u € C die Ungleichung (3.18) 16st, dann folgt aus der maxima-
len Monotonie von A, dass (u,b—Bu) € A, d.h. insbesondere b € Au+ Bu und
u € D(A). Falls umgekehrt u eine Lésung von (3.16) ist, dann ist b— Bu € Au
und die Ungleichung gilt aufgrund der Monotonie von A.

2. Apriori Schranke: Sei v € C eine Losung (3.18). Da (0,0) € A gilt
(b — Bu,u) >0 & (Bu —b,u) <0.

Andererseits ist B koerziv beziiglich A und b mit ug = 0. Daher gibt es ein
r > 0 mit (Bu —b,u) > 0 fir alle ||u|| > r. Diese und die obige Ungleichung
liefern
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[[ull <7, (3.19)

falls u € C eine Losung von (3.18) ist.
3. Galerkin—Ungleichung: Wir bezeichnen mit £ die Menge aller endlich-
dimensionalen linearen Unterrdume Y von X. Wir wihlen ein festes Y € L.

Anstelle von (3.18) betrachten wir das approximative Problem: Wir suchen
uy € CNY, das die Ungleichung

(b — Buy —v*,uy —v)y >0 V(v,v*) e Amitve CNY (3.20)

16st. Man beachte in diesem Zusammenhang, dass aus ¥ C X die Relation
X* C Y™ folgt. Dies ist so zu verstehen, dass fiir v* € X* die Einschrinkung
auf Y C X sofort ein Element aus Y* liefert, d.h. die Dualitéitsprodukte auf
beiden Rdumen werden miteinander identifiziert, und es gilt fiir alle v € Y:

<U*7U>Y = <U*7U>X .

4. Losung von (3.20): Wir miissen eine weitere Approximation des Pro-
blems (3.20) durchfiihren. Dazu setzen wir fiir R > 0

Kr:={veCnY||v|x <R},
Gr:= {(v,v*)eA’veKR}.

Man beachte, dass beide Mengen nichtleer sind, da (0,0) € A. Wir approxi-
mieren (3.20) durch das abgeschnittene Problem: Suche up € Kg:

(b — Bup —v*,ug —v)y >0 Y(v,v*) € Gg. (3.21)

(a) Losung des abgeschnittenen Problems: Auf das Problem (3.21) wollen
wir Lemma 1.2.27 anwenden. Dazu setzen wir:

(o) K = Kg. Die Menge K C Y ist konvex und kompakt, da sie eine
abgeschlossene Teilmenge von Y ist und dimY < oo gilt.

(8) M = Gr. Menge M ist monoton, da der Operator A insbesondere
monoton ist.

(7v) T: K — X*: u+ b—Bu. Der Operator T ist stetig, da B demistetig
ist, d.h. aus u, — u(n — o0), folgt Bu, — Bu, (n — 00). Wir be-
trachten aber B eingeschriankt auf Y, d.h. B: CNY — X* C Y™ mit
dim Y* < 0o. In endlich—dimensionalen Rdumen impliziert schwache
Konvergenz aber starke Konvergenz. Also erhalten wir Bu,, — Bu,
(n — o), d.h. T ist stetig.

Nach Lemma 1.2.27 hat das abgeschnittene Problem (3.21) demnach eine

Losung up € Kg.

(b) Losung der Galerkin—Ungleichung (3.20): Wir setzen

Sk :={ug € Kg ‘ up ist eine Losung von (3.21)},
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d.h. Sgp C Kg fiir alle R > 0. Aus der Koerzivitit von B beziiglich A
und b (cf. Schritt 2.) folgt:

lurl < (3.22)

wobei 7 unabhéngig von R und Y € L ist. Die Menge Si hat folgende

Eigenschaften:

(o) Sg ist abgeschlossen. Sei (u,) C Sg, mit u,, — u, (n — o0). Da B
demistetig ist folgt also Bu,, — Bu, (n — o0). Somit bleibt die Un-
gleichung (3.21) beim Grenziibergang n — oo erhalten, d.h. u € Sg.

(8) Sg ist kompakt, da sie eine abgeschlossene Teilmenge von Krp =
{u e CNY | ||ul < R} ist und K, als abgschlossene und beschréinkte
Teilmenge des endlich-dimensionalen Raumes Y, selbst kompakt ist.

() Srr C Sg fiir alle R, R mit R' > R > r, da fir R' > R > r gilt:
Gr C Gp.

Fiir eine Folge R, — oo (n — o0) bilden also die Mengen Sp, eine

absteigende Folge kompakter Mengen und somit (cf. endliches Durch-

schnittsprinzip (3.24)) folgt die Existenz eines Elements uy mit

00
uy € ﬂSRn'

n=1
Aus (3.22) und der Definition von K C C erhalten wir sofort
luy| <7 und uy € C. (3.23)

Auflerdem ist uy eine Losung von (3.20), denn fiir (v,v*) € A,v € CNY
gilt: Es existiert ein R,,, so dass ||v|| < R,,. Damit ist uy eine Ldsung
von (3.21) fiir R,,. Da aber uy fiir alle R,, (n — o0) in Sg, liegt und v
beliebig gewdhlt war, erhalten wir

(b — Buy —v*,uy —v) >0  V(v,0v") € Amitve CNY.

5. Konvergenz der Galerkin—Losungen uy: Wir wollen zeigen, dass “uy — u*

in einem gewissem Sinne, wobei u eine Losung von (3.18) ist. Hierbei tritt das
Problem auf, dass Pseudomonotonie nur iiber (abzéhlbare) Folgen definiert
ist. Das System L ist aber iiberabzihlbar. Also ist eine weitere Approximation

noétig:

(a) Endliches Durchschnittsprinzip: Seien Y, Z € £. Wir setzen

Mgz :={(uy, Buy) € C x X* | uy Losung von (3.20) mit Y 2 Z}.

Wir wollen zeigen, dass es ein Element

(u,u) € () My
ZeL
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gibt, wobei M; der Abschlufl von Mz in X x X* beziiglich der schwachen
Topologie sei. Dieses u wird die gesuchte Losung sein. Wir beweisen nun
die Existenz eines solchen Paare (u, u*).

Aus der apriori Abschitzung (3.23) erhalten wir, dass fiir alle Y € £ gilt:
luy|| < r. Da B: X — X* beschrénkt ist, ist die Menge B(B,) auch
beschrénkt. Also gibt es einen abgeschlossenen Ball K C X x X* so,
dass

U Mzck.

zZeLl
Da X reflexiv ist, sind es auch X* und X x X*. Da K stark abgeschlos-
sen und konvex ist, ist K auch schwach abgeschlossen (cf. [?, Satz 5.10,
S. 166]). Daher folgt insgesamt, dass K schwach kompakt ist. Nun ist
aber fiir alle Z € £ die Menge MlZU schwach abgeschlossen und es gilt:
M C K. Demzufolge ist M, schwach kompakt, und

U MzcK.

zZeLl
Seien nun Y, Z € L beliebig aber fest. Wir setzen S = span{Y, Z} und
erhalten My N Mz O Mg. In der Tat, sei (ug, Bus) € Mg. Dann ist ug
eine Losung von (3.20) in einem Raum U 2 S = span{Y,Z} O Y und
U D S D Z. Das bedeutet aber (ug, Bug) € Mz N My . Wiederholen wir
dieses Argument endlich oft, erhalten wir

N
() My, #0 VN, VY, e L.

=1

Aus dem endlichen Durchschnittsprinzip folgt somit

I(u,u*) € (| M. (3.24)
zZeLl

Das endliche Durchschnittsprinzip besagt: Eine Menge K ist kompakt
genau dann, wenn jedes zentrierte System von in K abgeschlossenen
Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. Ein System A;,i € I,
heiflt zentriert, wenn der Durchschnitt beliebiger endlicher Teilsysteme
A;.,k=1,..., N, nichtleer ist.
Konstruktion eines speziellen Paares (vo, v3): Es existiert (vo, v) € A so,
dass gilt:

(b—u" —vi,u—1v9) <O0. (3.25)

Sei dem nicht so, dann gilt fiir alle (v,v*) € A:
(b—u*—v*u—v)>0.

Da A maximal monoton ist, folgt b — u* € Au. Wir kénnen nun speziell
v =wund v* = b —u* wihlen und erhalten (b —u* —v*,u —v) = 0. Dies
ist ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt (3.25).
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Spezielle Approximation:

3.26 Lemma. Sei X ein reeller, refleziver Banachraum und M C X sei
beschrinkt. Dann gibt es fiir alle w € M eine Folge (un) € M mit

Up — U (n — 00).

Beweis. Der Beweis benutzt einige Tatsachen aus der Theorie topolo-
gischer Rédume, die den Rahmen dieses Buches sprengen wiirden. Eine
Anleitung zum Beweis findet sich in [?, S. 911]. ]

Wir wéhlen nun Y € L fest: Die Menge M¢ ist schwach abgeschlossen
in X x X*, und (u,u*) € My wegen (3.24). Nach obigem Lemma gibt
es eine Folge (un,u)) C My mit (up,u)) = (u,u*) in X x X* (n — 00).
Nach Konstruktion von My ist u) = Bu, und insbesondere u, € C.
Die Menge C' ist abgeschlossen und konvex, also schwach abgeschlossen,
daher ist auch u € C. Demnach gibt es eine Folge (u,) C C so, dass

Upy — U in X
. . . (n — 00), (3.27)
Bu, —u in X
und
(b— Bup —v", up —v) >0  V(v,v*)e AmitveY NC, (3.28)

denn u,, € My, und Elemente von My sind Losungen von (3.20).

Pseudomonotonie von B: Wir wollen zeigen, dass gilt:
(Bu,u —v) < (v* —b,v—u) V(v,v") e AmitveYNC,

denn damit haben wir gezeigt, dass (3.18) und damit auch (3.16) fiir
alle v € Y NC gilt. Wir beschrinken uns dazu auf solche Y € L mit
vg € Y, wobei vg das Element aus 5. (b) ist. Wir wiihlen ein festes,
aber beliebiges Y mit dieser Eigenschaft. Aus (3.28) folgt fiir alle w € C,
(v,v*) € A,v e YNC,und alle n € N

(Bp, up, — w) < (b — 0" up — v) + (Bup,v —w) . (3.29)

Wir wihlen insbesondere w = v. Dies ist mdglich ist, da D(A) C C.
Somit folgt aus (3.29)

(Btg, up —v) < (0" —b,v—uy) V(v,0*) € Amit ve Y NC. (3.30)

Nun wahlen wir w = u, v = vg und v* = v, wobei (vg, v§) das spezielle
Paar aus 5. (b) ist, und erhalten aus (3.29)

(Btg, un — u) < (v — b,vg — Up) + (B, v — u)

und somit mit Hilfe von (3.27) und (3.25)
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lim sup (B, un, —u) < (v5 —b+u*,v90 —u) <0,

n—oo

d.h. lim sup (Buy,, un, —u) < 0. Da der Operator B pseudomonoton ist und
n—oo

Up, — u (n — 00), folgt mit Hilfe von (3.30) fiir alle (v,v*) € A, v € YNC
(Bu,u —v) < linnliorcl)f (Btn, Up — )
< (v* =b,v—uy,
d.h. fiir alle (v,v*) € A, und v € Y N C gilt:
(b— Bu—v*,u—v)>0.

Zu beliebigem (v,v*) € AgibteseinY € Lmitv € Y,denn |J Y = X.

vec
Damit haben wir gezeigt, dass o
(b—Bu—v",u—v)x >0 V(v,v*) € A,
d.h. u € C ist eine Losung von (3.18).
Der Beweis des Satzes ist vollsténdig. [

e Die Voraussetzung von Satz 3.17 ist fiir alle b € X* erfiillt, falls B
koerziv beziiglich A ist, d.h. es existiert ein Element uy € C N D(A) so,
dass

lim ————2 — o, (3.31)

Dann gibt es fiir alle b € X* eine Losung von (3.18), d.h. R(A+ B) = X*.
In der Tat haben wir fiir ||ul| > r

(Bu — b,u — ugp) S (Bu,u —uo)  [[0] [lu — uol|

[ [ [
- [l [
(Bu,u — ug)
—— — 2|bl|.
[l

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert gegen oo fiir ||u|| — oo. Somit
gilt (Bu,u — ug) > (b,u — up) fiir alle ||ul| > r mit r grof genug, d.h. die
Bedingungen des Satzes 3.17 sind fiir alle b € X* erfiillt.

Wir wollen nun Satz 3.17 auf Evolutionsprobleme anwenden.



