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Beweis. Wir wollen den Satz von Brezis (Satz 2.9) anwenden. Der Raum
X = VVO1 P(£2) ist ein reflexiver, separabler Banachraum. Aus den Lemmata
1.27 und 1.29 wissen wir, dass A; : X — X* ein strikt monotoner und ste-
tiger, also auch beschrinkter, Operator ist. Also ist A; nach Lemma 2.5 (i)
pseudomonoton. Nach Lemma 2.13 ist Ay ein stark stetiger, also auch be-
schriankter, Operator. Lemma 2.5 (ii) besagt, dass somit A, pseudomonoton
ist. Insgesamt ist also A = A; + A5 ein beschrinkter pseudomonotoner Ope-
rator, der nach Lemma 2.17 auch koerziv ist. Lemma 1.27 liefert, dass b € X*
gilt. Die Behauptung folgt nun sofort aus Satz 2.9. ]

3.2.3 Die stationdren Navier—Stokes—Gleichungen

Die stationsiren Navier-Stokes Gleichungen lauten?

—Au+ [Vulu+Vp=f auf (2,
divu=0 auf (2, (2.20)
u=20 auf 042,

wobei £2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 042 ist.
Diese Gleichungen beschreiben die Stromung einer viskosen, inkompressiblen
Fliissigkeit. Es ist u : 2 — R? die Geschwindigkeit, p : 2 — R der Druck
und f: 2 — R? eine dussere Kraft. Wir setzen

X = {ue (Wy2(2)’ | diva = 0}. (2.21)

Dies ist offensichtlich ein linearer Teilraum von (WO1 ’2((2))3, den wir mit der
Norm

[ullx = [IVallz2(@)sxs (2.22)

versehen. Wir definieren fiir alle u,¢p € X

(Aju, @) ::/Vu-Vgod:r,
I7;

(Agu, ) = /[Vu]u “pdx,
“ (2.23)
(P,p) = /Vp-cpd:r = —/pdivcpdac =0,
Q

b, @) ::!f.godx.

? Wir benutzen die Notation [Vulu = ( Y (9;us) u;)

= i=1,2,3
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Offensichtlich ist die Operatorgleichung A; + A, = b in X* dquivalent zur
schwachen Formulierung von Problem (2.20), d.h. fiir alle ¢ € X gilt

/Vu-chdx—l—/[Vu]u~<pdx:/f-godm. (2.24)
Q Q Q

Wir iiberpriifen nun, dass A, As: X — X*, b € X* gilt, und dass der

Operator A = A; + A, die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfiillt.

2.25 Lemma. Der Raum X mit der Norm (2.22) ist ein reflexiver, separa-
bler Banachraum.

Beweis. Der Raum X, definiert in (2.21) ist ein abgeschlossener Teilraum
von (WOI’Q(Q))?). Sei (uy,) € X eine Folge mit u, — u in (W01’2(!2))3 (n —
00). Daraus folgt insbesondere, dass Vu,, — Vu in L?({2) (n — oo). Daher
gibt es eine Teilfolge mit Vu,, — Vu fast tiberall (k — oo0). Wir arhalten
also fiir fast alle x € 2

divu(z) = tr Vu(z) = lim tr Vu,(z) =0,

n—oo

d.h. u € X. Die Abgeschlossenheit von X stellt sicher, dass X ein separabler
Banachraum ist. Auflerdem ist ein abgeschlossener Teilraum eines reflexiven
Raumes wieder reflexiv. [

2.26 Lemma. Unter dem obigen Voraussetzungen an {2 und mit X, definiert
in (2.21), ist der Operator Ay : X — X* linear, stetig, koerziv, strikt monoton
und beschrdinkt.

Beweis. Der Operator A; : X — X* ist eine vektorwertige Variante des
Operators A : W, (£2) — (W, *(£2))* in Lemma 1.27 mit p = 2 und s = 0.
Da X ein abgeschlossener Teilraum von (WO1 ’2((2))3 ist folgt sofort

A X € (WEH(2)) = (WE2(2)° C x*,

da die Restriktion auf X eines Funktionals definiert auf (WO1 ’2’(()))3 auch
ein Funktional auf X ist. Die Behauptung folgt also sofort aus Lemma 1.27
und Lemma 1.29. ]

2.27 Lemma. Der Operator As definiert in (2.23) ist ein stark stetiger,
beschrinkter Operator von X mnach X*.

Beweis. 1. Fiir alle u, ¢ € X gilt:

(Aou, )] < / [ul|Vul|g| d

0
< ([rtas)' ([ 1ol az) 1vuils
0 (9

< cl[VullZzllelx
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denn X — L*(2) wegen i > % — % = %. Aus der Abschitzung folgt
Asu € X* und damit As: X — X™, als auch die Beschrianktheit von As.

2. A, ist stark stetig: Sei (u,) C X eine Folge mit u, — u (n — 00). Aus
der kompakten Einbettung X —< L*({2), erhalten wir fiir eine Teilfolge
u,, — uin LY(2) (k — 00). Da die weitere Argumentation wieder fiir alle
konvergenten Teilfolgen gilt, bezeichnen wir die obige Teilfolge wiederum mit
(u,). Wir werden zeigen, dass gilt:

|Asu, — Asu||x« = sup [(Asu, — Asu, )| =0 (n — o0).
peX
llellx<1

Nehmen wir an, dies gelte nicht. Also existiert ein £y > 0 und Elemente
v, €X, |lenllx <1 so, dass fiir alle n € N gilt:

[(A2u, — Aou, ) > €.
Da die Folge (¢,,) beschrénkt ist, gibt es eine Teilfolge (¢,,, ) mit ¢, — ¢

in X (k— o), und ¢, — ¢ in L*(2) (k — o). Fiir diese Teilfolge, im
Folgenden mit (¢p,,) bezeichnet, gilt:

(s, — Ao, p,)]| = | / [Vunu, - @, — [Vulu- g, di]
0

= ‘ /[Vun](u" —u)- ¢, +[V(u, —u)ju- (¢, —¢)
2

+ [V(u, —u)ju- cpdx‘
<l = af e[ Van] 2 (lenll s

+ [[ul[z4 [V (un =)l — llzs
+ ‘ /[V(un —u)ju- dx‘
2

< Cl||un - u||L4 + CQ”‘Pn - CPHL‘I

Jr‘/[v(un—u)]u'cpdz‘ﬂO (n — 00),
Q

da ||Vu,|/z> beschrinkt ist, u,, — u in L*(£2), Vu,, — Vu in L?(£2) und
@, — @ in L*(£2). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Damit folgt
Asu, — Asu, d.h. A, ist stark stetig auf X. [ |

2.28 Satz. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—stetigen Rand
082. Dann gibt es zu einem beliebigen £ € (L*(£2))3 ein u € X, wobei X in
(2.21) definiert ist, so, dass u (2.20) im schwachen Sinne ldst, d.h. (2.24)
gilt.
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Beweis. Aufgrund der Lemmata 2.26, 2.27 und 2.5 ist der Operator
A= A1+ Ay: X — X* beschrankt und pseudomonoton. Es bleibt zu zeigen,
dass A auch koerziv ist. Fiir alle u € X haben wir:

al?
(Agu,u) = /Z % uzujdx_/z jaxj (|2| )

1,j=1

2
—/ﬁdivualacZO7
2
Q

da fiir u € X gilt divu = 0. Da A; koerziv ist, ist also insgesamt A koerziv
auf X 3. Offensichtlich ist b € (W, 2(2)3)* C X*, sofern f € (L2(£2))3, mit
denselben Argumenten wie in Lemma 1.27. Satz 2.9 liefert die Behauptung
des Satzes. ]

Bisher haben wir die Existenz einer Geschwindigkeit u gezeigt, die (2.24)
erfiillt. Um auch einen Druck p zu finden so, dass fiir alle ¢ € (W,(£2))3
gilt:

/Vu-Vgodx+/[Vu]u~cpdx+/pdivgoda::/f-(pdx, (2.29)
2 Q

*

muss man den Satz von De Rham auf F € ((WOI’Q(Q))3) definiert durch

(F,p) := /Vu~chdx+/[Vu]u~cpdxf/f~god:z
2 Q
anwenden.
2.30 Satz (De Rham, 1960). Sei F € ((VV1 2(9))3)* ein Funktional, fir
das fiir alle p € X gilt:

(F,p)=0.

Dann ezistiert ein p € L*(§2) mit Jopdz = 0 so, dass fir alle ¢ €
(WEA(Q))? gilt:

(F, o) :/pdivgodx.
[0}
3 Die Koerzivitit ist die einzige Eigenschaft, die nur auf X und nicht auf

(WO1 ’2((2))3 gilt. Zum Beweis der anderen Eigenschaften bendtigen wir nicht,
dass divu = 0.
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fiir alle r < p"+2. Aufgrund von Satz 3.42 mit By = WOLP(QLB = L*(),
S < By = (WaP(2))",po = p.ps = ¢/ haben wir

W —— LP(I; L°(£2)). (3.68)

Sei nun (u,) € W eine beschrinkte, schwach konvergente Folge. Aufgrund
von (3.68) gibt es eine Teilfolge (u,, ) mit

Up, — u in LP(I; L°(2)) (kK — 00). (3.69)

Aus (3.67), (3.59) und (3.69) folgt also

/ ety (8) — () [ dt < c Jetmy — ullly / s (£) — w(t)|2. dt

¢ / lame (£) — u(t)]
I

d.h. up, — uwin L™(I x 2) (k — o0), falls r < p™t2, .

Podt -0 (k— o0),

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um den Operator A, zu be-
trachten (cf. Lemma 2.13).

3.70 Lemma. Sei 1l < p < o0, X = LP(I; Wol’p(Q)) und geniige die stetige
Funktion g der Bedingung (2.14), d.h. g besitzt (r — 1)-Wachstum. Dann
bildet der Operator As den Raum

W:{ueX|%eX*}

in seinen Dualraum ab und ist beschrankt, falls r < p”+2 Firr < p”—+2 ist

Aqy stark stetig.
Beweis. 1. Aufgrund der Wachstumsbedingung (2.14) haben wir fiir alle
u,v € W und g = p 22

n

e <e [ [ @+ pul)y ol dods
< e+ [l gy ooty
Sofern (r — 1)¢’ < ¢ gilt, erhalten wir also aufgrund von (3.64)
[(Azu, )] < e (1 + ullip ™) Iollw - (3.71)

Die Forderung (r — 1)¢’ < ¢ ist dquivalent zu r < ¢ =p . Somit folgt aus
(3.71) und der Definition der dualen Norm in W*, dass Ay : W — W* und
dass A, beschrankt ist.

2. Sei (up,) € W eine schwach konvergente Folge. Aufgrund von Folgerung
3.65 gibt es eine Teilfolge mit

n+2
n
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U, — U in L"(I x £2) (k — o),
wobei r < p™t2. Wir setzen (cf. Lemma 2.13, Teil 2.)
F(u) = g(u)
und erhalten aus Lemma 1.19, dass der Nemyckii—-Operator
F:L'(Ix0)— L (Ix%)
stetig ist, d.h.

[E(un,) = E@lr (rx0y = 0 (k= 00).

Daraus und aus der Definition der Norm in W* erhalten wir sofort, dass (cf.
Lemma 2.13, Teil 2.)

Astiy, — Agu in W* (k — o).

Das Konvergenzprinzip Lemma 0.3 liefert, dass Ay : W — W* stark stetig
ist. ]

In Lemma 3.36 wurde gezeigt, dass der Operator A; den Raum X in
seinen Dualraum X* abbildet. Da W C X ist, erhalten wir sofort, dass

AW —-W*

und dass A; : W — W* ein stetiger, strikt monotoner, koerziver und be-
schrinkter Operator ist.

3.72 Lemma. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 3.70 erfiille g
die Koerzivititsbedingung (2.18). Dann ist der Operator A = Ay + Ay: W —
W* koerziv.

Beweis. Der Beweis lduft genau wie der Beweis von Lemma 2.17, wenn man
LP(2) durch LP(I x §2) ersetzt. ]

3.73 Satz. Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit Rand 012 € CO%1!
und sei I =1[0,T] ein endliches Zeitintervall. Sei ferner % <p<n
und erfille die stetige Funktion g : R — R die Bedmgungen (2.14) und
(2.18) mit 1 <r < p"+2 Dann gzbt es fir alle f € ¥’ (I x 2) eine Losung
u € D(L) = {u € W|u(0) = 0} des Problems (3.35), d.h. fiir alle

p € CF(I x 2) gilt:

f <dz§>,@@>w, e
I

+// t) da dt = //f t)dadt .

1
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Beweis. Offensichtlich ist (Wol’p(ﬁ), L3(02), (Wol’p(ﬂ))*) ein Gelfand—Tripel,
da WyP(2) < L2(R2) fiir p > 2. Der Operator A: W — W* ist koerziv
nach Lemma 3.72 und pseudomonoton, demistetig und beschrinkt aufgrund
von Lemma 2.5 und Lemma 3.37, sowie Lemma 3.70 (cf. Beweis von Satz
2.19). Da L: D(L) C W — W* : u+— % ein maximal monotoner Operator
ist, folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.34. ]






4 Der Abbildungsgrad

Der Abbildungsgrad ist niitzlich, um die Losbarkeit von Gleichungen der Art
flz) =y

mit Hilfe topologischer Uberlegungen zu zeigen. Grob gesagt gibt der Abbil-
dungsgrad die Anzahl der Losungen an. Der Abbildungsgrad kann definiert
werden fiir Funktionen

a) f: R® — R™. Mithilfe dieses Begriffes des Abbildungsgrades kénnen
wir den Satz von Brouwer (cf. Satz 1.2.17) einfach beweisen.

b) f: X — X, wobei X ein Banachraum ist. In diesem Fall finden wir
einen einfachen Beweis fiir den Satz von Schauder (cf. Satz 1.2.44).

4.1 Der Abbildungsgrad von Brouwer

Im Folgenden sei immer 2 C R™, 2 # (), ein beschrinktes, offenes Gebiet.
Ziel dieses Abschnitts ist es, folgenden Satz zu beweisen:

1.1 Satz (Brouwer 1912, Nagumo 1951). Sei f: 2 — R™ eine stetige
Funktion, und sei p € R™\ f(012). Dann ezistiert eine ganze Zahl d(f, 2,p),
der Abbildungsgrad, mit folgenden Figenschaften:

(1) Falls d(f,$2,p) # 0, dann existiert ein x¢ € §2, so dass
f(zo) =p.

(FEzistenz von Lisungen)
(i) Falls f(x,t): 2 x [0,1] — R™ eine stetige Abbildung ist und p € R",
p # f(x,t) fir alle x € 002 und t € [0, 1], dann gilt:

d(f(.,0), 2,p) = d(f (1), 2,p).
(Invarianz unter Homotopien)

(iii) Sei 2 =2, 2 offen, disjunkt, beschrinkt, 0§2; C 952. Dann gilt fiir

alle p & f(0802):
d(fa Q,p) = Zd(fv Qi;p) .

(Zerlegungseigenschaft)
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Satz 1.1 verallgemeinert folgendes Konzept von C auf R". Sei I" eine ge-
schlossene C''~Kurve und a € C\I'. Die Umlaufzahl n(I, a) von I" beziiglich

a ist definiert durch ) J
z
Ia)=— .
n(la) 2mi / z—a

r

Wir setzen

!

O
()
Dabei sei f eine meromorphe Funktion mit f # 0 auf I" und I" eine nullho-

mologe C'~Kurve. Dann ist

deg(f,I,0) = Z k(z)n(T), z),

zEN

wobei N die Menge der Nullstellen von f ist und k(z) € N die Ordnung der
Nullstelle z € N (Argument—Prinzip, siehe [?, S. 162]). Fiir n = 2 stimmen
beide Konzepte iiberein.

f'(2) & 1 dz

1
deg(f7 F,O) = %/
r

4.1.1 Die Konstruktion des Abbildungsgrades von Brouwer

Sei f: 2 C R" — R" eine Funktion mit f € C(£2)NC(£2). Die Determinante
der Jacobi-Matrix von f im Punkte = € (2 bezeichnen wir mit J(f(z)), d.h.

J(f(x)) := det(Vf(x)) .

Ferner setzen wir fiir p € R™

) = {z € 2| f(z) = p}.
Der Punkt z € f~1(p) heifit regulér, wenn J(f(z)) # 0.

1.2 Lemma. Sei f € C1(2)NC(2), p € f(2)\ f(02), und sei jeder Punkt
der Menge f~1(p) requlir. Dann ist f=1(p) endlich.

Beweis. Sei f~1(p) nicht endlich. Dann gibt es eine Folge (z,,) C f~!(p) mit
T # Ty, fir m # n. Da {2 beschrénkt ist, ist auch die Folge (z,,) beschrénkt.
Daher gibt es ein o € £2 und eine Teilfolge (z,, ) mit z,, — zo (k — o0).
Fiir diese Teilfolge gilt
f(xnk) =p

und somit f(zg) = p, da f stetig ist. Nach Voraussetzung haben wir also
xo ¢ 02 und 2o € f~1(p). Da f~(p) nur aus reguliiren besteht, erhalten wir
J(f(xg)) # 0, d.h. der Rang von V f(xg) ist n. Demzufolge ist V f(z() ein
Homéomorphismus. Nach dem Satz iiber die inverse Funktion (Satz 2.2.16)
folgt, dass f |y(z,) ebenfalls ein Homdomorphismus und insbesondere ein-
eindeutig ist. Dies ist ein Widerspruch, denn einerseits ist f(z¢) = p und
andererseits existiert ein ko € N so, dass fiir alle k > ko gilt: z,, € U(zo)
und f(zn,) = p. ]



