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1.3 Definition. Sei f € C1(2)NC(2) und sei p € R™\ f(012) derart, dass
alle Punkte in f~1(p) reguldr sind. Dann definieren wir den Abbildungsgrad
durch

d(f,2,p):= > senJ(f(x)).

zef~1(p)
e Aus Lemma 1.2 folgt, dass die Summe in der Definition endlich ist.
e Offensichtlich ist d(f, 2,p) € Z.
e Falls f~1(p) = 0, definieren wir d(f, £2,p) := 0.
Wir wollen nun die Definition auf solche Fille verallgemeinern, bei denen
(i) f~!(p) nichtregulire Punkte enthélt,
(ii) f € C(0).

In beiden Fillen benutzen wir dazu Approximationsargumente. Wir wer-
den dabei wie folgt vorgehen:

(i) Sei K die Menge der kritischen Punkte, d.h.
K :={z e 2| J(f(x)) =0}

und sei p € f(K)\ f(02). Der Satz von Sard liefert, dass m(f(K)) =0,
wobei m das Lebesgue-Maf} bezeichnet. Daher hat f(K) keine inneren
Punkte und es gibt eine Folge p, — p (n — oo) mit

pn & f(K),  pu ¢ f(092). (1.4)

Wir werden zeigen, dass der Grenzwert
lim d(f, 2,pn)
n—oo

existiert und zwar unabhéngig von der Wahl der Folge (pn). Daher
konnen wir fiir f € C1(2)NC(2) und p ¢ f(92) definieren

d(f,$2,p) == lim d(f,2,pn).

(ii) Zu f € C(£2) gibt es nach dem Approximationssatz von Weierstraf eine
Folge von Polynomen (f,,), so dass f, = f auf {2 (n — co) mit

faeCH)NC2),  pg fa(09). (1.5)
Wir werden beweisen, dass der Grenzwert

lim d(fn,{2,p)

existert und unabhéingig von der Wahl der Folge (fn) ist. Danach kénnen
wir fiir f € C(§2) und p € R™\ f(942) definieren

d(f,02,p) = nh_)H;O d(fn,$2,p) .
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4.1.2 Technische Hilfsmittel

Es folgen nun einige technische Lemmata, die uns die Erweiterung der Defini-
tion 1.3 auf nichtregulidre Punkte und stetige Funktionen ermoglichen werden.

1.6 Satz (Sard 1942). Sei f € C'(£2) und sei G eine offene Teilmenge mit
G C 2 C R™. Dann gilt
m(f(GNK)) =0,

wobei K = {x € 2| J(f(x)) = 0} die Menge aller kritischen Punkte ist.

Beweis. Da {2 beschriinkt ist, gibt es einen Wiirfel R := [—a, a]™, a > 0, so,
dass 2 C R. Wir iiberdecken den Wiirfel R mit abgeschlossenen Wiirfeln r;
der Seitenléinge | < ﬁ dist(G,R™ \ £2). Dann gibt es endlich viele Wiirfel
r; C82,i=1,...,N, mit

ég Ti:IGl.

-

I
—

2

Wir zeigen, dass das Bild der Menge aller kritischen Punkte in G, d.h. die
Menge K NG, in G eine Lebesgue—Nullmenge ist.

1. Sei dazu r; einer der Wiirfel mit Seitenliéinge [. Aufgrund der Voraus-
setzung ist Vf € C(£2) auf Gy gleichméfig stetig und beschrinkt, d.h. es
existiert ein L > 0 mit

Vi)l < L Vp € Gy, (1.7)

und es existiert fir alle ¢ > 0 ein m € N so, dass fir alle p;,p2 € Gy mit
[p1 = pall < Ly/n=:4 gilt:

IVf(p1) = Vip2)ll <e. (1.8)

Also gilt nach dem Mittelwertsatz fiir alle p1, ps € Gy mit ||p1 — p2|| < ¢

1 f(p1) = f(p2) = Vf(p2)(p1 — p2)ll

1
< /va(p2 +t(p1 —p2)) — Vf(p2)| llp1 — p2l dt
0

gei\/ﬁzaé.
m

2. Nun zerlegen wir r; in m™ Wiirfel r;; der Seitenldnge % = % und

wéhlen einen festen aber beliebigen Wiirfel r;;. Nach 1. gilt fiir alle p1,p2 € 745

f(p1) = f(p2) + Vf(p2)(p1 — p2) + R(p2,p1) (1.9)
mit
1R, p)ll < ey =<6 (1.10)
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Sei nun ps € r;; ein kritischer Punkt und sei
rij —p2i={y—p2 €R" |y €ry}.
Wir definieren eine Abbildung 1': 7;; — po — R™ durch

T(p) = f(p2 +p) — f(p2)
=Vf(p2)p+ R(p),

mit R(p) := R(pz,p + p2). Aus (1.9) und (1.10) (ersetze p; durch p + po)
erhalten wir

1R < =i =<6, (1.11)

Da ps ein kritischer Punkt ist, gilt det(V f(p2)) = 0, d.h. der Rang von V f(p2)
ist hochstens n—1. Also ist das Bild der Menge 7;; —p2 unter V f(ps) in einem
(n—1)—dimensionalem Raum enthalten. Deshalb gibt es ein by € R"™, ||b1]| =1
so, dass

(bla y) =0 Vy € (vf(pQ))(TU _p2) ’

wobei (-,-) fiir das Skalarprodukt im R™ steht. Wir ergéinzen b; durch
ba, ..., b, zu einer Orthonormalbasis des R™. Dann kénnen wir schreiben

T(p) =Y (T(p),bx) by -

k=1
Es gilt fiir alle p € 7;; — p2
[(T(p),b1)| < [(Vf(p2)p, b1)| + [(R(p), b1)]
<0+ Ei\/ﬁ =e4,
m

(T(p),b)| < [(VF(02)p, b)| +|(R(p), b)) k=2,....n
< Llpll [1ox ]| + [1RG2)I bkl

l l
<L—Vn+e—vn
m m

<Lé+¢ed,

da lpll < Ly
3. Nach Definition von T'(+) gilt:

T(rij —p2) = f(rij) — f(p2) -

Da das Lebesgue-Maf} invariant gegeniiber Verschiebungen ist, erhalten wir
also

m(f(rig)) = m(T(rg —pa)) < (Loviiteovi) el v
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Falls r; einen kritischen Punkt enthélt, gilt demnach

m(f(riNK)) < ) m(f(ri N K))

1
< mnm(Ll\/ﬁ—i—el\/ﬁ)”_lel\/ﬁ
<e(n,G, 02, f)e.

3

<.
Il

Da e beliebig gew&hlt war, folgt m(f(r;)) = 0, falls r; einen kritischen Punkt
enthélt.

4. Somit erhalten wir
m(f(GNK)) =0,

da die Wiirfel r; die Menge G iiberdecken. ]

e Aus dem Satz von Sard erhalten wir sofort

m(f(K)) =0,
wobei K = {z € 2| J(f(z)) = 0}. Dazu wihlen wir

1
Gp = {x € 2| dist(902,z) > E}

Dann gilt G, € 2 und 2 C |JG,. Aus den Eigenschaften des Lebesgue—
Mafes folgt also "
m(f(2NK)) <> m(f(GnNK))=0.

Sei nun f € CH(2)NC(2) und p € f(2)\ f(012). Die Menge f~1(p)
enthalte nur reguldre Punkte. Dann ist diese Menge nach Lemma 1.2 endlich,
d.h.

o) = {a1,. 2}
Nach dem Beweis von Lemma 1.2 gibt es zu jedem z;, « = 1,...,k, eine
Umgebung U(z;) so, dass
(1) Ulz) C 0
(2) Ulz)NU(x;) =0, i#7,
k

(3) J(f) #0  vye|JU(), (1.12)

i=1
(4) flu(z,) ist ein Homdomorphismus der Umgebung U (z;) auf eine

Umgebung f(U(z;)) von p und ist insbesondere eineindeutig,.
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Wir setzen
U(y) == fy) —p- (1.13)
Dann ist (U (z;)) eine Umgebung von 0. Demzufolge existiert ein 7 > 0 mit
k
() (U(x:)) 2 By(0).
i=1

Nach (1.12) gibt es ein § > 0, so dass fiir alle y € 2\ U U(z;) gilt:

=1

Yl =0, (1.14)

ok
denn fiir y € 2\ J U(z;) ist ||¢(y)|| > 0. AuBerdem ist y — ||¢(y)|| stetig

i=1
_ ok
und nimmt daher auf dem Kompaktum 2\ |J U(z;) ein Minimum an, d.h.
i=1
(1.14) gilt.

1.15 Lemma. Sei f € C1(2)NC(N), seip € f

F(2)\ f(012) und enthalte
= (p) nur regulire Punkte. Ferner sei p € C([0,00)) N C

C>(0,00) mit

e(llzl) de =1 (1.16)

Rn

und supp ¢ C [0,min(d,7n)). Dann gilt:

/@(Hf(m) —pl)J(f(x))dz = d(f,$2,p). (1.17)

0

Beweis. Offensichtlich ist

J(f(x)) = J(¢ (),

denn ¢ = f — p. Aus (1.14) und suppy C [0,min(n,d)); der Eigenschaft
sgnJ(¢(z)) = sgn J((x;)) fir alle z € U(x;); dem Transformationssatz
sowie 1(U(z;)) 2 B,(0) D suppy und (1.16) folgt

/ o(If (@) - pl)J(f(z)) dw = / (0@ () dz

0 [0}
k

-3 / (b (@)l () da

lU(m)

~ S senatute)) [ ellw@l )] ds

U(zi)
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> J(f(@) = d(f, 2,p),

zef~(p)
d.h. (1.17) ist bewiesen. |

e Die rechte Seite von Formel (1.17) ist unabhéngig von der Wahl von ¢
mit den in Lemma 1.15 geforderten Eigenschaften. Daher ist auch die linke
Seite von Formel (1.17) unabhéngig von der Wahl von ¢.

1.18 Lemma. Sei p € R" und seien die Funktionen f;: 2 —->R*,i=12
Elemente des Raumes C(£2) N C(2). Sei e > 0 klein genug so, dass

| fi(x) —pl| > Te fiiri=1,2 und x € 812,

. —= (1.19)
I fi(x) = fa(x)|| <& fiir x € 2.
Ferner seien alle Punkte aus fi_l(p), i = 1,2, requldr. Dann gilt
d(flagvp) :d(f27‘(27p) (120)

Beweis. 0O.B.d.A. sei p = 0. Wir wéhlen eine glatte Abschneidefunktion
~: [0,00) — [0,1] mit

y(r)y=1, falls 0 <r < 2¢,
v(r)=0, falls 3e < r,

und definieren

f3(z) = (L=l ) fr(2) + (2 (2)]) f2(2) -

)
Offensichtlich haben wir f3 € C1(£2\ f;'(0)) N C(£2). Da alle Punkte aus
£ 1(0) regulir sind, erhalten wir mithilfe von (1.12), +/(r) = 0 fiir r € [0, 2¢]

und der Beschrianktheit der Ableitung von || - ||, dass man V f3 durch Null
stetig auf f '(0) fortsetzen kann, d.h. f3 € C*(£2) N C(£2). Dariiber hinaus
gilt fiirx € 2, 1 =1,2,

1fi(z) = fs ()]

= (1 = (£ @)ID) fi() + (Il f (@) fi ()

— (1 =v(lA@)ID) @) = (@)D f2()] (1.21)

1 =v(A@IIS ) =A@+ @ DIfi@) = f2(2)]]
€.

<
<
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Da 7e < [[fi(x)[| < [If1(z) — fa(@)[ + [ f3(2)]] < &+ [|fs(z)]l, haben wir
[f3(x)]| =6  fir v € 002,

und somit 0 ¢ f(042). Aufgrund der Definition von fs3 gilt:

f3(x) = fi(x), falls || f1(x)|| > 3¢,

fs(x) = fa(z), falls || f1(z)]| < 2e.

Sei x € f3(0) und sei § > 0 so, dass fiir alle y € Bs(x) gilt: || f3(y)| < e.
Fiir diese y erhalten wir aufgrund von (1.21)

IA@) <[l /(@) = fs(@)l + [ fs(@)l] < 2e.

Dies zusammen mit (1.22) liefert fo(y) = f3(y) fiir alle y € Bs(x), insbe-
sondere fo(x) = 0, d.h. x ist ein regulirer Punkt. Also erfiillen f3 und der
Punkt 0 die Voraussetzungen von Lemma 1.15. Wir wahlen ¢, ¢2 mit den
Eigenschaften von ¢ aus Lemma 1.15 sowie mit

(1.22)

p1(r) =0, fir r € [0,4e] U [5e,00),
pa(r) =0, fiir r € [e,00).
Dann erhalten wir
er(llf3(2))J (fs(2)) = er(llf1(@)]) I (f1(2)) ,
denn ¢ (r) ist nur ungleich Null, falls r > 4¢. Aber fiir || fs(z)] > 4¢ gilt:
A1 @) = I fs(@)| = [[f1(2) = fa(@)]] > 4e —e =3e,
und deshalb gilt: f1(z) = f3(z). Weiterhin haben wir
pa(llf3(2)[)J (fs(2)) = pall f2(2)]) T (f2(2)) ,
denn o (r) ist nur ungleich Null, falls » < €. Sei also || f3(z)|| < €, dann gilt:
[f1(@)] < lf1(2) = fa(@)]| + [ fs(@)]| < e+e=2e,

und somit gilt: f3(x) = fa(z). Nach obiger Bemerkung und Lemma 1.15 folgt
daher

d(f1,2,0) = [ er(f1(2) ) (f1(x)) dz

er(llfs(@)I) I (f3(x)) da

a([l f3(x)[)J (f3(x)) d

I
Dt D D W

ea(llfo(@)[)J (fa(x)) dz = d(f2,2,0).

Somit ist das Lemma bewiesen. [ ]
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1.23 Lemma. Seien f; € C1(2)NC(N),2; € R, i = 1,2 und sei e > 0 klein
genug. Weiterhin nehmen wir an, dass

Hfl(‘r)in”Z?ea fﬂTi,j:1,2,$€aQ,

| f1(x) = f2(2)]| <&, fir z € 2,
llz1 — 22| < e.

Ferner seien alle Punkte von f;l(zj), 1,7 = 1,2, requldr. Dann gilt
d(f1,42,21) = d(f2, 2, z2) .

Beweis. Nach Lemma 1.18 gilt d(f1, 2, 21) = d(f2, 2, z1). Wir setzen
91(z) == fa(z),
g2(x) := fa(x) + (21 — 22) .

Die Funktionen gy, go € C1(2)NC(£2) und der Punkt z; erfiillen die Voraus-
setzungen von Lemma 1.18, denn es gilt:

lg1(2) = 21l = [ f2(2) = 21| = 7e,
192(2) — 21l = [ f2(2) + 21 — 22 — 2| = Te,
g2(z) = g1 (@)l = [[fa2(2) + 21 — 22 = fa(2)]| <&,

sowie g7 1(21) = f5 *(21) und

g;l(zl) ={z e Q|f2(m)—|—zl —zm=zn)={x¢€ Q’fg(x) =2}
= f3 ' (22),

d.h. alle Punkte von g[l(zl), i = 1,2, sind regulér. Lemma 1.18 liefert also
d(f2, 92, 21) = d(f2 + (21 — 22), £2, 1) .

Aus (1.24) folgt auch
d(f2 + (21 — 22), 2, 21) = d(f2, $2, 22) .

Auflerdem haben wir V fo = Vgs und somit auch

S send(h@) = Y send(g(e).

z€fy ' (22) z€g; ' (21)

(1.24)

Insgesamt erhalten wir

d(fl, Q,Zl) = d(fQ, Q,Zl) = d(fg + (21 — 2’2), Q,Zl)
=d(f2,42,22).

Somit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen. ]
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4.1.3 Erweiterung auf nichtregulire Punkte und stetige
Funktionen

Nun kénnen wir die Idee zur Konstruktion des Abbildungsgrades d(f, {2, p)
fiir Punkte p € R™, deren Urbild f~!(p) nichtregulire Punkte enthilt, rigoros
ausfiihren.

Sei f € CH{2)NC(N) und sei p € f(K)\ f(092), wobei
K ={re2|J(f@)=0)

die Menge aller irreguldren Punkte ist. Der Rand 92 ist abgeschlossen und
beschrinkt und somit kompakt. Also erhalten wir, da p ¢ f(9£2), dass gilt:

If() =p[ >0  Vzedn

und somit gibt es ein € > 0 so, dass fiir alle z € 912 gilt:
[If () — pll > 8e.

Aus dem Satz von Sard haben wir gefolgert, dass m(f(K)) = 0 ist, also hat
f(K) hat keine inneren Punkte. Daher gibt es eine Folge (p,,) mit

Pn — P (n—>oo),
pn ¢ f(092), (1.25)
pn & f(K).

Auflerdem gibt es ein ng so, dass fiir alle n, k > ng gilt ||pr — pnll < e.
Der Grenziibergang &k — oo liefert, dass dann auch fiir alle n > ng gilt:
lp — pn|| < e. Dies hat zur Folge, dass fiir alle n > ng

1 (x) = pull = If () = pll = [lp = pnll = 7¢.

Lemma 1.23 impliziert daher, dass fiir alle n, k > ng gilt:

d(fa ‘vak) = d(fa ‘van) .

Der Grenzwert lim d(f, (2, p,) existiert also, und wir setzen
n—oo

d(fv .Q,p) = HILH;O d(fv Qapn) :

Es bleibt zu zeigen, dass der Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Folge
(pn) ist. Sei dazu (gy) eine Folge mit ¢, — p(n — o0), die (1.25) erfiillt.
Dann gibt es ein ny so, dass fiir alle n > ny gilt: ||p, — ¢n|| < € und somit
liefert Lemma 1.23

d(fa Qa qn) = d(fa Q7pn) .
Damit ist nun d(f, 2,p) fir f € C(2) N CYN2) und p ¢ f(9N2) eindeutig
definiert.

Um den Abbildungsgrad auf Funktionen f € C(§2) zu verallgemeinern
bendtigen wir noch ein Lemma.
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1.26 Lemma. Seien f; € C(2)NCY(N2), i=1,2, p € R\ f(02) und sei
e > 0 klein genug. Wir nehmen an, dass gilt:

Ifi(z) —p|| >8e Vxeon i=1,2,
| fi(z) = fo(z)|| <e Ve 2.

Dann gilt auch
d(f17 'Qap) = d(f27 Q7p) .

Beweis. 1. Falls f;'(p) U f; ' (p) nur regulire Punkte enthlt, folgt die Be-
hauptung aus Lemma 1.18.

2. Falls f; ' (p) U f; '(p) irreguliire Punkte enthilt, wihlen wir eine Folge
(pn), die (1.25) beziiglich f1 und fy erfillt. Dann gibt es ein ng so, dass fiir
alle n > ng gilt:

1fi(z) = pnll = | fi(x) = pll = [lp = pall = 7e i=1,2.

Aus Lemma 1.18 folgt daher d(f1, 2, p,) = d(f2, 2,pn). Im Grenziibergang
fiir n — oo ergibt sich die Behauptung

d(f1,2,p) = d(f2, 2,p).

Sei jetzt f € C(2) und p ¢ f(9£2). Dap ¢ f(9£2) und 92 abgeschlossen
und beschrankt ist, gibt es ein € > 0 so, dass fiir alle x € 02 gilt:

[f(z) —pl = 9e.

Also gibt es nach dem Approximationssatz von Weierstrafl eine Folge von
Funktionen mit

fo=f in2 (n— o0),
fneCt(2)nC(R), (1.27)
P& fn(09).

Ferner existiert ein ng so, dass fiir alle n, k > ng und = € (2,

[ fn(z) = fr()ll <€,

da f, = f (n — co) auf 2. Deshalb gibt es ein ¢ > 0 mit

[fn(z) = pll = If (z) = pll = If(x) = fu(@) 2 8e  Vz €002, ¥n > ne.

Nach Lemma 1.26 gilt also fiir alle n, k > ng

d(fkv .Q,p) = d(fna Q,p)
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und daher existiert der Grenzwert lim d(f,, {2,p), und er ist unabhéingig
n—oo

von der Wahl der Folge (f,,). Fiie eine weitere Folge (g,,), die (1.27) erfiillt,
gibt es ein n; € N so, dass

lgn(z) — fu(z)]] <€ Vn > nq, Ve .

Wir setzen
d(f,2,p) = lim d(fn,$2,p).

Somit ist nun fiir f € C(2) und p ¢ f(942) der Abbildungsgrad definiert.

4.1.4 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer

1.28 Satz. Seien (21, {25 disjunkte, beschrinkte und offene Teilmengen des
R™, f: 21U 2y — R™ stetig und p € R, p ¢ f(021 UDS). Dann gilt:

d(f7 Ql U927p) = d(fa Ql;p) +d<f7 QQap)'

Beweis. 1. Sei f € CY(£2, U 2:)NC (21U 25) und sei p so, dass f~1(p) nur
reguldre Punkte enthélt. Dann gilt:

SToJ(f@) =) Jf@)+ > J(f(@)
zef~(p) () N0
r€2,1US2 TES TES2o

aufgrund der Disjunktheit der Mengen (27 und (2.

2. Sei f € CH(2,U2)NC(21U2) und sei p so, dass f~1(p) irreguléire
Punkte enthélt. Wir wihlen eine Folge (py,), die (1.25) fiir £y U {25 erfiillt.
Nach 1. gilt die Behauptung fiir jedes p,,. Durch Grenziibergang n — oo folgt
daher die Behauptung fiir p, da die Folge (p,) (1.25) sowohl beziiglich {2 als
auch beziiglich (25 erfiillt.

3. Sei f € C(2,U25). Wir withlen eine Folge (f,,), die (1.27) fiir £2; U 2,
erfiillt. 2. liefert die Behauptung fiir jedes f,. Der Grenziibergang n — oo
liefert dann das Gewiinschte, da die Folge (f,) (1.27) sowohl beziiglich 2
als auch beziiglich 25 erfiillt. [

1.29 Satz. Sei f € O(R2) und p ¢ f(052). Falls d(f,$2,p) # 0 ist, dann
existiert ein xo € £2 mit f(xo) = p.

Beweis. Sei dem nicht so und gelte also fiir alle z € 2. f(x) # p. Damit
haben wir || f(x) —p|| > 0 fiir alle z € £2 und, da f und die Norm stetig sind,
existiert ein € > 0 so, dass

[f(z) —pll = 2¢.

Sei (fn) , die (1.27) erfiillt. Dann gibt es ein ng so, dass fiir alle n > ng und
alle x € {2 gilt:
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[ fu(x) = f(2)] <e.
Somit gilt fiir alle z € 2 und alle n > ng
[fn(z) = pll > (I f(2) = pll = [If(z) = fu(@)]| > €.

Also ist f,;*(p) =0 und p ¢ £,,(092). Aufgrund der Bemerkung nach Defini-
tion 1.3 erhalten wir

d(fn,$2,p) =0.
Im Grenziibergang n — oo folgt d(f, £2,p) = 0. Das ist aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Also gilt die Behauptung. ]

1.30 Satz. Sei f(z,t): 2 x [a,b] — R™ stetig und sei p € R™ ein Punkt
so, dass fir alle x € 082, und alle t € [a,b] gilt: f(x,t) # p. Dann ist
t—d(f(-,1),$2,p) konstant auf [a,b).

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass ein € > 0 existiert so, dass fiir
alle x € 002, und alle t € [a, ] gilt:

||f(l’,t) —PH > 9¢.

AuBerdem ist f(z,t) gleichmiBig stetig auf 2 x [a,b], d.h. fiir alle ¢ > 0
existiert ein 0 = d(¢) so, dass fiir alle z € 2 und alle ¢1,ty mit [t; — t2| < d
gilt:

|f(l’,t1) - f(fl?,tg)| <

Fiir ¢y, to, mit |t; —t2| < §, wihlen wir zwei Folgen (f1,) und (f2,), die (1.27)
erfiillen, insbesondere

Wl ™

fin() = f(t1) auf 2 (n — o0),
fon () = f(-t2) auf 2 (n — o0).

Dann existiert ein ng so, dass fiir alle n > ng und alle z € 2, i = 1, 2, gilt:

If(2,t:) — fin(2)|| < %

und wir erhalten
[ fin(x) = pll > lIp = f(@, t) | = || fin(2) = f(2,t:) ||
Z 86)
[ fin(z) = fon (@) < [ fin(x) = f(2, t0) || + | f(2,t1) — flz,ta2)]|
+ 1 f(z,t2) = fon(2)|l

<eg.

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.26 erfiillt, welches
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d(f1n7 va) = d(f2n7 Qap)

liefert. Im Grenziibergang n — oo folgt fiir alle ¢1, to, mit [t; — to| < 9,

d(f('7t1)7 “Qap) = d(f('atQ)a “Qap) .

Eine endliche Uberdeckung von [a, b] mit Intervallen der Linge kleiner § liefert
sofort, dass d(f(.,t), {2, p) konstant auf [a, b] ist. ]

Mithilfe dieses Satzes konnen wir die Ausage von Lemma 1.18 verschérfen.

1.31 Satz. Seien f;: 2 — R™, i =1, 2, stetig und gelte fiir p € R™ und alle
x € 012:
1f1(z) = f2(2) | < I f1(x) = pll-
Dann gilt:
d(f1,92,p) = d(f2, £2,p).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € 02:

[f1(z) —pl >0

und
[ fo(z) = pll = =l f1(z) = fo(z)]| + [ f1(z) — pl| > 0.

Wir setzen f(z,t) := fi(x) + t(f2(z) — fi(z)), 0 <t < 1. Offensichtlich ist f
stetig auf {2 x [0, 1]. Seien x € 942 und ¢ € [0,1] so, dass f(z,t) = p. Dann
gilt nach Voraussetzung:

1f1(z) = pll =t f1(2) = fo(@)]| < [l fr(z) = pll,

was nicht moglich ist. Also gilt: f(z,t) # p fir alle x € 92 und ¢ € [0, 1].
Die Funktion f(z,t) und der Punkt p erfiillen die Voraussetzungen von Satz
1.30, und somit ist der Abbildungsgrad konstant fiir alle ¢ € [0, 1], d.h.

d(f(m7t)’ Q,p) = d(fl(x) + t(f2(-75) - fl(x))v Q,p) =C.

Wenn wir ¢ = 0 und ¢ = 1 einsetzen, erhalten wir

d(f1(z),£2,p) = C = d(fa2(x),£2,p) .
]
FEin triviales Beispiel fiir eine Funktion mit nichttrivialen Abbildungsgrad

ist f =id, denn es gilt offensichtlich:

0, falls p ¢ (2,

d(id, £2,p) =
(i 2 {1, falls p € (2.

Der folgende Satz liefert nichttriviale Beispiele fiir Funktionen deren Abbil-
dungsgrad nicht identisch Null ist.



132 4 Der Abbildungsgrad

1.32 Satz (Borsuk 1933). Sei {2 eine symmetrische, d.h. aus x € {2 folgt
—x € 12, offene beschrinkte Menge im R™. Sei 0 € 2 und f € C(f2) eine
ungerade Funktion auf 082, d.h. fir alle x € 00 gilt: f(x) = —f(—x). Falls
0¢ f(082), dann ist d(f,§2,0) eine ungerade Zahl.

Beweis. Der Beweis beruht auf speziellen Konstruktionen zur Fortsetzung
von Funktionen (cf. [?, S. 24-29]). ]

Beispiel. 2 = (—1,1), f(z) = 3.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir, wie angekiindigt, den Satz
von Brouwer auf eine andere Weise als im Kapitel 1 beweisen.

1.33 Satz (Brouwer). Sei f: B1(0) — B1(0) eine stetige Funktion. Dann
existiert ein Fizpunkt in B1(0), d.h. es existiert ein xo € B1(0) so, dass:

f(x0) = z0.

Beweis. Nehmen wir an, dass fiir alle 2 € B1(0) gilt: f(z) # . Wir definie-
ren F(z,t) = x—tf(z) fur € B1(0), 0 <t < 1. Unsere Annahme impliziert,
dass

1F(z,t)| = [lo = tf(x)| = llzl =t f (@) 21—t fiir x € 9B1(0), t € [0,1],
>0 fiir x € 9B1(0), t € [0,1),

d.h. 0 ¢ F(0B1(0),t), 0 <t < 1. Fiur t = 1 folgt ||F(z,1)|] > 0 fiir alle
x € 32 aufgrund unserer Annahme. Demnach sind die Vorausetzungen von
Satz 1.30 fiir p = 0 erfiillt und wir erhalten

d(F(,0)7Bl(O),O) = d(F(v 1)331(0)70) .

Nun ist aber F(-,0) = id und damit d(F(-,0), B1(0),0) = 1. Nach Satz 1.29
existiert daher ein xg € B1(0) mit

zo — f(x0) = 0.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Also besitzt f einen Fixpunkt. =

Beispiel. Das nichtlineare Gleichungssystem

2e+y+sin(x +y)=0

1.34
x—2y+cos(z+y)=0 (1.34)

besitzt eine Losung in B,.(0) C R2, falls 1 < 572. Um dies zu zeigen, setzen
wir f,g: [0,1] x R? — R,

ft,z,y) =2z +y +tsin(z +y),
g(t,x,y) :==a—2y+tcos(x +y).
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Fiir t = 0 besitzt das homogene, lineare Gleichungssystem

20 +y =0
z—2y=0

die eindeutige Losung (z,y) = (0,0), da die zugehorige Koeflizientenmatrix
Rang 2 hat. Somit erhalten wir nach Definition 1.3, dass fiir alle 7 > 0 und

F(t,z,y) = (f(t,2,y),9(t, z,y)) gilt:
d(F(0,-,-),B.(0),0) = —1. (1.35)
Sei nun (z,y) € 9B,-(0) und sei f(¢,z,y) = ¢g(t,z,y) = 0. Dann erhalten wir

t2(sin?(z 4+ y) + cos®(z +y)) = (—2z — y)? + (2y — 2)?

und also

t? = 5r2.
Fiir r > % und ¢ € [0,1] ist dies nicht méglich, d.h. F(t,z,y) # 0 fiir alle
t €10,1],(z,y) € 0B, (0),r > \}5 Satz 1.30 und (1.35) liefern also

d(F(La )aBr(O),O) =-1.

Aufgrund von Satz 1.29 besitzt also (1.34) eine Losung.

4.2 Der Abbildungsgrad von Leray—Schauder

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff des Abbildungsgrades auf unend-
lich—-dimensionale Rdume ausweiten. Bei diesem Schritt kénnen jedoch Pro-
bleme auftreten. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, dass die Einheitsku-
gel in unendlich-dimensionalen R&umen nicht kompakt ist - im Gegensatz
zu endlich—dimensionalen Rdumen. In Abschnitt 1.2.2 haben wir aus dem
Gegenbeispiel von Kakutani bereits gelernt, dass im Allgemeinen eine ste-
tige Funktion auf einem Banachraum keinen Fixpunkt haben muss. Dieses
Gegenbeispiel zeigt auch, dass es unmoglich ist, einen Abbildungsgrad fiir
nur stetige Funktionen auf Banachrdumen zu definieren, der dieselben Ei-
genschaften hat wie in endlich—dimensionalen R&umen. Diese Eigenschaften
implizieren ndmlich die Existenz eines Fixpunktes von stetigen Abbildungen,
die die Einheitskugel auf sich selber abbilden.

Die Grundidee bei der Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray—
Schauder ist, die betrachteten Operatoren durch Operatoren mit endlich—
dimensionalem Wertebereich zu approximieren. Dabei hilft uns Satz 1.2.37.
Dieser besagt:



