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T: M C X — X kompakt, M beschrénkt und abgeschlossen.

= 3 P,: M — X kompakt mit dim R(P,) < co und (2.1)

1
|ITx — Pux|| < — VxeM.
n

Daher ist es sinnvoll, fiir kompakte Operatoren einen Abbildungsgrad zu
definieren. Im Weiteren werden wir mit den im Beweis von Satz 1.2.37 kon-
struierten ,,Schauder“—~Operatoren arbeiten.

4.2.1 Abbildungsgrad fiir endlich—dimensionale Vektorridume

Bisher haben wir einen Abbildungsgrad auf R™ definiert. Jetzt wollen wir dies
auf beliebige endlich-dimensionale normierte Vektorrdume verallgemeinern.
Sei nun X ein normierter Vektorraum mit dim X < oco. Dann gibt es ein n
und einen isometrischen Isomorphismus h: X — R”, d.h. h ist eine lineare
bijektive Abbildung mit ||h(x)||r» = ||| x.

Sei f: 2 € X — X eine stetige Abbildung, 2 offen und beschrinkt,
p ¢ f(012). Wir definieren den Abbildungsgrad der Abbildung f beziiglich
{2 und p durch

dx (f,$2,p) = dgn(ho f o h™',h(£2), h(p)) . (2:2)
2.3 Lemma. Die Definition (2.2) ist unabhingig von der Wahl von h.
Beweis. Sei f € CY(£2) N C(N) und 0.B.d.A. sei p = 0.. Seien h;: X — R,
i = 1,2 isometrische Isomorphismen. Dann ist h = hy o hy': R® — R™ ein
isometrischer Isomorphismus von R™ auf R”, und insbesondere gilt: J(h) = 1.
Enthalte das Urbild von h;(0) unter der Abbildung hy o f o Ay nur reguliire
Punkte. Dann enthilt auch das Urbild von hq(h~1(0)) = ha(0) unter der
Abbildung hohjo fo hfl oh ™! =hyofo h;l nur reguléire Punkte. Sei ¢ eine
Funktion mit den Eigenschaften aus Lemma 1.15. Dann gilt aufgrund von

Lemma 1.15, des Substitutionssatzes und der Eigenschaften der Isometrie h,
insbesondere J(h) =1, h=' o hy = hy und ||h(2)|| = ||| :

an(hlofohfl,hl(Q),hl(O))Z/g0(||h10fohf1(x)||)J(hlofohfl(x))dw
h1(£2)

= [ el sont o b @It o fohi ok () dy
ha(£2)

= [ et fo by @I o o' () dy

ha(£2)

- / o(llha o fo b3 @))I(hao o b3 (y)) dy

ha(£2)
= dgn (ha o f o hy', ha(£2), h2(0)) .
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Damit folgt die Behauptung, mithilfe von Approximationsargumenten, aus
der Theorie, die wir in Abschnitt 4.1 entwickelt haben. [ |

2.4 Satz (Reduktion). Sei 2 C R™ offen und beschrinkt. Sei m < n und
R™ C R"™, d.h. der Raum R™ ist identifiziert mit dem Teilraum des R™, fiir
dessen Elemente x gilt

Tm41 =...=2Tp =0.
Sei f: 2 — R™ stetig und g: 2 — R™ definiert durch
g(x)=z+ f(x), z€.
Dann gilt fir alle p € R™ mit p ¢ g(912)

dn(g7 'Qap) = dM(g|ﬁmRma 'Q mRmyp) :

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass g(2 N R™) C R™ und somit ist die
rechte Seite in obiger Formel wohldefiniert. Sei f € C(£2) N C*(£2) und sei
p derart, dass f~!(p) nur regulire Punkte enthilt. Sei nun z aus {2 so, dass
g(z) = z+ f(x) = p € R™. Diese Forderung ist dquivalent zu x = p— f(z) €
R™, d.h. z € R™, und z ist also im Urbild von p bzgl. g|g gm. Somit gilt
971 (p) = (glgarm) (D). Zu zeigen ist nun, dass J(g(z)) = J(glgnpm (2))-
Dazu miissen wir die jeweiligen Gradienten berechnen. Es gilt:

Ofi
Vlanen () = Im + (8a:j)z' ,

,J=1,...,m
Im + V(L) st om
Vg(x = " f‘(adbk)k:m—o—l...n .
0 | I

Entwicklung nach der , rechten unteren Ecke liefert J(g(z)) = J(g|gngm ())-
Somit folgt aus der Definition 1.3 die Behauptung im Falle f € C(£2)NC*(£2)

und p derart, dass f~!(p) nur reguliire Punkte enthiilt. Aus der Theorie des
Abschnittes 4.1 folgt daher die Behauptung im allgemeinen Fall. [
4.2.2 Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray—Schauder

Wir wollen nun einen Abbildungsgrad fiir kompakte Pertubationen der Iden-
titdt definieren. Sei X ein Banachraum und {2 C X eine beschréinkte, offene
Menge, die die Null enthélt, d.h. 0 € 2. Ferner sei

T:0CX—>X
ein kompakter Operator und sei

0¢ (I-T)(00)
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wobei [ : X — X die Identitat ist.

Der Einfachheit halber definieren wir den Abbildungsgrad nur fiir den
Punkt 0. Es ist jedoch kein Problem, den Begriff des Abbildungsgrades auf
beliebige Punkte p € X und 0 ¢ (2 zu erweitern.

Zuerst zeigen wir, dass eine positive Zahl r > 0 existiert so, dass fiir alle
x € 012 gilt:

|z — Tzl >r. (2.5)

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine Folge (x,,) € 012
so, dass
lzp, —Tzn]| = 0 (n— o0).

Da T kompakt ist, gibt es ein zp € X und eine Teilfolge, wiederum mit (x,,)
bezeichnet so, dass Tz, — z¢ (n — o00). Damit folgt

lzn — ol < [|on — Txp|| + (| T2y — 0| -

Beide Summanden auf der rechten Seite konvergieren gegen 0 fiir n — oc.
Also gilt:
lim z, =2z9= lim Tz, = Txq,

n—oo n—oo

auf Grund der Stetigkeit von 7. Wir haben gezeigt, dass zg — Txg = 0 mit
xo € 012, da 012 eine abgeschlossene Menge ist. Dies ist aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung 0 ¢ (I —T')(012).

Wir betrachten nun die Schauder Operatoren P, : 2 — X, die (2.1)
erfiillen. Demnach gibt es ng € N so, dass fiir alle n > ng und alle x € 912
gilt:

|Poz — Tz|| < g . (2.6)
Sei X,, := R(P,) ein linearer, endlich-dimensionaler Unterraum von X. Dann

sieht man sofort, dass X,, N {2 =: {2,, eine offene beschrinkte Menge in X,
ist, mit 042, C 02. Da (I — P,)(£2,) C X,, und

<

(2.5)
inf |& — Poz| > inf <||x ~Te| - | Tz - anu) > r-l=L>o,
TEN TEN 2

[\]

d.h. 0 ¢ (I — P,)(012), kénnen wir dx, (I — Py, 2,,0) wie in (2.2) definie-
ren. Den Leray—Schauder Abbildungsgrad von I — T beziiglich 2 und 0
definieren wir nun als

dx(I—T,$,0):= lim dx, (I — P,,{2,,0). (2.7)
n—oo
Um diese Definition zu rechtfertigen, miissen wir zeigen, dass der Grenzwert
existiert und unabhéngig von der Wahl der P, ist. B
Seien dazu P,,, und P,, zwei Abbildungen so, dass fiir alle z € §2, i = 1,2
gilt:
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r
| Pn,x — Tx|| < X

Auflerdem seien X, die zugehorigen linearen, endlich-dimensionalen Un-
terrdume von X, dim X,,, < co. X, sei der kleinste lineare Raum, der X,
und X,,, enthélt. Aus Satz 2.4 folgt

d(I = Py, ,92,,,0) =d(I — P, ,2,,,0), i=1,2, (2.8)

wobei 2,, = X, N2 und 2, = X,,, N 2. Wir betrachten die Homotopie
H: 2, x[0,1] — X,,, definiert durch

H(z,t) =t(I — Pp,)(x) + (1 = t)(I = Py, )(2) .
Fiir alle x € 012 gilt:

|H (z,t) — (I = T)(@)|| = [|H(z,t) — (t+ (1 - £))(I = T)(2)|
<t = Pay)(@) — (I = T)(2)|
+ (1= = Pu)(@) - (I =T)(x)| (29
2

T T
<t—4+(1—t)= =
<tz (-1

Somit erhalten wir fiir alle ¢ € [0, 1], x € 012
[H (z, )| > [[(T = T)(@) || = [[H (2, t) = (I = T) ()]

(2.5) r
> —=>0.
> r 5 >

Daher folgt nach Satz 1.30 (Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades im
Xpm), dass d(H(-,t), 2,,0) auf [0, 1] konstant ist, d.h. fiir alle ¢1,¢2 € [0,1]
gilt:

d(ty(I—Pp,)+(1—t1)(I—=Pn,), 2m,0) = d(ta(I—Pp,)+(1—t2)(I—Pn,), 2, 0).
Fiir t7 = 0 und t3 = 1 erhalten wir insbesondere

d(I — Py, 2,,0) =d(I — Pp,, 2,,0).
Dies und (2.8) ergeben also

d(I — P,,,2,,,0) =d(I — P,,, {2,,,0), (2.10)

somit ist die Folge in (2.7) fiir n > ng konstant, der Grenzwert existiert und
ist unabhéngig von der Wahl der Leray—Schauder Operatoren P, .

4.2.3 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Leray—Schauder

Jetzt zeigen wir, dass der Abbildungsgrad von Leray—Schauder dieselben Ei-
genschaften hat wie der Abbildungsgrad von Brouwer.
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2.11 Satz. Falls d(I —T,$2,0) # 0, dann gibt es ein x¢ € §2 so, dass
TSL‘O =Xo -

Beweis. Wir withlen Leray—Schauder Operatoren P, die (2.1) erfiillen. Fiir
diese gilt nach Konstruktion des Abbildungsgrades (cf. (2.10)) fiir alle n > ng

d(I — Py, 2,,0) #0.

Daher folgt aus Satz 1.29, dass es ein x,, € £2,, gibt mit P,x, = x,. Fir die
Folge (x,) gilt

[#n = Tanll < (|20 = Pa@all + [[Potn — Tyl

<04+,
n
Da T kompakt ist und die Folge (x,) C 2, C 2 beschrinkt ist, gibt es eine
Teilfolge, wiederum mit (z,,) bezeichnet, und einen Punkt y € {2 so, dass
Tz, — y (n — 00). Aus obiger Abschiitzung folgt, dass x, — y (n — 00).
Da T stetig ist, gilt auBerdem Tx,, — Ty (n — o0). Wegen der Eindeutigkeit
des Grenzwertes impliziert dies Ty = y. Da 0 ¢ (I — T)(912) ist, gilt also
yeN\on =10 m

2.12 Definition. Firt € [0,1] seien die Operatoren T(t): M C X — X
kompakt. Dann ist T: t — T(t) genau dann eine Homotopie, wenn fir alle
e > 0 und alle beschrinkten Teilmengen G C M ein 6 > 0 ezistiert so, dass
fir alle t1, to mit [t; —ta| < 6, und alle x € G gilt:

IT(t1)(x) = T(t2)(2)]| <e.

2.13 Satz. SeiT eine Homotopie auf 12, wobei 2 eine offene und beschrink-
te Teilmenge von X sei. Sei ferner T(t)(z) # x fir alle t € [0,1] und alle
x € 9012. Dann hat fir alle t € [0,1] der Abbildungsgrad d(I — T(t), 12,0)
denselben Wert.

Beweis. 1. Zuerst zeigen wir, dass eine Zahl r > 0 existiert so, dass fiir alle
t €[0,1] und alle x € 912 gilt:

(L =T@)()]| =7

Angenommen dies sei nicht so, dann existieren Folgen (x,,) C 912, (¢,) C [0,1]
so, dass
Tn — T(tn)(mn) =Yn, (214)

mit ||ly,|| < L. Aufgrund von (z,) C 942, ist die Folge (x,,) beschréinkt.
Weiterhin folgt aus (¢,) C [0, 1], die Existenz einer Teilfolge, wiederum mit
(tn) bezeichnet, und eines Punktes ¢¢ € [0, 1] mit ¢, — to (n — o0). Da der

Operator T'(t) kompakt ist, folgt auch fiir eine Teilfolge, wiederum mit (z,,)
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bezeichnet, T'(to)(z,) — y € X (n — o0). Dies impliziert zusammen mit
Definition 2.12 im Grenziibergang n — oo

1T (tn)(2n) = yll < IT(En)(@n) = T(to)(@n)ll + 1T (t0) (xn) — yll — 0.

Also gilt T'(tp)(zn) — y (n — o00). Dies zusammen mit (2.14) und y,, — 0
(n — oo) liefert: z,, — y € 2 (n — o0). Die Stetigkeit von T'(to) impliziert
dann T'(t9)(z,) — T(to)(y) (n — o0). Insgesamt erhalten wir

1T (tn)(@n) = T (o)) < T(En)(2n) = T(to)(@n)|l + T(t0) (xn) — T (to) ()l
-0 (n—o0),

d.h. T(tn)(xn) — T(to)(y) (n — o0). Wenn wir daher in (2.14) den Grenz-
iibergang n — oo durchfiihren, erhalten wir

y—T(to)(y) =0,

wobei y € 9f2. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

2. Wir wihlen nun ein ¢; € [0, 1] fest und Schauder Operatoren P,, die
(2.1) erfiillen, d.h. fiir n > ng und alle = € §2 gilt:

1P (2) = T(t1)(@)] < ;-

Da T eine Homotopie ist, gibt es ein > 0 so, dass fiir alle ¢ mit [t —#1] <
und alle x € 2 gilt:

1T () (x) = T@) ()] <

Daher haben wir fiir alle ¢ mit |t — 1] < ¢

3

[1Pn(z) = T()(@)[| < [[Palz) = T(t2) (@)l + [T (#1)(x) = T(#) ()] <

)

N3

d.h. die Schauder Operatoren P, erfiillen (2.1) auch fiir T'(¢), ¢t € (t1—6,t149).
Die Definition des Abbildungsgrades von Leray—Schauder (2.7) impliziert so-
mit fiir alle ¢ mit |t — ¢;| < § und n grofl genug

d(I — Py, 2,,0) = d(I — T(t), 2,0),

wobei 2, = 2N X,, und X,, = R(P,,), d.h. der Abbildungsgrad ist konstant
auf dem Intervall (t; — d,t1 +6). Nun ist [0,1] € | (t1 — d,t1 + ). Da
tle[O,l]

[0, 1] kompakt ist, gibt es t1,...,t, mit [0,1] C t!1(tj —d,t; +6). Also hat

fiir alle ¢ € [0,1] der Abbildungsgrad d(I — T'(t), £2,0) denselben Wert. ]

2.15 Satz (Schauder). Sei 2 C X eine offene, konveze und beschrdink-
te Teilmenge mit 0 € 2 und sei T: 2 — (2 kompakt. Dann hat T einen
Fizpunkt, d.h. es gibt ein xo € 2 mit T(x¢) = xo.
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Beweis. Die Menge 2 ist homdomrph zur abgeschlossenen Einheitskugel
B;1(0), d.h. es existiert ein Homéomorphismus h: By (0) — 2. Der Operator
h=YoT oh: B1(0) — B1(0) ist dann offensichtlich kompakt. Die Abbildung

H(z,t) =2 —th ' oToh(x)

ist eine Homotopie im Sinne von Definition 2.12. Analog zum Beweis von Satz
1.33 zeigt man, dass fiir alle € 9B1(0) und alle ¢t € [0, 1] gilt: H(z,t) # 0.
Satz 2.13 liefert also

1 =d(I,B:(0),0) =d(I —h~ ' 0T oh, B1(0),0),

und somit folgt aus Satz 2.11 die Existenz eines Punktes yo € B1(0) mit
T o h(yo) = h(yo), d-h. xo = h(yo) ist der gesuchte Fixpunkt von T ]

2.16 Satz (Borsuk). Sei 2 C X eine beschrinkte, offene und symmetrische
Teilmenge mit 0 € 2 und sei T: {2 — {2 ungerade und kompakt. Ferner sei
T(x) # x fir alle x € 82. Dann ist d(I — T, §2,0) ungerade.

Beweis. Da T(§2) kompakt ist, existiert ein endliches e-Netz v1,...,v,.
Setze vpy1 = —V1,...,V2p = —Vp, SOWie Vop1 = V1,...,V3p = Up. Definiere
2p

> mi(Tx)v;
i=1
Pua) =S ——
m;(T'x)
i=1
wobei
R e e Y e
¢ 0 fir ||z —v;|| > €.

Es gilt: dim R(P,) < oo, 2N R(P,) ist symmetrisch und P, =T (n — o0)
(cf. Beweis von Satz 1.2.37). Auflerdem sind die P, ungerade, denn

SmiTa)o 3o migp(T(—2))visy
P,(z) = = ==l , (2.17)

S mi(Ta) ; mesp(T(—2))

i=1

denn v; = —viyp, ¢ = 1,...,2p, Te = —T(—x), und somit gilt fiir x mit
1Tz — ;|| <e

mi(Tz) = & — |Ta —vi]| = e — | - T(~a) — v,
= &~ IT(~2) = vigpll = migp(T(~2)).

Da v; = viqop, ¢t = 1,...,p, gilt auch m; = mj42p,, 1 = 1,...,p, und somit
erhélt man
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2p P 2p
Zmi(Tx)vi = Z Miop (TT)Viyop + Z m;(Tx)v;
i=1 i=1 i=p+1
2p P
= Y mip(Ta)vigy + Y migy(Tx)vigy,
i=p+1 i=1
2p
= Misp(T)vigp.
i=1
Also kann man P, (x) auch schreiben als
2p
; Mitp(T(2))vitp

)

P.(z) = o
; Mip(T(z))

und wir erhalten aus (2.17), dass

Mit Satz 1.31 folgt, dass d(I — P,, £2,,0) ungerade ist. Demnach ist nach
Definition des Abbildungsgrades d(I — T, {2,0) ungerade. ]

4.2.4 Quasilineare elliptische Gleichungen IIT

Diesmal wollen wir quasilineare elliptische Gleichungen in Rdumen Holder—
stetiger Funktionen C%%(§2) betrachten. Dazu betrachten wir zuerst die
lineare Gleichung

Au=f, (2.18)

wobei A : X — Y ein linearer Operator ist und f € Y ein gegebenes Element.
Sei B: X — Y ein weiterer linearer Operator und sei

Dyu = tAu+ (1 —t)Bu, 0<t<1. (2.19)
Anstelle von (2.18) betrachten wir die Schar von Problemen
Diug=f, 0<t<I, (2.20)

und machen folgende Annahme: Es gibt eine Konstante c¢g, die unabhéingig
von f € Y und t € [0,1] ist, so, dass fiir alle Losungen u von (2.20) fiir
beliebige f € Y und beliebige ¢ € [0, 1], die apriori Abschétzung

[ullx < collflly (2.21)

gilt.
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2.22 Satz. Seien X,Y Banachrdume und seien A, B : X — Y stetige, lineare
Operatoren. Ferner gelte fiir (2.20) die apriori Abschitzung (2.21) und das
Problem (2.20) habe fiir t =0 und alle f €Y eine eindeutige Lisung. Dann
hat auch das Problem (2.18) fiir alle f € Y eine eindeutige Lisung.

Beweis. 1. Sei N C [0,1] die Menge der ¢, fiir welche das Problem (2.20)
fiir gegebenes ¢t und alle f € Y eine eindeutige Losung hat. Offensichtlich ist
0 € N und wir wollen zeigen, dass auch 1 € N ist. Sei 7 > 0 derart, dass

co ([[Al +1B])) < 1. (2.23)
Wir werden zeigen, dass dann die Implikation
seN = [s,s+ 7] C N (2.24)

gilt. Da 7 unabhéngig von s ist, kénnen wir in endlich vielen Schritten von 0
zu 1 kommen, d.h. 1 € N.

2. Es bleibt zu zeigen, dass [s,s + 7] C N ist, falls s € N und 7 wie in
(2.22) gewihlt wurde. Das Problem (2.20) fiir ¢t = s + 76,9 € [0, 1] 148t sich
aufgrund der Definition (2.19) von D; schreiben als

Dsu= f—6TrAu+ d7Bu. (2.25)

Da s € N existiert der inverse Operator D; ' : Y — X, der linear ist und fiir
den aufgrund von (2.21) gilt:

1D < co.
Also ist (2.25) dquivalent zu
u= D (f - 6TAu+ 67Bu) =: Lu. (2.26)
Fir L: X — X gilt:
[Lu = Lol < &7co ([[All + [[BI)[[u = ol

und somit liefert der Banachsche Fixpunktsatz, dass (2.26) fiir alle § € [0, 1]
eine eindeutige Losung besitzt, d.h. [s,s+ 7] C N.

Wir wollen Satz 2.22 anwenden um zu zeigen, dass das lineare elliptische
Problem

(Lu)(z) = — Z ai;(x)0;0;u(x) = f(x) in {2, (2.27)

eine Losung besitzt.
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2.28 Satz (Schauder, 1934). Sei {2 ein beschrinktes Gebiet des R™ mit
Rand 082 € C**,a € (0,1). Seien ferner f,a;j € CY(02),i,j=1,...,n und
gelte

||ai7j||co,a S C, Z,j = 17...,71. (229)
Der Operator L sei elliptisch, d.h. es existiert ein A9 > 0 so, dass fiir alle
x € 2 und ¢ €R™ gilt:

n

> au(@)6G = Mol (2.30)

i,7=1

Dann besitzt das Problem (2.27) eine eindeutige Losung u € C*(£2), die der
Abschdtzung

[ullc2.e < ea(er, Ao) [[fllco.e (2.31)
genigt.
Der Beweis beruht auf folgenden zwei Beobachtungen:

(i) Fiir den Laplace Operator gilt die Behauptung des Satzes, d.h. fiir alle
f € C%(0) existiert eine eindeutige Losung von

—Au=f in {2,

2.32
u=0 auf 012, ( )

die der Abschétzung

llul| o2 < e3(er, Xo) || fllcoe (2.33)

gentiigt. Der Beweis dieser Aussage sprengt den Rahmen des Buches. Man
kann ihn in [?] oder [?] nachlesen.

(ii) Fiir das Problem (2.27) gelten Schauder—-Abschitzungen, d.h. falls a;;,
1,5 =1,...,n die Bedingungen von Satz 2.28 erfiillen und u eine Lésung
von (2.27) ist, dann gilt:

ullcz.e < ea(er, Ao) ([ fllcoa (2.34)

Man beachte, dass die Schauder—Abschitzungen (2.34) keine Aussage
iiber die Existenz von Losungen enthiilt. Auch dies kann in [?] nachgele-
sen werden.

Beweis (Satz 2.28). Wir wollen Satz 2.22 anwenden. Dazu setzen wir
X =C%Y(02),Y = C% (), Bu= —Au, und Au = Lu. Wir miissen also die
apriori Abschitzung (2.21) fiir den Operator D; definiert in (2.20) herleiten.
Dazu benétigen wir die folgende Eigenschaften Holder—stetiger Funktionen:
Seien g, h € C%%(§2), dann ist auch gh € C%*(02). Dies folgt sofort aus

lg(z) h(z) — g(y) h(y)| < |g(z)(h(x) — h(y)) + h(y)(9(z) — 9(»))]
<clg(@)|z —y|* + clh(y)| |z —y|*.
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Aufgrund der Definition von D; und dieser Eigenschaft erhalten wir fiir u € X
[Diul[co.o < cllullc2a
d.h. Dy : X — Y ist stetig und linear fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Gleichung
Dou=f

hat nach den Voraussetzungen von Satz 2.28 eine eindeutige Losung. Da die
apriori Abschétzungen (2.33) und (2.34) nur von A\g und ¢; abhéngen erhalten
wir fiir die Lésungen u von

Dtu = f

sofort
Jullx <ellflly

wobei ¢ von ¢ € [0, 1] unabhingig ist. Satz 2.22 liefert also, dass
D1u = f

genau eine Losung in X besitzt. [ |

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen um folgende quasilineare ellip-
tische Gleichung

Lu(z) = e g(x,u, Vu) in 2,
u=0 auf 912,

(2.35)

wobei ¢ klein genug ist, und g : 2 x R x R” — R eine C%* Funktion ist, zu
betrachten.

2.36 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R™ mit Rand 02 € C>°,
a € (0,1) und sei g : 2 x R x R® — R eine C%*~Funktion. Ferner erfiille
der Operator L definiert in (2.27) die Bedingungen (2.29), (2.30). Dann gibt
es fiir alle e € R mit || klein genug eine Losung u € C*(£2) des Problems
(2.35).

Beweis. 1. Wir setzen X = CY#(2), 8 € (0,1) beliebig. Aufgrund der
Eigenschaften Holder—stetiger Funktionen erhalten wir fiir alle Funktionen
mit
[ullcrs < eas (2.37)
dass fiir v = a § gilt:
lg(z, u, Vu)||conr < c5, (2.38)
wobei die Konstante cs nur von ¢4 und g abhéngt.

2. Aufgrund von Satz 2.28 ist der Operator L : C%7(2) — C7(R2) inver-
tierbar. Wir setzen

T(tyu=tL " (eg(z,u,Vu)), (2.39)
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mit T(t) : CF(2) — C?7(22) € CHF(12), d.h. der Operator T(t) ordnet
jedem u € C1P(£2) die Losung v € C?7(£2) des Problems
)

Lv=teg(z,u,Vu in 2,

2.40
v=20 auf 012, ( )

zu. Satz 2.28 und die kompakte Einbettung C?7(£2) << C1#(12) liefern,
dass die Operatoren T'(t),t € [0,1] kompakt sind. Fiir ¢1,t2 € [0,1] gilt
aufgrund von (2.39), (2.40) und (2.31)

IT(t1)uw — T(ta)u||czr < co < colel|ts — ta] |g(z,u, Vu)||con . (2.41)
Aufgrund von (2.38) gilt also
||T(t1)u — T(tz)uHc2,-y S C2Cr €& |t1 — tQ‘ y

fiir beliebige Funktionen u mit [lu[c1.,s < c4. Somit haben wir mithilfe der
Einbettung C27(2) — C%8(0) gezeigt, dass

T:t— T(t): CYP(2) — CYP ()

eine Homotopie ist.

3. Sei B,.(0) die Kugel mit Radius 7 in C*#(£2). Fiir alle ¢ € [0,1] und
u € 0B,,(0) gilt
T(t)u # u (2.42)

falls |e| klein genug ist. In der Tat, sei u € 9B, (0) ein Element mit T'(t)u = v,
dann gilt aufgrund von (2.40), (2.31) und (2.38)

lullcrs < cg llull ez < g catlel|lg(@, u, Vu)|con < cgecacslel,

wobei cg die Einbettungskonstante von C%7(£2) — C1#(§2) ist. Wir wihlen
nun |e] so klein, dass gilt
Cg C2 Cs |E| < cq4.

Wir erhalten einen Widerspruch und somit ist (2.42) bewiesen.
4. Satz 2.13 besagt nun, dass fiir alle ¢ € [0, 1] der Abbildungsgrad

d(I - T(t)’ Bc4 (0)7 0)

konstant ist. Aufgrund von (2.40) und der eindeutigen Losbarkeit aus Satz
2.28 ist aber T'(0) die triviale Abbildung, d.h. T(0)u = 0. Da also

d(I —T(0), B,,(0),0) =1

gilt, haben wir auch
d(I - T(]-)a B, (O)a O) =1,

d.h. es existiert eine Losung u € C18(£2) von (2.35).
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5. In Schritt 2. haben wir gezeigt, dass
T(1): 0P (02) — C*7(2),

was, aufgrund der Einbettung C?7(2) — CbV1(£2), impliziert (cf. (2.37),
(2.38)) B
g(x,u, Vu) € CO*(0).

Dies zusammen mit (2.34) liefert
u € C**(0).

Somit ist der Satz bewiesen. [ ]



