Abteilung fiir Angewandte Mathematik 07.05.2007
Prof. Dr. M. Ruzicka, Dr. L. Diening

Funktionalanalysis I1
SS 2007 — Woche 4

Abgabe: Montag, den 14. Mai, vor der Vorlesung
Aufgabe 1: 7 Punkte

Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine nicht-leere, kompakte Teilmen-
ge. Ferner sei Y ein Banachraum iiber K. Zeigen Sie: Fine Familie F von stetigen
Funktionen f : M — Y ist genau dann relativ kompakt in C'(M;Y"), wenn die
folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(a) Fir jedes u € M ist {f(u) : f € F} relativ kompakt in Y,

(b) F ist gleichgradig stetig, d.h. fiir alle und alle ¢ > 0 existiert ein (¢) > 0, so
dass fiir alle f € F gilt:

u,v € M, d(v,u) <9 = lf(v) — f(u)| <e.
Aufgabe 2: 6 Punkte
Sei Q) ein beschriinktes glattes Gebiet des R” und f € C°(R) mit
[F@Of < O+ [e)”
fiir festes C' > 0 und 0 < a < 1. Zeigen Sie: Das Problem

—Av = f(v) auf €,
v=20 auf 012,

besitzt eine schwache Losung u € Wy (Q), d.h. fiir alle p € C(Q) gilt:
/ VuVepdr = /f(u)godx.
Q

Aufgabe 3: 7 Punkte

Sei I = [ty — a,to+ a] mit a > 0 und seien £y, xy € R. Weiterhin geniige f : I x R
der Carathéodory Bedingung:
Fiir fast alle t € I ist x — f(t, x) stetig und fir alle z € R ist ¢ — f (¢, x) messbar.
Ferner existiere ein h € L'(I) mit

|f(t,x)| < h(t) fir alle z € R.
Zeigen Sie, es gibt ein § mit 0 < § < a so, dass das Anfangswertproblem

2'(t) = f(t,z(t))  fiir fast alle t € I,

ZE(to) = 29

mit [5 = [ty — 0, %o + 6] mindestens eine Losung © € C(Is) besitzt.



