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Prof. Dr. M. Růžička, Dr. L. Diening

Funktionalanalysis II

SS 2007 — Woche 7

Abgabe: Montag, den 11. Juni, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: 7 Punkte

Sei Ω ⊂ R
n ein offenes Gebiet mit glattem Rand. Seien u, v ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω).

Zeigen Sie, dass u v ∈ W 1,p(Ω) und

∂i(u v) = (∂iu) v + u (∂iv)

für alle i = 1, . . . , n.

Aufgabe 2: 7 Punkte

Sei W
1,p
0

(Rd) der Abschluss der C∞

0
(Rd) Funktionen in W 1,p(Rd). Zeigen Sie, dass

W 1,p(Rd) = W
1,p
0

(Rd) für alle 1 ≤ p < ∞.

Aufgabe 3: 8 Punkte

Sei Ω := B1(0) ⊂ R
n und u(x) := |x|.

(a) Zeigen Sie, dass u ∈ W 1,∞(Ω) und

(∂iu)(x) =
xi

|x|

für all i = 1, . . . , n.

(b) Für n = 1 ist ∇u = u′ gerade die Signumfunktion. Zeigen Sie, dass u′ für
n = 1 keine schwache Ableitung in L1

loc
hat.

(c) Zeigen Sie, dass ∂iu für n ≥ 2 und i = 1, . . . , n eine schwache Ableitung
in L1

loc
hat. Berechnen Sie die Ableitung und überprüfen Sie, für welche

q ∈ [1,∞] die Funktion ∂iu in W 1,q(Ω) liegt.


