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Aufgabe 1: Sobolevraum 5 Punkte

Sei 1 ≤ p ≤ ∞ und Ω ⊂ Rn ein offenes Gebiet. Zeigen Sie:

1. Der Sobolevraum W 1,p(Ω) ist ein Banachraum mit der Norm

‖u‖ := ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω)

2. Für 1 < p < ∞ ist W 1,p(Ω) reflexiv und separabel. Betrachten Sie
hierzu die Abbildung

T : W 1,p(Ω)→ (Lp(Ω))n+1

u 7→ (u, ∂1u, ..., ∂nu)

und rekapitulieren Sie, was Sie über Reflexivität und Separabilität wis-
sen.

Aufgabe 2: alternative Charakterisierung 5 Punkte

Sei u ∈ Lp(Ω), 1 < p <∞. Dann sind äquivalent:

1. u ∈ W 1,p(Ω).

2. Es existiert eine Konstante c > 0, so dass für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω) und alle
i = 1, ..., n gilt ∣∣∣ ∫

Ω

u∂iϕdx
∣∣∣ ≤ c ‖ϕ‖Lp′ (Ω),

wobei p′ = p
p−1

den zu p konjugierten Exponent bezeichne.

Tipp: betrachten Sie die Abbildungen

F̃i(ϕ) :=

∫
Ω

u∂iϕdx, ϕ ∈ C∞0 (Ω)

und benutzen Sie den Satz von Hahn-Banach. Schlagen Sie außerdem nach,
wie die Dualräume der Lp-Räume charakterisiert sind.


