Abteilung fiir Angewandte Mathematik 7.1.2014
Prof. Dr. M. Ruzicka, Philipp Négele

Nichtlineare Funktionalanalysis

WS 2013/14 — Woche 10
Abgabe: Dienstag, den 14. Januar, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: Dichheit glatter Funktionen 6 Punkte

Sei V' ein Banachraum, I C R ein offenes und beschrénktes Intervall und
1 < p < o0. Zeigen Sie, dass die Mengen C*°(1,V) und C§°(1,V) dicht in
LP(I, X) sind. Tipp: Glatten Sie durch Faltung und verwenden Sie Blatt 8.

Aufgabe 2: Partielle Integration 8 Punkte

Sei I C R ein offenes und beschrianktes Intervall, (V, H,V*) ein Gelfand-
Tripel, 1 < p < oo und p’ der konjugierte Exponent. Ferner sei der Raum
W o= Wh®P)([V,V*) der auf Blatt 9 definierte verallgemeinerte Sobo-
levraum. Sie diirfen fiir diese Aufgabe ohne Beweis verwenden, dass die Men-

ge C=(I,V) dicht im Raum W liegt.

1. Zeigen Sie: Fiir u € C®(I,V), u # 0 ist die Funktion ¢t — [Ju(t)|%
klassisch differenzierbar mit

) = 200 0), u(t))r = 200 (2) u(t))v- (1)

2. Folgern Sie aus 1, dass fiir alle u € C°°(I, V) die Abschétzung
[ullom < cllullw
mit einer von v unabhéngigen Konstante ¢ > 0 gilt.
3. Zeigen Sie anschlieflend die stetige Einbettung
W — C(I, H).

4. Zeigen Sie: Fiir alle u,v € W und alle s,t € I gilt

t t

SOy dr = (ule), o0~ () vl — [ (7). u(r),dr.
Aufgabe 3: Schwache Konvergenz 6 Punkte

1. Sei Q C R" ein beschrianktes Gebiet und 1 < p < 0o. Sei (up)neny C
LP(Q2) eine Folge, fiir die u,, — wu in LP(Q2) und w,(z) — v(x) fast
iiberall in € gilt. Zeigen Sie, dass dann auch v = v gilt.

2. Sei 1 < p < oo und (up)nen beschriankt in LP(€2). Zeigen Sie: Falls
(un)nen fast iiberall in Q gegen eine Funktion v konvergiert, so gilt
auch u,, — v in LP(Q).



