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Aufgabe 1: Lokale Stetigkeit von d 10 Punkte

Sei  C R? eine offene und beschrinkte Menge und f € C*(Q)¢. Ein Punkt
p € R4\ £(99) heifit regulirer Wert von f, falls f~1(p) nur regulire Punkte
enthélt. Fiir reguldre Werte p sei der Abbildungsgrad definiert durch

d(f,Q.p)= Y sguJ(f)(x).

zef~1(p)

1. Zeigen Sie: Falls p ein reguldarer Wert von f ist, so existiert ein € > 0,
so dass alle Punkte p’ € B.(p) ebenfalls reguldre Werte von f sind.

2. Schlieflen Sie daraus die lokale Stetigkeit von d in p, das heif3t: Sei p
ein reguldrer Wert von f und € > 0 so klein, dass B.(p) N f(0Q) = 0
gilt. Dann gilt d(f, Q, p) = d(f,Q, p’) fiir alle p’ € B.(p).

3. Sei p ein regulirer Wert von f und g € C*(Q)?. Zeigen Sie, dass ein
€ > 0 existiert, so dass aus [|f —g||ciq)e < € folgt, dass p ein reguléirer
Wert von g ist.

4. Schlielen Sie daraus die lokale Stetigkeit von d in f, das heif3t: Falls
0 < e < idist(p,f(09)) so klein ist, dass p ein regulérer Wert fiir
alle g mit ||[f — gllc1@e < € ist, so gilt d(f, 2, p) = d(g, 2, p) fiir alle
derartigen Funktionen g.

Aufgabe 2: Elementare Eigenschaften 10 Punkte
Sei A die Menge aller Tripel (f,2, p), wobei 2 eine offene beschriankte Teil-

menge des R? ist, p € R und f : Q — R? stetig mit p ¢ £(99Q). Wir nehmen
an, es existiere eine Abbildung B : A — Z mit den folgenden Eigenschaften:

e Normiertheit: Fiir jedes offene und beschrinkte 2 € R? und p €
gilt B(id, 2, p) = 1.

o Additivitdt: Sei Q C R? offen und beschrinkt, p € R?, f: Q — R?
stetig und €2y, {25 jeweils offene, disjunkte Teilmengen von ) mit p ¢

f(ﬁ\ (Ql U Q?)) Dann gllt B(fa Qa p) = B(f> th) + B(fa Q?a p)

e Homotopieinvarianz: Sei Q@ C R? offen und beschrénkt, p € C([0, 1], RY)
und h € C([0,1] x Q,R?) mit p(¢) ¢ h(t,00) fiir alle t € [0,1]. Dann
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Zeigen Sie, dass die Abbildung B dann auch folgende Eigenschaften hat:

1. Ausschneideeigenschaft: Fiir alle offenen Mengen ©; C  und p ¢

2. Losungseigenschaft: Gilt B(f,Q,p) # 0, so besitzt die Gleichung
f(x) = p mindestens eine Losung zy € 2.

3. Randeigenschaft: Sei (f,Q2,p) € A und ¢ = dist(p, f(02)) > 0. Fiir
g : @ — R? stetig und q € RY, mit ||g — fl|cpne + [P — q] < € gilt
B(f,Q,p) = B(g, {2, q), das heifit insbesondere, dass B(f, {2, p) nur von
den Randwerten von f abhéngt.

4. Komponentenabhingigkeit: Zeigen Sie, dass B(f, €2, -) konstant auf
den Zusammenhangskomponenten von R? \ f(99) ist. Dabei heiit Z
Zusammenhangskomponente, falls sich je zwei verschiedene Punkte in
Z durch eine stetige Abbildung w : [0, 1] — Z verbinden lassen.



