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Definition: abgeschlossene mengenwertige Abbildung

Seien M C R? und N C R* Teilmengen. Eine mengenwertige Abbildung
F : M — 2" heisst abgeschlossen, falls fiir je zwei konvergente Folgen z;, — x
in M und yp — y in N mit y, € F(zy) gilt y € F(x).

Aufgabe 1: Fixpunktsatz von Kakutani 10 Punkte

Sei K C R? nichtleer, kompakt und konvex. Ferner sei F' : K — 2% abge-
schlossen und fiir alle z € K sei F(x) C K konvex. Zeigen Sie: F' hat einen
Fixpunkt, das heisst es existiert ein n € K mit n € F(n).

Gehen Sie dabei folgendermaflen vor: Zunéchst existiert fiir alle ¢ > 0 eine
Auswahlfunktion f6 K — K, fe( ) =2 pi(z)y; und fo(z ) € B. (F( )).
tergeordnete stetige Zerlegung der Eins, y; € F(z;) und ferner B (F () ==
{y € K|dist(y, F(z)) < €} eine e-Umgebung der Menge F(z). Die Exi-
stenz einer derartigen Funktion diirfen Sie ohne Beweis verwenden. Zeigen
Sie dann, dass jedes f. einen Fixpunkt 7. besitzt und, dass 7. fiir eine Teil-
folge gegen ein n € K konvergiert. Zeigen Sie nun, dass ein > 0 existiert,
so dass fiir festes p > 0 und alle x € K mit |z —n| < § gilt F(x) C B,(F(n)).
Folgern Sie dann, dass fiir alle ¢ < § und alle x € K mit |z —n| < J —¢
auch f.(x) € B,(F(n)) gilt. Schliessen Sie aus den letzten beiden Zwischen-
behauptungen nun n € F(n) indem Sie zuerst ¢ und danach p gegen Null
gehen lassen.

Aufgabe 2: Existenz periodischer Losungen 6 Punkte

Sei 0 < T < ocound sei f: [0, 7] x R" — R" ein stetiges Vektorfeld, das einer
gleichméssigen Lipschitzbedingung beziiglich der zweiten Variablen geniigt
und T-periodisch beziiglich der ersten Variablen sei. Ausserdem erfiille f die
folgende Invarianzbedingung:

AR > 0 mit (z, f(t,x)) <0 fir alle t € [0, 7] und alle ||z| > R.
Zeigen Sie, dass eine periodische Losung der Gleichung
W () = f(tu(t)), te (0,7]

existiert, das heisst eine Losung der Differentialgleichung mit w(7") = u(0).
Tipp: Untersuchen Sie die sogenannte Zeit-T" Abbildung P(n) := v(T;n),
wobei 1 ein Anfangswert und v eine zugehorige Losung der Gleichung 1st.

bitte Wenden



Aufgabe 3: Nicht-zulidssige Homotopie 4 Punkte

Fiir z = (r cosp, rsing) € By(0) und ¢ € [0, 1] sei

(r,0) falls t =0
h(t,z) =< (r cos?,rsin?) falls 0 <t <1, 0 <o < 2nt
(r,0) falls 0 <t <1, 27t < p < 27.

Gilt dann h(t,-) € C(By(0)) fur alle t € [0,1] und A(-,z) € C([0,1]) fiir alle
x € B1(0)? Berechnen Sie anschlieBend d(h(0, ), B1(0),0) und d(h(1,-), B1(0),0).




