Abteilung fiir Angewandte Mathematik 12.11.2013
Prof. Dr. M. Ruzicka, Philipp Négele

Nichtlineare Funktionalanalysis

WS 2013/14 — Woche 4
Abgabe: Dienstag, den 19. November, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien X und Y normierte Vektorrdume und A : M C X — Y eine Operator.
Zeigen Sie: Falls dim X < oo, M abgeschlossen und A stetig ist, so ist A
kompakt.

Aufgabe 2 8 Punkte

Ein Operator 7' : X — Y heifit vollstetig falls aus z, — x in X folgt
Tx, — Tz in Y. Zeigen Sie: Ist X ein reflexiver Banachraum und Y ein Ba-
nachraum so ist ein linearer Operator T genau dann kompakt, wenn er voll-
stetig ist. Tipp: Fiir lineare, stetige Operatoren T gilt: x,, — v = Tz, — Tx.
Benutzen Sie auBerdem den Satz von Eberlein-Smuljan

Aufgabe 3: elliptische, nicht-lineare Gleichung 8 Punkte

Sei ©2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und sei A € L*>°(Q)"*"
a-elliptisch, das heifit es gelte > 7', AijAid; > af A fiir alle A € R". Gege-
ben sei auflerdem eine stetige Funktion f : R — R, die der Wachstumsbe-
dingung |f(z)| < c(1 + |z]°) fiir 6 € [0,1) geniige. Ferner bezeichne cp die
Poincaré-Konstante des Gebiets €2, das heifit die kleinste Konstante, so dass
[ul| 20y < ep ||Vl 2o fiir alle u € Wy?(Q) gilt. Beweisen Sie die Existenz

einer schwachen Losung u € W,*(Q) des Randwertproblems
—div (AVu) = f(u) in €,
u=>0 auf OS2
mit Hilfe des Schauder’schen Fixpunktsatzes.

Tipp: Verwenden Sie Lax-Milgram fiir das linearisierte Problem und orien-
tieren Sie sich am Beispiel aus der Vorlesung.



