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Aufgabe 1: Vektorwertige Distributionen 10 Punkte

Sei 1 ≤ p <∞, I := (a, b) ⊂ R und X ein Banachraum.

1. Zeigen Sie: Für u ∈ Lp(I,X) gilt auch uh ∈ Lp(I,X), wobei

uh(t) =

{
u(t+ h) für t+ h ∈ I
0 für t+ h /∈ I.

Zeigen Sie außerdem limh→0‖uh − u‖Lp(I,X) = 0.

2. Zeigen Sie: Für u ∈ Lp(I,X) ist die durch v(t) :=
∫ t
t0
u(s) ds, t0 ∈ I,

definierte Funktion v : I → X fast überall in I differenzierbar mit
v′(t) = u(t).

3. Wir versehen den Raum C∞0 (I) mit dem folgenden Konvergenzbegriff:
eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ C∞0 (I) konvergiert gegen ϕ in C∞0 (I) falls eine
kompakte Menge K ⊂ I existiert, so dass supp(ϕn), supp(ϕ) ⊂ K für

alle hinreichend großen n ∈ N und limn→∞‖ϕ(α)
n − ϕ(α)‖C0(K) = 0 für

alle α ∈ N gilt. Sei außerdem L(C∞0 (I), X) der Raum der stetigen linea-
ren Abbildungen von C∞0 (I) nach X. Die Konvergenz in L(C∞0 (I), X)
definieren wir durch Tn → T :⇔ 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉, ∀ϕ ∈ C∞0 (I). Zeigen
Sie, dass die Abbildung T : Lp(I,X)→ L(C∞0 (I), X), mit

〈Tu, ϕ〉 :=

∫
I

u(s)ϕ(s) ds

wohldefiniert, linear, stetig und injektiv ist.

Aufgabe 2: inhomogene Randwerte 5 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und 1 < p < ∞.
Zeigen Sie, dass es für f ∈ Lp′(Ω) und g ∈ W 1,p(Ω) eine eindeutige schwache
Lösung des Problems

−div(|∇u|p−2∇u) = f in Ω

u = g auf ∂Ω

gibt. Tipp: Transformieren Sie die Gleichung auf homogene Randwerte und
betrachten sie den geshifteten Operator Ag(·) := A(·+ g).



Aufgabe 3: (schwach singulärer Integralkern) 5 Punkte

Sei Ω ein beschränktes Gebiet und α ∈ [0, n). Weiterhin sei A ∈ L∞(Ω×Ω).
Für x ∈ Ω und f ∈ L2(Ω) definieren wir

(Tf)(x) :=

∫
Ω

A(x, y)

|x− y|α
f(y) dy.

Zeigen Sie, dass T ein (wohldefinierter) stetiger, linearer Operator von L2(Ω)
nach L2(Ω) ist, das heißt insbesondere dass gilt ‖Tf‖L2(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω).


