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Aufgabe 1: Distributionelle Ableitung 8 Punkte

Sei I C R ein offenes Intervall und £(C§°(), X) der auf dem vorherigen
Blatt definierte Raum der X-wertigen Distributionen. Fiir T € L(C§°(1), X)
sei die distributionelle Ableitung 7" € L(C§°(I), X) definiert durch

<T/a90> = _<T7 §0,> P € O((]X)(I)

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung 7' — T" eine wohldefinierte und stetige
Abbildung von L£(C§°(I), X) in sich selbst ist.

2. Sei u € CY(I,X). Zeigen Sie, dass dann (T,) = T, gilt, wobei u’ die
Ableitung von u bezeichnet.

3. Zeigen Sie: Gilt 7" = 0 fiir T' € L(C§°(I),X) so ist T eine konstante
Funktion von I nach X. Tipp: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir ¢ € C3°(1)
gilt: ¥ =/ mit n € C°(I) < [, (t)dt = 0. Zeigen Sie dann, dass
jedes x € Cg°(I) sich schreiben ldsst als x = o1 [, x(t)dt + 7/, mit
Y1, n e C(I), [ (t)dt = 1.

Aufgabe 2: Schwache Ableitung 12 Punkte

Seien X,Y Banachrdume mit X — Y, 1 < p,q < oo und I C R ein of-

fenes und beschrinktes Intervall. Wir nennen eine Funktion u € L;,.(I, X)

schwach differenzierbar, falls eine Funktion v € L}, (I,Y) existiert mit
(T,) = T, und schreiben dann v = u'.

1. Zeigen Sie, dass der verallgemeinerte Sobolevraum
Whed([ X, Y) = {ue LP(I,X)|u € LYI,Y)}

mit der Norm ||uly 1.0 xy) = l|uller@.x) + [[@][Lezy) ein Banach-
raum ist.

2. Zeigen Sie: Es gilt Wh®9 (I, X|Y) < C(I,Y) und

fiir alle uw € WH®9 (], X, Y) und alle s <t € I.

3. Seinun (V, H,V*) ein Gelfand-Tripel. Zeigen Sie: Fiir u € LP(1, V') sind
die Begriffe ”schwache Zeitableitung” und ”verallgemeinerte Zeitablei-
tung” Aquivalent, falls o/, ‘fl—? € LV (I,V*) gilt.

Wir wiinschen Ihnen schéne Weihnachten und
einen guten Rutsch!



