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1.1 Sobolev Riume

Sei 2 C R™ ein Gebiet und 1 < p < oo. Dann definieren wir die Lebesgue-
riume!

LP(2) = {f € M(2) | | f]| < o0},

wobei || f]|,, die iibliche Norm ist und M (£2) der Raum der lebesgue-messbaren
Funktionen ist. Der Raum der lokalintegrierbaren Funktionen ist defi-
niert durch

Lige ={f € M(2)| f € L'(K), VK CC Q}. (1.1)

1.2 Definition. Sei f € L}, .(£2). Die Funktionen g' € Li, .(2),i=1,...,n
heifien schwache partielle Ableitungen in Richtung x; von f, falls fir

alle p € C§°(02) gilt:

/8i<pd:c= —/gigadx. (1.3)
Q Q

e Die schwache Ableitung ist eindeutig.
e Wir bezeichnen die schwache Ableitung durch

_of _ q (1.4)

Oif = 5o =

und den schwachen Gradienten durch

vf = (81f7>anf)
e Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der distributionellen Ableitung.

1.5 Definition. Sei 1 < p < oo. Die Funktion f : {2 — R gehért zum
Sobolevraum W1P(2) genau dann, wenn f € LP(£2) und die schwachen
Ableitungen 0;f, i =1,...,n auch zum Raum LP({2) gehdren.

e Als Norm auf WP definieren wir

n 1
el = (laly + " 10wilz)”, 1<p <o,
P (1.6)
Jully o := esssupyep (ful + [Vul)
oder .
lelly,, = lallp + > 195l (L.7)
i=1

! Man beachte, dass die Lebesguerdume eigentlich aus Klassen von Funktionen
bzgl. der Aquivalenzrelation ,fast iiberall gleich® bestehen. Wir werden aber
nicht zwischen einer Funktion und ihrer Aquivalenzklasse unterscheiden.
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(1.6) und (1.7) sind dquivalente Normen.
e Fiir p = 2 definieren wir ein Skalarprodukt auf W12(£2):

(f,9)wrz = (f,9)r2 + Y (0 f,0i9) > (1.8)

=1

Die durch dieses Skalarprodukt induzierte Norm ist gerade die Norm in (1.6).

Beispiele: (i) Die Funktion

f(z) = |z
ist fiir {2 = R im Nullpunkt nicht differenzierbar. Allerdings gilt
0 oo
/|x\<p’dx= / —xgp'dx+/scg0'd3:
R —o0 0
0 oo
:—xap’(loo—k / godx+x<p|8°—/g0dx
—00 0

__ / sgn(z)o(z) de,

R

d.h. f/ = sgn im schwachen Sinne.
(i) Betrachte u(z) = |z|7%, 8 > 0 auf 2 = B;(0) C R", z # 0. Als
punktweise Ableitungen erhélt man fiir z # 0

Xg

2|’

O;u = fﬁ|x|7ﬂ*1
und somit

Vu(z)| = Bla| =P
Also folgt mit der Zwiebelformel

1
/ |VulP de = wnﬂp/rnflr(fﬁfl)p dr = c(p,n)r"~FTYP < oo,
o) 0

falls 8 < *7F. Als schwache Ableitung erhélt man
/ ul;pdr = — / O;up dx + / upy; ds.
2\B.(0) 2\B.(0) 9B.(0)

Fiir das Randintegral ergibt sich
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‘ / wpv; ds‘ < l¢llso / e Pds=ce Pt 50 (e = 0),
9B.(0) 9B-(0)

falls 8 < n—1, aber dies ist schon erfiillt fiir 8 < %. Der Satz von Lebesgue
iiber dominierte Konvergenz liefert fiir ¢ — 0

/u@z«p dr = —/&»u(p dz,
0 0
d.h. die punktweisen Ableitungen sind schwache Ableitungen und es gilt

n—p
=

u € WHP(By(0)) & B <

(iii) Betrachte f(z) = sgn(x). Punktweise ist fiir z # 0

(sgn(z)) = 0.

Die schwache Ableitung existiert nicht im Sinne von Definition 1.2. Im dis-
tributionellen Sinne ist f’ = 24, wobei §y das Dirac-Maf} bezeichnet:

/ sgn(z)g'(x) dx = 2(0).
R

1.9 Satz. Der Sobolevraum WP (£2), versehen mit der Norm (1.6), ist ein
Banachraum. Er ist reflexiv, wenn 1 < p < oo und separabel, falls 1 < p < co.

Beweis. (1) Banachraum: Sei (f,,) eine Cauchyfolge in W1?(£2). Dann sind
(fn) und (Vf,) jeweils Cauchyfolgen in LP({2). Da LP(£2) vollstindig ist,
konvergiert (f,) gegen eine Funktion f in LP({2) und

0ifn — g in LP(R2).

Wir miissen zeigen, dass '
dif =g
ist. Fiir alle ¢ € C§°(2) gilt:

[t [ fow=- [0~ [ g
(93 (93 (93 (93

Also ist ¢ = 0;f, d.h. f € WHP(£2) und somit

foo [ in WhP(0).



(2) reflexiv: LP(§2) ist reflexiv, also auch (LP(£2))"*1. Definiere
T:WhP(Q2) = (LP())" ™ : f e (f,01f, -, 0uf). (1.10)

Dann ist 7T eine Isometrie beziiglich der Norm (1.6), d.h. T(W1P(£2)) ist
abgeschlossen in (LP(§2))"*1. Aus FA I folgt dann, dass T(W1?(02)) reflexiv
ist und da 7T eine Isometrie ist, folgt weiter dass W1P(£2) reflexiv ist.

(3) separabel: Da LP(f2) separabel ist, ist auch (LP(§2))"*! separabel.

T(WhP(0)) C (LP(2))"*

ist ein abgeschlossener Unterraum, also ist nach FA I dann auch T(W 1P (£2))
separabel. Da T eine Isometrie ist haben wir gezeigt, dass W1P(§2) separabel
ist. ]

Dichtheit glatter Funktionen

Wir wollen zeigen, dass glatte Funktionen dicht in W1P(§2) sind. Fiir ¢ > 0
definieren wir den Gliattungsoperator

ue(w) i= (e 0)(o) = [ (o~ ulw) dy (1.11)

R’n/
mit we(z) = Zw(%), w € C(R™), supp(w) € B1(0), [wdz =1, w > 0.
RW,
Dann gilt (Ana III)
Ue = U in LP(£2)

und u, € C°(R").

1.12 Lemma. Sei (2 ein Gebiet und G CC 2. Firu € WP(02),1 < p < oo,
und alle 0 < e < dist(092, G) gilt u. € WHP(G) N C>®(R™). Ferner gilt:

Ue = U in WHP(Q)
fire — 0.

Beweis. Aus Ana IIT wissen wir, dass u. — u in LP(£2). Es gilt

iue(x) = /8;%.25(96 —y)uly) dy
En

=/W%m—www@

R‘IL

— [wrte - pouty)ay
R‘IL

= (we *x Oju)(x)

= (O;u)e ().
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Da 0;u € LP({2) ist, folgt auch (Q;u)e = d;u. € LP(G) und
O;ue — O;u in LP(G).
[

1.13 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet und sei u € WHP(£2), 1 < p < oco.
Dann gibt es eine Folge (u,) C WHP(£2) N C>(£2) mit

Up = U in WHP($2).

Beweis. Sei 1
Uj = {x € 2| dist(092,x) < 3}

und
Vi =Ujts\Ujn

mit Vp := Us. Dann sind die V; offen und

o=V
j=0
Wir benutzen eine Zerlegung der Eins, d.h.
Y Bi=1, 0<p;<1 und B; € C°(V;).
j=1
Betrachte u; = uf3;. Es gilt u; € W1P(£2), denn

/uﬂjajgpdx = /u@i(ﬁj@) —u(0;8;)p dx

0 [0}

= —/&-uﬁjgp —u0;Bjpdx.
1?)

Also ergibt sich
9;(uB;) = diup; + ud;B; € LP(£2)
und supp(uf;) € V;. Sei § > 0, wahle ¢; > 0 klein genug und definiere
w; = we * (uf;).

Dann ist [|w; — uBj||1,, <27U+D§ und supp(w;) C Vji4 \ Vj. Setze
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Fir z € (2 sind nur endlich viele Summanden ungleich Null. Da w; € C*(R")
ist, ergibt sich w € C*°(£2). Fiir Punkte € 82 ist Br(xo) NV, # 0 fiir
unendlich viele j € N. Sei nun K CC {2 beliebig. Da in den Summen nur
endlich viele Summanden unglrich Null sind, erhalten wir

lw = ullwrr ) = H jgowj ) ;uﬂijmm)

< Z lwj = uBjllwrr(x)
=0

< Z lwj —uBjllwre(2)
=0

< ZQ—(j+1)5
=0

<5

Wenn wir nun {2 durch eine monoton wachsende Folge K;, i € N, ausschopfen,
erhalten wir mit dem Satz von Levi iiber monotone Konvergenz

/ |lw —ulP + |Vw — Vul|P dz = lim / xr, (Jw = ul? + |[Vw — VulP) dz < 6.
0 1—00 0

Da ¢ > 0 belliebig war, folgt die Behauptung. [

1.14 Satz. Sei 2 C R" ein beschrdnktes Gebiet mit Rand &Qf Ct. Sei
u€ WHP(02), 1 < p < co. Dann ezistieren Funktionen u, € C*(£2) mit

Up = U in WHP($2).

Beweis. (1) Da §2 einen C'-Rand hat, wissen wir aus Ana III, dass es eine
Funktion v € C1(R"~1!) gibt, so dass sich der Rand von {2 lokal durch ~y
darstellen lasst, d.h.

00 N B,.(x¢) = graph(y) N B, (xg).
Dann ergibt sich

20N B, (zo) = {z € By(w0) | xn > y(21,...,20-1)}.
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Tn
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zo

\

Abb. 1

Zur Vereinfachung schreiben wir = (z1,...,2,) =: (¢, 2,). Sei
V.= Bé (QC()) N 1.

Da u € WP(£2) nur in §2 definiert ist kann man nicht um Randpunkte
glatten. Die Idee ist daher, dass wir die Funktion vom Rand weg nach innen
verschieben. Dazu definieren wir fiir z € V, e > 0, A > 2

z° ::$+(0’,._70’)\8): (,’E/,an+)\5)-

Wihle 0 < ¢ < 7= und A = £1. Dann erhalten wir B:(2°) C B, (o) fiir alle
x € Br(xo) N £2. Setze u®(x) := u(x®) fiir alle z € V und

w® () = (we *xu) ().
Dann ist w® € C§°(R™) und es gilt
w® —u  in WHP(V), (1.15)
denn

lo® = ull oy < llw® = u|lzovy + l[u” = ull Loy

Aus Ana III wissen wir, dass Translationen stetig in LP sind, d.h.
||’Ll,E — u”Lp(V) — 0.
Um zu zeigen, dass I] — 0 konvergiert, benutzen wir dass C3°-Funktionen

in L? dicht sind. Es gibt also ein ¢ € C§°(£2) mit [|¢ — u (o) < 2. Dann
gilt auch fiir die Translationen ¢%, u®

S

lo® —ullLovy <

I lasst sich schreiben als



[[w® — UEHLT’(V) = flwe xu® — UEHLP(V)
< lwe * u® — we * 0| Lo(v) + [lwe * 0% = @%||Lo(v)
+l¢® — u®|lLr(vy-

Wiederum aus Ana I1T wissen wir, dass gilt

[|lwe * 9||Lf’(V) < ||g||Lp(\7)7

wobei V eine entsprechend zu definierende Menge ist. Wihle g = u® — ¢,
dann erh&lt man
lwe * u® — we * %[l Le(vy < [lu” = @[l Loy <

1
n

Da ¢ gleichméafig stetig auf kompakten Mengen ist, erhalten wir

|we * o (z) — *(z)]

‘ /ws(aﬁ —y)(¥°(y) — ¥ (z)) dy

]R‘n,
< we(z = y)|o°(x) — ©*(y)| dy
lz—y|<e
< sup e (x) — ¢ ()]
|lz—y|<e
1
< sup lo(z) — o(y)| < -

lz—y|<e, z,y€By(x0)NL2

fiir € klein genug. Wir haben also gezeigt, dass

I7 = [Jw® —u|lo vy < 3

n
ist und insgesamt
lw® —ulppevy < If + 15 — 0 (e = 0).

Ein analoges Vorgehen fiir Vw® = V(w, * u®) = w, * (Vu®) liefert

[Vw® = Vu&| Loy — 0,
d.h. (1.15) gilt.

(2) Da der 02 kompakt ist, gibt es Punkte x; € 82,7 = 1,..., N und
Mengen
Vi = B%(:EZ) N {2,

s
2

N
so dass gilt 02 C |J Bri ().
i=1

3
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Abb. 2
Fiir § > 0 gibt es Funktionen w; € C°°(£2) mit

lwi = ullwrr(v) < 0.

Wahle Vy CC {2, so dass sich ergibt

Nach Lemma 1.12 gibt es ein wy € C°°(£2) mit
lu — wollwir vy < 0.

Wihlt man eine Zerlegung der Eins \;, i = 1,..., N, beziiglich der Uber-
deckung V;, dann ist

N
w=>Y A\w; € C®(R)
=0

und man erhélt

N N
lu—=wlp = 11> Xiu—=>" Nwill,
1=0 =0

N

<Y illoollu = will o vy
=0

<(N+1)6

sowie
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N N
IV — V|, = Hv(Zm) - V(Z )\iwi)
= 1=0

N
=Y IVAillolle = will Logvy + [Nilloo | Vet = Vi Lo v
=0
N

P

<c Z lu = willwe v
=0
¢(N +1)6,
d.h.

[ = wll1,p < co.

Wir wollen nun noch Kriterien angeben mit denen man entscheiden kann

ob einen gegebene LP-Funktion eine Sobolev-Funktion ist.
1.16 Satz. Seiu € LP(2),1 < p < oo. Dann sind dquivalent:
(i) ueWhr().

(ii) Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fir alle ¢ € C§°(§2) und

i=1,...,n gilt

]/u—dwl < cllglly-

(iii) PEs existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fir alle offenen Mengen

K CC 2 und alle h € R™ mit |h| < dist(K, 092) gilt:
IThu — ull Lo zey < ¢lhl,
wobei Thu(z) == u(x + h).
In (ii) und (iil) kann man ¢ = ||Vul|, wéhlen.
Beweis. (i) = (ii) :

8@ Holder
\/ Mld\_\— 5o eda] < [Vulpllely

(ii) = (i) : Fur ¢ € C§°($2) definieren wir
- Op
Fi = d
()= [ug? o
Offensichtlich ist F; linear und stetig in L?'(£2), denn

|Fi(e)] < cllolly-
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Da C5°(£2) dicht in LP (£2) ist, gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach eine
stetige, lineare Fortsetzung F; € (LP (£2))*. Nach dem Représentationssatz

von Riesz ist )
(LY (£2))" = LP(92),

d.h. es gibt ein g € LP({2) mit
Fi(p) = /gsod:v Vo e L7 (92),
o)
d.h. —g; = 2% nach Definition der schwachen Ableitung, also ist u € WP (£2).

— Oz

(i) = (iii) : Sei w € C®R") NWLP(2),h € R*, x € 2,t € R und
v(t) := u(x 4 th). Dann ist v'(t) = Vu(x + th)h. Nach dem Mittelwertsatz
gilt

Thu(z) —u(z) =

Vu(z + th)hdt.

I
SIS =

4

—~

~

N/

Sy

Daraus ergibt sich fiir |h| < dist(XK, 02) mithilfe des Satzes von Fubini und
der Transformation y = x + th sowie K +th C {2

/\Thu(x)fu(r)lpdz < |h|p//l|Vu(w+th)|pdtdx
K 0

K
1

= |h|p//|Vu(x+th)|pdxdt
K

0
1

—twp [ [ 1VuwP dyar
0 K+th
= [A[P[[Vull3.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir alle u € C°°(R") N WP (£2) gilt

I Thu — e iy < clhl.

Sei nun u € W1P(£2), dann gibt es nach Satz 1.14 eine Folge (u,,) € C*(R™)N
WP (02) mit u, — u € WHP(£2), also
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| Thu — u“p,K — lImnun — un”p,K < |h|Hvun||p - |hH|VU||p

Diese Rechnung gilt allerdings nur fiir p < oo, weil wir die Hélder-Ungleichung
und die p-te Potenz der LP-Norm verwendet haben. Fiir u € W1°°(§2) wihle
eine Folge p, — co. Dann gilt ||ul|1,p,, — ||u]1,00 und

ITnu = ullo, i = llTnu = ullp,, k. < [Vullp, [h] = |Al[[ Ve

(iii) = (i) : Sei ¢ € C§°(£2) mit supp(p) CC K CC 2 und |h| <
dist(K, 042). Aus (iii) erhédlt man

| [ = wyoda] < lIm = ullgollelloey < clbllioly (147
2

und da (Substitution y = x + h)

/ (ul + h) — u(z))p(e) dx = / u(@) (ol — 1) — o)) di

0 2

folgt mit (1.17)

| [ oo ZE =D o] < g

Wenn man nun h = —te; wihlt ergibt sich mit ¢t — 0

I7;

d¢
< /.
5o (@) dz| < clell,

o Fiir p=1 gilt:

(i) = (ii) « (iii).
e Funktionen, bei denen (ii) < (iii) gilt, heifflen Funktionen mit beschrink-
ter Variation.

Fortsetzungen

Wir wollen zeigen, dass man eine Sobolev-Funktion iiber ein gegebenes Gebiet
2 hinaus als Sobolev-Funktion fortsetzen kann.

1.18 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R™ mit 92 € C! und G
eine offene Menge mit 2 CC G. Dann gibt es fir alle p € [1,00) einen
beschrinkten, linearen Fortsetzungsoperator

E:WhP(02) — WP(R™),

so dass fiir alle uw € WHP () gilt:
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(i) Eu=u fast iberall in (2,
(ii) supp Fu C G,
(iil) (| Eullwrr@ny < cllullwrr(e),
wobei ¢ nur von p, 2 und G abhdngt.

Beweis. Da {2 einen C'-Rand hat, gibt es fiir alle zo € 942 ein 7 > 0, so
dass sich der Rand von §2 in B,.(z¢) durch eine C''-Funktion ~ darstellen lisst
(vgl. Abb. 1).

(a) Wir behandeln zuerst den Fall, dass der Rand flach nahe ¢ ist, d.h.
es gibt ein r > 0, so dass

902N By(x0) = {(¢',zn) | = 0}.
Sei

B::BT(Z‘Q),
BT :=Bn{x, >0} C 0,
BT :=Bn{z, <0} CR"\ {2

Wir setzen u € C°°({2) durch eine gerade Reflektion hoherer Ordnung an der
Geraden zwischen Bt und B~ lokal fort durch

o Ju(x) x € BT,
ua) = {—3u(m’, —,) +4u(2’, —%) x€ BT (1.19)

Um zu beweisen, dass u € C*(B) bezeichnen wir
+

u7:=ﬂ|37 U ::ﬂ|3+.

Dann ist u~ = u™ auf {z, = 0} und auch d;u~ = du™ firi =1,...,n—1
auf {z,, = 0}. Auerdem gilt

Opu™ = 30,u(x’, zy) + 40pu(x’, ——

auf {z,, = 0}. Insgesamt also
vt =vu" und Vu = Vu~ auf {x, =0},

d.h. u € C'(B). Weiter gilt

/|ﬂ|pdx:/|ﬂ|pd:r+ / |ﬂ|pda:§c(p)/|u\pdx
B B+ B~ B+

un

d
/\Vm”daz: / \Vu|pdﬂc+/|Vﬂ|pda:§c(p)/|Vu|pdx,
B B+ B~ B+
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d.h.

Iallwrr )y < cllullwir st

(1.20)
(b) Nun kommen wir zum allgemeinen Fall, d.h. der Rand von {2 ist nicht
flach nahe . Sei der Rand nahe zo durch v € C*(R™"~!) beschrieben. Durch
die Transformation = — y = &(x), wobei

Di(x) =y = x;,
Y.

(1.21)
hat das Bild @(B,(zp) N 012) einen flachen Rand nahe yo bzgl. der y-
Koordinaten (vgl. Plattbarkeitskriterium aus Ana III).

% R

Abb. 3
Wir setzen

Sei z = ¥(y) die Umkehrabbildung. Wir haben det(V,®) = det(V,¥) = 1.
u'(y) = u(@(y))-
Da &(B,(xg)) kein Ball mehr ist, wihlen wir uns einen neuen Ball B um

yo = P(z0), der in @(B) liegt. Wie in (a) erweitern wir v’ von Bt auf B~
und nennen die neue Funktion u'. Aus (1.20) folgt dann

1@ [lwre By < el llwrw sy
WI1r

(1.22)
Sei W := ¥(B), also das Urbild des Balles B um yq. Fiir z € W definieren

u(r) = (P(x))

und erhalten durch Transformation

[m@ra= [ @)
w

P dz = / @ ()| det V, ¥ dy,
w(B) B

sowie
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/|Vu \pdx—/|Vu )| dx

¥ (B)

/ IV, (B(2))P| V()P da

w(B)

/ IV, ()P V(2 ()P det(V, P (y)) dy

<c(y,p) [ V@ (y)P dy.
B/

Mithilfe von (1.22) und einer analogen Rechnung erhalten wir
[@llwrrwy < cll@lwirs)
< cllu o
< cllullwrew+)
< cllullwrr o)

Insgesamt haben wir gezeigt:

[@lwrewy < cllullwie(a). (1.23)

(c) Da der Rand von {2 kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung
mit Mengen W;, i =1,..., N, wobei W; CC G. Sei u; die Fortsetzung von

N
auf W;. Sei Wy CC (2 so dass £2 C |J W;. Auflerdem seien \; eine Zerlegung
der Eins. Setze nun "

Il
M2°

<.

wobei ug = u. Dann ergibt sich mit (1 3)
[@lwrr ey < cllullwre).- (1.24)

(d) Fiir u € C*°(£2) setze Bu = u. Zu u € WP(£2) gibt es nach Satz 1.14
eine Folge u,, € C*°({2) mit

Up —> U in WhP(0).

Es ist
| Euk — Eugllwir®n) < cllun — ukllwir(e),
d.h. (Eu,) ist Cauchyfolge in W1P(R") und somit

Fu, — v =: Fu.

e Der Satz gilt auch fiir den Fall p = oco.
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Randwerte

LP-Funktionen haben keine wohl-definierten Werte auf den Rand des Gebie-
tes auf dem sie definiert sind. Fiir Sobolev-Funktionen allerdings kann man

Randwerte definieren. Um dies zu zeigen bendtigen wir LP-Riume auf dem
Rand 0f2. Wir setzen

LP(992) := {u : 82 — R | messbar, ||u,00 < oo} (1.25)

und versehen den Raum mit der Norm

1
fullpon = ( [ 1ul7ds)".
o0

OberﬂaechenmassLSei {2 ein beschranktes Gebi~et des R™ mit 902 € C1.
Jede Funktion u € C1(£2) besitzt eine Restriktion Ru auf 042, die definiert
wird durch

(Ru)(z) ==wu(z), z€an. (1.26)

1.27 Lemma. Es gibt eine Konstante K, die nur von {2 abhdngt so, dass
fiir alle w € CY(R2) gilt:

| Rull o002y < K |lullwio(o) Yu e CH(12).

Beweis. Da 0f2 € C' gibt es fiir jeden Punkt zy des Randes einen Ball
B,(z9) € R™, so dass der Rand lokal durch eine C'~Funktion v(z') be-
schrieben werden kann (vgl. Abb. 1). Wir benutzen weiterhin die Notation
x=(T1,. .., Tno1,Tn) = (&', 2p).

(a) Sei zp € 042 und sei der Rand nahe z( flach, d.h. es gibt ein r > 0
so, dass 002N By(xo) = {(¢/,2n) | = 0}. Sei T eine Abschneidefunktion,
d.h. 7 € C§°(Br(x0)) mit 7 =1 in B, 5(z0). Dann gilt:

[ul? da’ < / [ulP rdx’ = — / Ox,, (JulP 7) da

BT/?(mO)ma‘Q {ETLIO} Bj(wo)
_ / ul? s, () + p [l sign(w)ds, (u) T da
B;F (z0)

<ctr) [ JuP e+ |Vuldo,
B (z0)
wobei wir in der letzten Zeile die Young-Ungleichung benutzt haben.
(b) Sei nun der Rand nahe zo nicht flach und lokal durch v € C*(R"1)

beschrieben. Wir benutzen wiederum die Transformation x — y = @(z) aus
(1.21). Wie dort gesehen hat das Bild @(B,(xg) N 942) einen flachen Rand
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nahe yo bzgl. der y-Koordinaten (vgl. Abb. 3). Fiir die Umkehrabbildung
z = ¥(y) und die Transformation @ gilt wieder det(V,®) = det(V,¥) = 1.
Somit gilt fiir 4(y) := u(¥(y)) unter Beriicksichtigung von (a) und v € C!

/ lu|P dS = / [aP \/1+ |[Vyry(y)]? dy’
BT/Q(CEQ)QSQ @(BT/Q(CE())QSQ)
<c / [P + |VyalP dy
P(B,(z0)NL2)
<e / [l + |V oul? |V 0 (B()) P dx

Bv‘(x())n‘o

<c / |ul? 4+ |V yulP dx .

B7~($0)QQ

(c) Da 02 kompakt ist existieren endlich viele Punkte z{ € 92, i =
1,...,N so, dass 9002 = UY 002N Bri/g(]/%), wobei fiir jedes i = 1,..., N
der Rand nahe z durch eine Funktion 4¢ (siehe (b)) beschrieben ist. Eine
wiederholte Anwendung von (b) liefert

N
/|u|pdS§Z / u|P da
o0 =1

Bri (acf,)ﬁ[‘)(l
N
<c Z / |ul? + [VulP dx
=g i (zi)ne

§C/|u|p+\Vu\pdm,
2

was gerade die Behauptung von Lemma 1.27 ist. ]

1.28 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R™ mit 02 € C'. Dann exi-
stiert fir alle p € [1,00) ein beschrinkter linearer Operator R

R:WYP(02) — LP(012),

der fiir Funktionen aus C'(£2) mit dem Restriktionsoperator R aus (1.26)
tbereinstimmt. R heiffit Restriktions- oder Spuroperator.

Beweis. Zu u € WHP(§2) exitieren nach Satz 1.14 Funktionen u,, € C*(£2)
mit u, — u in WHP(£2). Aus Lemma 1.27 folgt

| Ru, — RukHL?(@Q) < K Jun — ugll1p
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und somit ist (Run)neN eine Cauchyfolge. Also existiert ein v € LP(9f2) mit
Ruy,, — v in LP(912). Man definiert Ru := v und erhélt

| Rullzr00) < K |Jull1p -

Somit haben wir gezeigt, dass man R durch Abschliessung auf ganz W17 (£2)
zu einer beschriinkten linearen Abbildung R : WP () — LP(912) fortsetzen
lasst. ]

e Die Abbildung R wird verwendet, um Elementen aus W1P($2), die ei-
gentlich Klassen von Funktionen sind, die bis auf Nullmengen erklért sind,
dennoch Werte auf dem Rand 02, welcher Mass Null hat, zuzuordnen.

1.29 Definition. Sei {2 ein Gebiet und 1 < p < oo. Wir definieren
WyP(2) € WYP(R) durch den Abschluss von C§°(82) in der Norm von
WLP(02), d.h.

WP () =gl e, (1.30)
e Per Definition ist W"?(£2) ein abgeschlossener Unterraum von W1?(2)

und somit ein Banachraum.

1.31 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet mit 02 € C* und 1 < p < oo.
Eine Funktion u € W'P(02) gehért zu WyP(2) genau dann, wenn fiir ihre
Spur gilt:
Ru = 0.
Beweis. 7=" Zuu € W,P(£2) gibt es per definition eine Folge u, € C§°(£2)
mit
Up — U in Wh?(0).

Offenbar ist Ru,, = 0, d.h. es gilt auch Ru = 0 in LP(912).

7<= Sei Ru = 0 auf dem Rand von (2. Wie schon im vorherigen Beweis

liefern eine Zerlegung der Eins und das ”Flach machen” des Randes eine

Funktion
wewhr (R%),

suppu CC R, (1.32)
Ru=0auf R* ! := OR"}.

Da Ru = 0 ist, liefern Satz 1.14 und Satz 1.28 eine Folge u,,, € C*°(R%) mit
Uy, — w in WHP(R?) und

Ru,, =0  in LP(R™1). (1.33)

Sei x = (2/,z,), 2’ € R"™, 2, > 0. Dann ergibt sich

i (&, 20)| < ftm(a, 0)] + / Bt (o, 1) dt
0
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und somit
A p
/ [ (2, 2P da’ < ¢ / [ (2", 0)[P dz’ + ¢ / (/|8num(m’,t)|dt) da’
Rn—1 Rn—1 Rn—1 0
§c/|um(x',0)|p da’ +caP™t / /|Vum(x’,t)|p dt dx’,
R Rn—1 0
—0
d.h.

/ lu(x', z,)|P da’ < caP™? / /|Vu(x',t)|p dtda’ . (1.34)
n—1

R Rn=1 0

Nun wollen wir « in Richtung z,, verschieben. Dazu benutzen wir eine Ab-
schneidefunktion € mit 0 < ¢ <1, =1 auf [0,1] und £ =0 auf R\ [-1,2].
Diese skalieren wir durch

§m(x) = Em(x/a an) = 5(77133”)7 fiir z € Ri

und definieren
Wi () = u(@)(1 — &m ().

Dann ist

Owpm (x) = Opu(z)(1 — En(x)), k=1,....,n—1,
Onwin (2) = Opu(z)(1 = &n (@) — u(2)&, (man)m,

und somit

/|Vwm Yl de < c/ V(@) Pl (2) P da

R} R}

+cmp//|u(x’,xn)|p|§’(mxn)|pdx/dxn
0 R

=: A, + B,.

Da supp(&,,,) C [0, 2] sowie [¢] < 1 sieht man leicht, dass

[

A, <ec / |Vu(z)|P|&(may,)|P do’ dzy, — 0

Rn—1

O —s

und
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(1.34)
B,, < cm?P

S — ik

xb1 / /|Vu(a:’,t)|p dt dz’ dzy,
RA-1 0
2

/ /|Vu(x’,t)|p dz’ dt — 0.

Rn—1 0

<ecmP

@m)?

Somit konvergiert Vw,, — Vu und w,, — v in LP(R?), d.h.
Wy, —u o WHP(RT)
und
Wy (2’ 2,) =0 fiir z, € (0,1).
Wir glatten nun w,, mit w,, € < % Nach Lemma 1.12 ist we xw,, € Cg°(R")

und Wy, = w1 * wy, konvergiert gegen u in W'P(R), d.h. u liegt in

m

Wo (RY). .

Fiir Funktionen aus WO1 P(£2) kann man die Norm der Funktion durch die
Norm des Gradienten abschétzen. Genauer gilt folgendes:

1.35 Satz (Poincaré). Sei {2 ein beschrinktes Gebies und 1 < p < oo.
Dann gibt es eine Konstante K, die nur von p und dem Durchmesser von {2
abhingt, so dass fiir alle u € Wol’p((l) gilt

[ully < K [[Vullp. (1.36)
Somit ist ||Vul|, eine dquivalente Norm auf WP (£2), d.h.
IVully < lullip < (1 + K) [Vl (1.37)

Beweis. Da C§°(£2)-Funktionen dicht sowohl in LP({2) als auch in W1?(2)
sind, reicht es die Behauptung (1.36) fiir solche Funktionen zu zeigen. Sei
also u € C§°(12). Es gilt

1 n
Jul2 = gZ:/Mzﬂ ‘ldz

i=1 0

1 n
- Z/@i|u|p x; dx
n

=17,
1 n
== E /p|u|p*1iﬁiuxidx.
n 4 |ul
2:19

Da {2 beschrinkt ist, gibt es ein d, so dass

RC{zeR"||z| <d,i=1,...,n}.
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Wenn wir die obige Rechnung fortfiithren, erhalten wir mithilfe der Holder
Ungleichung

d & _
Jullz < 5p2/|u|p V| do

i=1 ¢
d & _
< Zp> ulz [ Vull,.
n -
=1
also

[ull, < dp [Vullp.

Zu u € WyP(£2) gibt es eine Folge u,, € C§°(2) mit u,, — u € WHP(R)
und es folgt
lully < l[umllpy < dp |Vumllp = dp[|Vullp,

d.h. (1.36). Hieraus folgt sofort (1.37), denn
IVullp < ullip = [lullp + 1Vull, < K [[Vully + [[Vullp.

e Die Poincaré Ungleichung erméglicht es fiir schwache Losungen der homoge-
nen Poissongleichung eine apriori Abschitzung zu beweisen. Eine schwache
Losung u € W&’Q(Q) erfiillt

/Vu-chdm:/fgodx.
0 0

Wenn man nun ¢ = v wéhlt, dann erhélt man mithilfe der Poincaré Unglei-
chung

IVull2 = / Vulde < / Fudz < | fll2llullz < KVall2] 2.

Kiirzen liefert dann die apriori Abschitzung

IVaull2 < K| f]l2-

Einbettungen

In Anwendungen werden oft sogenannte Sobolew Ungleichungen bendtigt.
Dies sind Ungleichungen der Form

[ull, < clIVull, (1.38)

wobei die Konstante ¢ und die Zahl g nicht von w abhéngen soll. Zuerst
itberlegen wir uns fiir welche ¢ dies moglich ist im Falle von Funktionen
u € C§°(R™). Sei also u € C§°(R™),u #Z 0 und sei A > 0. Wir setzen
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ux(z) = u(Ax), xeR™.

Man rechnet leicht nach

1
[l de = [ do = - [ ) dy,
Rn Rn

Rﬂ.
AP
/|Vu>\|p dx:)\p/|Vu()\x)\p dzx = F/|Vu(y)|p dy.
R™ R" R™

Dies eingesetzt in (1.38) liefert
1 A
— llully < c— [Vull,
Xl AP
d.h. .
=242
[ull, <A™ P [ Vul], -

Wenn 1 — % + % 2 0 ist, kann man A\ gegen 0 bzw. co konvergieren lassen

und erhélt einen Widerspruch. Somit kann (1.38) nur gelten, wenn
1_t 1 (1.39)

gilt. Dies kann man auch alternativ schreiben als

np
n—p

q:

1.40 Satz. Sei 1 < p < n. Dann existiert eine Konstante c, die nur von p
und n abhdingt, so dass
np

lully < clVaull, , o=~ — (1.41)

fiir alle w € C3(R™) gilt.

Wir benétigen hier wirklich u € C3(R"), wie u = 1 zeigt. Bemerkenswert
ist, dass die Konstante ¢ nicht von der Grofle des Trégers von u abhéngt.
Beweis. (i) Der Fall p = 1. Da u kompakten Triiger hat gilt

T4
u(z) = /Dmiu(ml,...,xi,l,yi,xiﬂ,...,xn)dyi

— o0

und somit

oo
|u($)|§/|Vu(x1,...,yi,...,xn)\dyi, i=1,...n.
—o0
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Daraus folgt

e} n—1
_n_

u(z)|—1 <] /|Vu(m1,...,yi,...,acn)|dy
i=1 \ %

Diese Ungleichung wird beziiglich z; iiber R integriert, was

e} e} e’} 1
_n_ n n—1
/|u\n—1 dx; < /H</|VU| dyi) dxy
—o0 oo =L N
0o L oo 00 _1
n—1 n—1
:</|Vu dy1> /H(/|Vu| dyi) dzq
—o0 oo 1F2 N
%) _1 n 00 00 _1
n—1 n—1
§</|Vu dy1> <H/ /|Vu| dmldyi> ,
—o0 =2 " o0

liefert. In der letzten Ungleichung wurde die verallgemeinerte Holder-Ungleichung
k

k k
/H Sl <TLIAL . S~ =1,
) 1=1 =1

i1 Pi

angewendet. Die obige Ungleichung wird nun bzgl. x5 iiber R integriert. Wir
erhalten

co 00 co 0o 1 ¢S]
n_ n—1 LCH—
/ / |u|n—1 dxq dxo < ( / / |Vu| dxq dCCQ) / le’nil dmg,
oo oo “o0 o0 e 2
wobei
I1:/|Vu|dy1, Ii:/ /|Vu|dw1dyz, i:37...,n.
Die verallgemeinerte Holder-Ungleichung liefert
0o 0o 0o oo 1 0o 0o 1
_n_ n—1 n—1
/ / |u| =1 dxy dxy < </ / |Vu| dzq dy2> (/ / |Vul| dy; dx2>

n

0o 00 00 1
n—1
XH(/ / /|Vu| d:cldacgdyi>
=3

—00 —00 — 00
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Weitere Integrationen bzgl. x3, ..., x, liefern dann
n o, 0 oo 1
/|u|# dxﬁH ( / / [Vul dxl...dyi...dxn)nl
R =l " o

1
= (/|Vu| dm)
]:Rn

was (1.41) fiir p =1 ist.

(1.42)

(i) Der Fall 1 < p < n. Wir benutzen (1.42) fiir v = |u|”, mit v > 1

welches spéter gewédhlt wird, und erhalten

an \meT
(/|u|n—1 d:c) S/W\upyd:c

Rn R

= /’y|u|w_1 |Vu| da

Rn
p—1 1

_p_
S’y(/|u|(7_l)l’1 daj) : </|Vu|p dx)p.

R Rn
Wir wahlen nun v derart, dass

R

n—1 p—1"
d.h. y= p% > 1. Fiir dieses v haben wir
mn p np
= —1)—— =
n—1 (y=1) -1 n-p’

was zusammen mit der obigen Rechnung

-1
[ull’np <y llulnp_ [Vull,
n—p n—p

liefert. Hieraus folgt sofort die Behauptung.
1.43 Satz. Sei 2 C R", ein beschrinktes Gebiet mit 02 € CO'.

Dann

existiert eine Konstante K = K(n, §2), so dass fir alle u € WY ($2) gilt:

np
lull < Kl 0= 2
sofern 1 < p < n. Ist u € WyP(2), so gilt
np
< K ||Vul,, - .
l[ullg < K [[Vullp 1=

(1.44)

Man schreibt dafiir kurz: WhP(2) < L7-7 (£2) baw. WyP(2) < La-7(£2).
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Beweis. (i) Sei u € WHP(£2). Satz 1.18 liefert, dass eine Fortsetzung Eu €
WLP(R™) gibt, die kompakten Triiger hat. Somit ist Bu € W, ?(R™) und per
Definition existieren Funktionen u,, € C§°(R™) mit

Um — Bu in WhP(R™). (1.46)
Satz 1.40 liefert
[um — ]| 2 < |V (um —u)ll, =0,

woraus .
U — By in L#=7 (R™) (1.47)

folgt. Satz 1.40 liefert auch

il 2, g < €1V

was zusammen mit (1.46) und (1.47)

1Bul, 22, g, < €IV o
ergibt. Dies und Satz 1.18 liefern die Behauptung (1.44).

(ii) Sei u € W,P(£2). Dann existieren Funktionen u,, € C§°(£2) mit
U, — u in WHP(§2). Wir setzen die Funktionen u,, durch Null auf ganz R™
fort und erhalten aus Satz 1.40

||“m|| < C”VumHLp(Rn)

L7=F (R™)
_np_

sowie u,, — u in Ln=P (R™). Der Grenziibergang m — oo liefert (1.45). =
e Fiir p = n gibt es zahlreiche Sonderfille, wie z.B.

n=1: Whl ey oo

n=2: W2 oy L% aber W21 — [©
1.48 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet mit 02 € CO'. Dann existiert fiir
alle 1 < q < oo eine Konstante K = K (n,q,{2), so dass fiir alleuw € W1"(£2)
gilt:

[ullg < K [lulwrn. (1.49)

Fiir u € Wy ™ (£2) gilt:
[ullg < K [[Vul]. (1.50)

Beweis. Fiir ein beschriinktes Gebiet (2 gilt W (£2) — WP () fiir belie-
bige 1 < p < n, so dass Satz 1.43 die Behauptung liefert. [
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e Fiir p > n gibt es Einbettungen in C%(£2), d.h. u ist stetig in {2 und es
gilt
lulq := sup lu(z) — u(y)l <e
z£yeN |z — yl

Zusammen mit der Norm
[ullco.e = [lul|coz) + [ula

bildet C%(£2) den Banachraum der Holderstetigen Funktionen.

1.51 Satz. Sei p > n und sei 2 ein beschrinktes Gebiet mit 02 € COL.
Dann gilt fiir alle u € WHP(£2)

[ullgo.e < cllullr,p, (1.52)
mit o = 1 — 2. Man schreibt dafiir kurz: WLP(02) — CY(0).

1.53 Satz (Rellich). Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit 02 € C%L.
Dann sind die Finbettungen

(i) 1<p<n, ge[l,£)

' n—p

WhP(02) — L)

(ii) p=n, 1<g<o0
Whn(02) — L1($2)

(iii) p>n _
WhP(0) — C°(02)

kompakt. Insbesondere ist die Einbettung
WP (02) — LP(92)

immer kompakt. Fiir kompakte Einbettungen schreibt man: WhP(§2) ——
L9(£2)

Beweis. (i) Wir wollen den Satz von Kolmogorov (vgl. FA I) anwenden,
der besagt, dass eine beschrinkte Menge des L? relativ kompakt ist, wenn
sie gleichgradig g¢-stetig ist. Sei M eine beschriinkte Menge im W1P(§2)
und seien G,G; C R™ beschrinkte Mengen mit 2 CC G CC Gi. Der
Fortsezungsoperator E aus Satz 1.18 liefert fiir alle u € M Funktionen
Eu € WYP(R™) mit supp Fu CC G. Mithilfe der Holder Ungleichung,
der Einbettung WP < L s (vgl. Satz 1.43) und Satz 1.18 folgt fiir al-
lel<q< %
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Eulll,q,) < (GO Eu|? .-y o
1EullLag,y < c(G)ll ”L " (Gh) e

< AGDIBUN ey < lluldyni < K

d.h. E(M) ist beschrinkt in LY(Gy). Wir benutzen die Interpolations-
ungleichung

ollza(ery < ollzae,) 1012 60 (1.55)

welche fiir 1 < ¢ <r, v € L"(G1) sowie % = % + % gilt. Diese Ungleichung
kann mithilfe der Holder Ungleichung bewiesen werden. Mithilfe von (1.55)
und (1.54) ergibt sich fiir |h| < dist (G,R™ \ G1)

(/ \Bu(z + h) — Bu(z)|? dx)% < (/ |Eu(z + h) — Bu(z)| da:)Hx

G G
e \DNZE
X (/ |Eu(z + h) — Bu(z)|»—» dx)
G
1-A
<c (/ |Eu(x + h) — Eu(x)] dx)
G
<cln',

wobel wir im letzten Schritt Satz 1.16 und die Beschrianktheit von E(M)
in WH1(G1) benutzt haben. Die Menge E(M) ist also g-gleichgradig stetig
und wir kénnen den Satz von Kolmogorov anwenden, d.h. {Eu | u € M} ist
relativ kompakt in LY(G). Da FEu(z) = u(x) fiir fast alle 2 € §2 ist auch M
relativ kompakt in L?(f2).

(i) Fiir p = n gilt die Einbettung W (§2) < L"(£2) fiir alle 1 < r < oo.
Deshalb gilt fiir ein > ¢ und dhnlichen Argumenten wie im Teil (i)

|Bu(- + k) = EullLo(c) < |Bu(- + h) = Bull g | Bu(- + k) = Eull3. @
<c|h'.

Die Behauptung folgt wiederum mit dem Satz von Kolmogorov.

(iii) Wir wollen den Satz von Arzela—Ascoli benutzen. Nach Satz 1.51 gilt
die Einbettung W1P(2) — C%%(§2). Wenn also M C W1P(2) beschriinkt
ist, dann ist M auch in C°(£2) beschriinkt. Weiterhin gilt aufgrund von (1.52)
fiir allew e M

[ullco.e < cllullrp < K.

Insbesondere gilt fiir u € M

sup ————— <
] |l‘ - y|a
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d.h. fiir alle x #y € 2 und v € M ist
u(e) — u(y)] < K|z —y|*,

d.h. M ist gleichgradig stetig und nach dem Satz von Arzela-Ascoli relativ
kompakt in C°(£2). |
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