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Kapitel 1

Zahlen und Vektoren

Ein wesentliches Ziel dieses Kapitels ist es verschiedene Begriffe und Bezeich-
nungen, die im Weiteren bendtigt werden, zu definieren und einzufiihren.
Vieles ist dabei bereits aus der Schule bekannt. Insbesondere soll eine Klar-
stellung und Vereinheitlichung der Notation erreicht werden.

1.1 Mengen und Abbildungen

1.1 Definition. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu
einem Ganzen.

Bezeichnungen:
e Objekte der Mengen heiflen Elemente.
a€ A, a ist Element von A,
ad A, a ist kein Element von A.
e Beschreibung einer Menge X durch Angeben einer definierenden Ei-
genschaft
X :={z € A;z hat die Eigenschaft E}.

e Die leere Menge () enthiilt kein Element.

e B heifit Teilmenge von A, wenn jedes Element von B auch ein Element
von A ist

BCA& (beB=beA).
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e B heifit echte Teilmenge von A, in Zeichen B ; A, wenn B C A,
und es ein z € A gibt mit x € B.

1.2 Definition. Eine Aussage ist ein sinnvolles sprachliches Gebilde, dass
entweder wahr oder falsch ist.

e Aussagen kann man miteinander verkniipfen. Diese Verkniipfungen
werden in Wahrheitstabellen definiert. Es gibt:
Negation =A, Konjunktion A A B, Alternative AV B,
Implikation A = B, Aquivalenz A < B

A|B|-A ANB|AVB|A=B| A< B
W | W| F W W W \WY%
W | F F \WY% F F
FIW| W F W W F
F|F F F W W

e Existenzquantor 3
dx e A E

heiflt: es existiert ein x aus A mit der Eigenschaft F.
¢ Generalisationsquantor V
Vee A E
heiflt: alle a aus A haben die Eigenschaft E.

1.3 Mengenoperationen. Seien A, B C M zwei Teilmengen von M. Dann
definieren wir folgende Verkniipfungen:

Durchschnitt ANB :={z € M;(z € A)A(z € B)},
Vereinigung AUB :={ze€ M;(z € A)V (z € B)},
Differenz AB ={zxeM;(xe€ A)A(z ¢B)},
Komplement A ={r e M;z¢gA}.

e Mengen heiflen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben.
e Die Produktmenge A x B zweier Mengen A, B ist definiert durch
A x B :={(a,b); (a € A)A (b€ B)},

d.h. sie ist die Menge der geordneten Paare.
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e A x B ist eine neue Menge. Zwei Elemente (a, b), (¢, d) sind gleich, in
Zeichen (a,b) = (c,d), genau dann wenn (¢ = ¢) A (b = d).

e Analog definiert man fiir mehrere Mengen A;,i =1,...,n,
Ay x - x A, ={(ay,...,a,); 0, € Ajyi=1,...,n}.

(a1,...,a,) heifit geordnetes n-Tupel. Falls 4; = --- = A, = A
schreibt man
A" statt AXx---x A
—_—

n—mal

1.4 Definition. Seien A, B Mengen. Eine Funktion oder Abbildung von
A nach B ist eine Teilmenge f der Produktmenge A x B derart, dass zu
jedem x € A genau ein y € B ezistiert mit (z,y) € f.

Bezeichnungen:

e Statt (z,y) € f schreibt man y = f(z) oder f: A — B:z — f(z).
y = f(z) nennt man den Funktionswert von f an der Stelle z.

e A heifit Definitionsbereich von f, in Zeichen D(f) := A.
e Sei C' C A, dann ist das Bild von C unter f definiert durch
f(C):={f(z); z € C}.
Insbesondere heifit f(A) Wertebereich von f.
e Eine Funktion f: A — B heifit

surjektiv < f(A) =B (Wertebereich ist gesamte Menge B),

injektiv < (21 #22 = f(z1) # f(22))
(verschiedene Argumente haben verschiedene Bilder),
bijektiv < injektiv und surjektiv.

e Sei f: A — B bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung f~! definiert
als

7 =A{(f(@),2); x € A}.
e Die identische Abbildung ist gegeben durch

d:A—=A: z—=z
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e Gleichheit von zwei Abbildungen: Seien f : A - B,g: C — D
zwei Abbildungen. Es gilt:

f=9 & (A=C)AB=D)A(VzeA: f(z)=g(z))).

e Die Restriktion einer Funktion f : A — B auf Ay C A ist definiert
durch:

f|A0 = {(.ﬁ,f(l')),.f € AO} .

1.2 Reelle Zahlen

Bezeichnungen:
N={1,2,3,...} natiirliche Zahlen
Ny =NuU {0}
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen
Q= {T; m,n € Z,n # 0} rationale Zahlen
n
R reelle Zahlen

Die reellen Zahlen werden axiomatisch eingefiihrt. Man betrachtet eine
Menge auf der zwei Operationen +,- definiert sind. Weiterhin miissen die
Korperaxiome, die Ordnungsaxiome und das Vollsténdigkeitsaxiom erfiillt
sein. Die Korperaxiome sichern, dass man wie gewohnt addieren, subtrahie-
ren, multiplizieren und dividieren kann. Die Ordnungsaxiome sichern, dass
man zwei beliebige reelle Zahlen der Grofle nach vergleichen kann, d.h. es gilt
immer genau eine der Moglichkeiten:

x <y, T=1y, x>y.
Man schreibt
<y (z<yV(ir=y).
Die Ordnungsrelation < ist kompatibel mit den Operationen -, + und es gilt:

r<y,a<b = a+zx<b+y,

(2.1)
JES?J;CLZO = a'méa'ya
0<z<y & 0<i<i, (2.2)
Y T
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2.3 Definition. Sei S C R. S heifit nach oben beschrinkt, wenn es eine
Zahl b € R gibt, so dass
VeeS: x<b.

Man nennt b eine obere Schranke von S.

e Analog definiert man die Begriffe nach unten beschrinkt und un-
tere Schranke.

e S heifit beschrinkt, falls S eine obere und eine untere Schranke be-
sitzt.

2.4 Axiom. Jede nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt eine
kleinste obere Schranke.

e Die kleinste obere Schranke heifit Supremum. Sei S C R nach oben
beschrinkt. Dann setzt man

s:=supS & Ve>03dreS:s—e<x<s

e Die grofite untere Schranke, nennt man Infimum.

2.5 Definition. Der Betrag |a| einer reellen Zahl a € R ist definiert durch

1 a falls a > 0,
al =
—a falls a < 0.

e Aus der Definition ergeben sich folgende Rechenregeln:

—la| < a < laf, (2.6)
| —a| = la], .
|abl = |allb],
a | (2.7)
—| == falls b # 0
‘b‘ B alls 6#0,
la| <b & —-b<a<hb. (2.8)

e Aus (2.6) und (2.8) folgt die Dreiecksungleichung: Va,b € R gilt:

la+b|] < la|+ [b]. (2.9)
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e Seien a,b € R Dann wird mit |a — b| der Abstand der zu a und
b gehorigen Punkte auf der Zahlengeraden bezeichnet. Also gilt fiir
a,r € Re>0:

la—z|<e & a—-e<z<a+e

2.10 Intervalle. Seien a,b € R mit a < b. Dann defintert man:
[a,b] :={x€R; a<z<b}  abgeschlossenes Intervall,
(a,) ={rz€R; a<z<b} offenes Intervall.
e analog: halboffene Intervalle (a, b], [a, b)

e Zum Vermeiden von Fallunterscheidungen fiithren wir —oo, co ein und
legen fest: —oo <z <oo Vz € R Somit gilt:

(=00,a] :={z € Ry z < a},
(b,00) :={z € R, = > b},
R = (—00,00) .
Also ist R ein offenes Intervall.

e Das offenes Intervall (a — ¢, a + ¢) heifit € - Umgebung von a.

2.11 vollstidndige Induktion. Aussagen oder FEigenschaften kénnen von
Elementen einer Menge A abhdingen, z.B.

Vne A: E(n).

Falls A = {ng,no + 1,...} CZ kann man den Wahrheitsgehalt solcher Aus-
sagen mit vollstindiger Induktion beweisen, d.h.

1) Induktionsbegin: Man zeigt, dass E(n) fir n = nqg gilt.

2) Induktionsschritt: Fir beliebiges n > ng setzt man die Giiltigkeit
von E(n) voraus (Induktionsvoraussetzung) und leitet daraus die
Giiltigkeit von E(n + 1) her.

e Bernoulli - Ungleichung:

Vhe (—1,00), ¥n € N: (1+h)" > 1+nh (2.12)
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Auf der vollstindigen Induktion beruht auch das Verfahren der Definition
durch Rekursion.

e Sei a € R. Die Potenzen a”, fiir n € Ny sind definiert durch:

(1) a®:=1

(2) a"ti=a"-a
e Sei n € Ny. Dann ist Fakultét n! definiert als:

(1) 0l :=1
(2) (n+1)!:=(n+1)n!

e Summen- und Produktzeichen Seien a; € R, m < n € Ny, 2 =
m,...,n, m <n €Ny. Dann definieren wir:

D= g G e+ g

i=m

Ha’i::a’m‘a’m+1“.‘.an
e Es gilt die Ungleichung:

P ESNE (2.13)

i=m i=m

e Fiir die endliche geometrische Reihe gilt:

n 1— qn+1
Y = ———  fllsg#1. (2.14)
—q
2=0

2.15 Definition. Fir ganze Zahlen n,k mit 0 < k < n ist der Binomial-
koeffizient (}) definiert durch

(n)._ n! _nmn=1)---(n—=k+1)
k)" k'(n—k) k! '
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e Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge A
auf sich selbst.

2.16 Lemma. Zu jeder Menge mit n Elementen gibt es genau n! Permuta-
tionen.

2.17 Satz. FEine Menge mit n Elementen besitzt (2) verschiedene k-elemen-
tige Teilmengen.

e Fiir Binomialkoeffizienten gilt die Rekursionsformel:

() Q)

und folgende Rechenregeln:
n\ n n\ _ (" _4 n _(n\ _
k) \n—k)’ o] " \n) " \w=1) )T

e Mit Hilfe von (2.18) kann man die Binomialkoeffizienten nur durch
Addition berechnen, man erhélt das Pascalsche Dreieck:

L (©)
L1 (o) ()
12 1 o) () ()

13 31 o) B 6 6

2.19 Satz (Binomische Formel). Fir reelle Zahlen a,b € R und n € Ny

qgilt:
(a+0b)" = Z (Z) a™ F ok

k=0

1.3 Die Ebene

Wir haben zwei zweidimensionale Objekte
R? und Ebene E = Zeichenebene .

Diese beiden Objekte wollen wir in Zusammenhang bringen. Dazu kann man
das Kartesische Koordinatensystem benutzen, d.h.
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e Man gibt den Punkt 0 vor,

e nimmt eine Zahlengerade, die z-Achse, so dass ihr Nullpunkt mit dem
Punkt 0 iibereinstimmt.

e Nun dreht man die z-Achse gegen den Uhrzeigersinn um 90° und erhélt
die y-Achse.

e Fiir einen beliebigen Punkt Py € E, fillt man das Lot auf die z- und
die y-Achse und erhilt die z-Koordinate z, und die y-Koordinate
Yo von Py. Man schreibt

P = (z0,90) -

Der Punkt 0 = (0, 0) heifit Ursprung.

Durch dieses Vorgehen haben wir eine bijektive Zuordnung von Punkten
P € E und Zahlenpaaren (z,y) € R? erhalten. Man kann also Teilmengen
im R? als Punktmengen in E veranschaulichen und Gebiete in E mit Hilfe
von Gleichungen beschreiben.

e Sei ] CRund f: I — R eine Funktion. Die Menge

Gy ={(z,y); z€l,y= f(z)}
heiit Graph der Funktion f.

e Sei C C F eine Kurve in E versehen mit einem Kartesischen Koor-
dinatensystem. Sei X = (z,y) ein Punkt auf der Kurve C. Falls man
genau fiir die Punkte auf C' eine Abhéngigkeit F'(z,y) = 0 aufstellen
kann, d.h.

C ={(z,y); F(z,y) = 0},

dann heifit F'(z,y) = 0 die Gleichung der Kurve C und C heifit die
Losungsmenge der Gleichung F(z,y) = 0.

3.1 Winkel. Ein Winkel a ensteht durch Drehung eines Zeigers um einen
Punkt der Ebene.

e Die Linge des zugehdrigen Einheitskreisbogens sei £. Wir nennen £ das
Bogenmafl von «, wenn die Drehung in positiver Richtung (gegen
Uhrzeigersinn) erfolgte. Falls die Drehung in Urzeigersinn erfolgte ist
—{ das Bogenmafs.



