18 Zahlen und Vektoren

1.6 Komplexe Zahlen

Bisher haben wir Punkte z der Ebene, die mit einem kartesischen Koordi-
natensystem versehen ist, als Zahlenpaare z = (z,y) € R? aufgefasst. Jetzt
schreiben wir den Punkt z = (z,y) als

z=x+1iy (6.1)

und nennen dies eine komplexe Zahl mit Realteil Rez := z und Ima-
ginirteil Im z := y. Die z-Achse heisst reelle Achse und die y-Achse ima-
ginire Achse. Die Menge der komplexen Zahlen wird mit

C:={z+iy;z,y e R} (6.2)

bezeichnet. Fiir zwei komplexe Zahlen z = z+iy, w = u+iv mit z,y,u, v € R
gilt:

z=w = (x=u)A(y=v). (6.3)

6.4 Grundrechenarten in C. Seien z = x 41y, w = v+ mit x,y,u,v €
R zwei komplexe Zahlen.

e Die Summe und die Differenz von z, w st definiert als:

ztwi=(z+u)+ily+o),

z—w:=(x—u)+i(y—v). (6.5)

e Die Zahl iz geht aus x durch Drehung um m/2 hervor. Die Multipli-
kation verallgemeinert dies. Wir definieren:
zw:= (zu —yv) + 1 (zv + yu). (6.6)
Insbesondere gilt also:

i =—1. (6.7)

e Die Potenzen 2" sind rekursiv definiert durch:

=1 "= 22""", neN. (6.8)
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o Seiw # 0. Dann ist die Division definiert als:

z  T+1iy Tu+Yyv . yu — xv
—_ = - = +’[, . 6-9
wo U+ u? + v? u? + v? (6.9)

6.10 Definition. Sei z = x +1y. Die zu z konjugierte komplexe Zahl z
st definiert durch:

Zi=xr—1Y.

e Wir haben folgende Rechenregeln fiir z,w € C:

2H+w=ZzZ+w,
w =z, (6.11)
(3):2, falls w # 0,
w w
zZ=2z,
Rez = 1(z+7%), (6.12)
Imz=(2—-7%).

e Der Betrag |z| von z = z + iy ist definiert als:

|z| := 2?2+ 9% . (6.13)

Es gelten die Recheneregeln:

|z| = V2Z

|zw| = |z] lw],
‘%‘:% falls w #£ 0, (6.14)
2| = |z].
Die Dreiecksungleichung
|z 4+ w| < 2] + |w| (6.15)

kann durch Induktion auf n Summanden verallgemeinert werden

n
>
=1

< al- (6.16)
=1
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20 Zahlen und Vektoren

6.17 Qudaratische Gleichungen. Die Gleichung x2+1 = 0 hat in R keine
Lésung. Allerdings sind x5 = +i Lisungen in C. Allgemeiner sei

ar’ +br+c=0,

mit a,b,c € R, a # 0 eine quadratische Gleichung. Dann sind die Losungen
gegeben durch:

b 1
T1o=——* — Vb — dac (6.18)
’ 2a  2a
wobei d := b?> — 4ac die Diskriminante ist. Im Falle d < 0 setzen wir

\/Ezzz'\/—_d.
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Kapitel 2

Funktionen, Grenzwerte,
Stetigkeit

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe wie Funktionen und Grenz-
werte eingefiihrt. Unter anderem werden Standardbeispiele fiir Funktionen,
wie Polynome, Kreisfunktionen und die Exponentialfunktion, diskutiert. Der
Grenzwertbegriff wird an Hand von Zahlenfolgen und Funktionen genauer
betrachtet.

2.1 Grundbegriffe

In Definition (1.4) im Kapitel 1 wurden Funktionen fiir allgemeine Mengen
definiert. Nun betrachten wir den Spezialfall einer reellen Funktion einer
Verénderlichen

f:DCR—->R: z+— f(z). (1.1)
Beispiele:
1) Eine lineare Funktion ist gegeben durch
f(z)=azx+b
mit dem Definitionsbereich D(f) = R.
2) Eine quadratische Funktion ist definiert als
f(z) = az® + bz + ¢,
wobei @ # 0 und der Definitionsbereich D(f) = R ist.
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22 Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

3) Die Wurzelfunktion ist gegeben durch
fl@)=vz
mit dem Definitionsbereich D(f) = Rf = {z € R, = > 0}.
1.2 Definition. Sei D C R symmetrisch zum Nullpunkt, d.h. x € D =
—z € D. Eine Funktion f : D — R heifit gerade (bzw. ungerade) wenn
f(=z) = f(z) (bzw. f(—x) = —f(z) ) fiir alle x € D gilt.

1.3 Definition. Man nennt eine Funktion f: D — R

a) monoton fallend (bzw. monoton wachsend ), wenn fir alle x1, x5 €
D mit 1 < xo die Ungleichung f(x1) > f(z2) (bzw. f(z1) < f(xg))
gilt.

b) strikt monoton fallend (bzw. strikt monoton wachsend), wenn
fir alle 1 < zo € D die strikte Ungleichung f(z1) > f(x2) (bzw.
flz1) < flz2) ) gilt.

1.4 Rechnen mit Funktionen.

e Seien f,g : D — R zwei Funktionen. Dann definiert man die Summe,
die Differenz, das Produkt und den Quotienten dieser Funktionen durch:

d.h. die Operationen werden punktweise ausgefiihrt.

e Zu Funktionen f : I - R, g : D — R mit g(D) C I kann man die
Komposition fog : D — R bilden. Sie ist definiert durch:

(fog)(x):= f(g(z))- (1.6)
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2.2 Polynome und rationale Funktionen

2.1 Definition. FEine Funktion f : R — R heiffit Polynom vom Grad n,

wenn es Zahlen ay,...,a, € R gibt mit a, # 0, so dass
n
f@)=ay+axz+---+az" = Z a;x". (2.2)
i=0

o Die a; heiffen Koeffizienten des Polynoms.

e f(x) =0 hat keinen Grad, ist aber in der Sprechweise: ,Polynome von
Grad n“ eingeschlossen.

2.3 Satz. Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn alle thre Koeffizi-
enten tbereinstimmen, d.h.

n n
E a;x' = E bz = a;=b 1=1,...,n.
=1 =1

2.4 Horner Schema. Sei xy konkreter Wert. Um den Funktionswert f(xo)
in Darstellung (2.2) zu berechnen, braucht man 2n — 1 Multiplikationen und
n Additionen. Es gibt andere Darstellungen als (2.2), z. B. die Horner—
Darstellung:

fl@)=((--(anz +ap-1)x+ an_2)x+---+ay)xr+ag. (2.5)
Hier betrdgt der Aufwand n Multiplikationen und n Additionen.
2.6 Satz. Sei f = Y a;7’, a, # 0 und b € R. Fiir die Zahlen c, := ay,
i=0
Cn_1 = Cpb+ a,_1 bis ¢y := c1b+ ag gilt

f(b) = co

f(.’l?) = (l' — b) zn:ciajil + ¢o, (27)

d.h. das Horner Schema enthdlt die Division von f(z) — f(b) durch x —b.

2.8 Definition. Als Nullstelle einer Funktion f : D — R bezeichnet man
jede Losung der Gleichung

f(x)=0 inD.
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24 Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

e [ir Polynome erhdlt man aus (2.7):
f)=0 & f(x)=(z - b)h(z),
d.h. f(x) enthdlt den Linearfaktor (x — b).

e Nun kann h(b) wiederum 0 sein. In diesem Fall gibt es ein Polynom hy
mit h(b) = (z — b)hy(z). Damit gilt: f(z) = (x — b)?h(z).

2.9 Definition. Man nennt b € R eine k-fache Nullstelle von f und man
nennt k die Vielfachheit von b, wenn gilt:

f(2) = (@ = b)g(a) und g(b) #0. (2.10)
2.11 Satz.

a) Sei f(z) = Y0 ,aix* ein Polynom vom Grad gréfer gleich eins. Sind
bi,...,b, alle (verschiedenen) reellen Nullstellen von f mit der jeweiligen
Vielfachheit 1, ..., 1., dann gilt

r

f(z) =[] —b)"q(x) (2.12)

i=1

mit einem Polynom q(z) vom Grad n—=Y_l;, das in R keine Nullstellen

i=1
hat.
b) Jedes Polynom vom Grad n mit n > 1 hat héchstens n Nullstellen.

2.13 Komplexe Polynome. Betrachten wir komplexe Polynome:
f(z) = Zaizi, a; € C. (2.14)
i=0

e Alle Operationen, wie Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divisi-
on, die fiir reelle Polynome definiert sind, werden analog fiir komplexe
Polynome definiert.

e Der Grund fiir die Einfiihrung der komplexe Zahlen war das Polynom
2? + 1, welches in R keine Nullstelle hat. Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat
aber in C die Losungen +i. Dies gilt sogar allgemein, wie der folgende
Satz zeigt.
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2.15 Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Zu jedem Polynom der
Form (2.14), mit n > 1 und a, # 0, gibt es eine Zahl w € C mit f(w) = 0.

2.16 Satz. Jedes komplexe Polynom der Form (2.14) mit n > 1,a, # 0
besitzt eine Faktorisierung iiber C der Form

f(2) =an(z —w)----- (z — wg)™ (2.17)

k
mit verschiedenen Nullstellen w; € C der Vielfachkeit l; mit > 1; = n.
i=1

e Jedes reelle Polynom kann als komplexes Polynom aufgefasst werden,
daR CC.

2.18 Lemma. Sei w € C eine Nullstelle eines Polynoms f mit reellen Ko-
effizienten. Dann ist auch w eine Nullstelle von f.

2.19 Satz. Jedes reelle Poynom f(z) = Y arpa¥,n > 1,ax € Roa, # 0,
i=0
besitzt die Faktorisierung iiber R

f(@) =an(z— b))t - (z = b)) (2 + crm + dy)* - (2% + cox + dy)*,

mat reellen Nullstellen b; € R der Vielfachkeit [; und quadratischen Polyno-
men x? + c;x + d;, die keine reelle Nullstelle haben.
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