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2.15 Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Zu jedem Polynom der
Form (2.14), mit n > 1 und a, # 0, gibt es eine Zahl w € C mit f(w) = 0.

2.16 Satz. Jedes komplexe Polynom der Form (2.14) mit n > 1,a, # 0
besitzt eine Faktorisierung iiber C der Form

f(2) = an(z —wy)r - (z — wy)™* (2.17)

k
mit verschiedenen Nullstellen w; € C der Vielfachkeit l; mit > l; = n.
i=1

e Jedes reelle Polynom kann als komplexes Polynom aufgefasst werden,
daR CC.

2.18 Lemma. Sei w € C eine Nullstelle eines Polynoms f mit reellen Ko-
effizienten. Dann ist auch w eine Nullstelle von f.

2.19 Satz. Jedes reelle Poynom f(z) = Y apzF,n > 1,4, € Ra, # 0,
i=0
besitzt die Faktorisierung iiber R

f(-rL') — an(l' _ bl)ll ..... (w — b,,.)lT (l‘z —+ 1T + dl)kl """ (l'2 + CsT + ds)ksa

mat reellen Nullstellen b; € R der Vielfachkeit I; und quadratischen Polyno-
men x2 + c;x + d;, die keine reelle Nullstelle haben.

2.20 Satz. Die rationalen Nullstellen eines Polynoms

flz) = Zaixi , a; € Z
i=0

findet man unter den Brichen £ (a,b € Z) in denen a ein Teiler von ag und

b
b ein Teiler von a, ist.

2.21 Satz. Zu (n + 1) beliebigen Stitzpunkten (x;,y;), i = 0,...,n, mit
x; # x; fir i # j, gibt es genau ein Polynom p, mit Grad kleiner gleich
n, so dass pn(z;) = y;, i =0,...,n.

e Newton Interpolationsverfahren

Man suche das Polynom p,, aus Satz 2.21 in der Form

pn(x) = ap + a1(z — z9) + oz — zo)(x — 1) + -+ - +

+ O!n(m - CCO)(.’L' - :1;1) ..... ($ _ an) (2.22)
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Die Bedingung p,(z;) = yi, i =0,...,n, liefert das Gleichungssystem:
Yo = Qo
Y1 = o + (w1 — o)
Yn = o+ on(@n — 20) + -+ o (20 — o) - - (#n — Tn-1)

Dieses kann schrittweise von oben nach unten mit der Methode der dividier-
ten Differenzen gelost werden:

Zo Yo \
/ Yo,1 \
T | N N / Yo,1,2
/ Y1,2 \
. Yo,1,...n
./EQ y2 / glyeeny
/ Yn—2,n—1,n
/ ynfl,n
xn yn
Hierbel ist
— Y1—Yo — Y2—u
Yo = i =ao> Y12 = go=ar
_ Y12—%,1 _ Y2,3—Y1,2
Yo1,2 = T, a0 Y1,23 = T,y
Man kann nachrechnen, dass
O = Yo,1,...% 9

d.h. die gesuchten Koeffizienten stehen in oberen Schrigzeile.

2.23 Definition. Der Quotient zweier Polynome

p(z) _ Z?:o a2’
q(z) Y27, bjad’

heifit rationale Funktion.

f(iL'): an # 0,b, # 0,
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2.24 Satz. Jede rationale Funktion fl% mit Zihlergrad > Nennergrad ldsst
sich darstellen als

——= =h(z) + —= (2.25)
mit einem Polynom h und einem Restpolynom r wobei entweder r = 0 oder
Gradr < Grad g.

2.26 Definition. Seien p,d Polynome. Man nennt d eine Teiler von p,
wenn es ein Polynom py gibt, so dass p(x) = d(z)po(z).

2.27 Lemma. Se: %’ ewne rationale Funktion und ser Gradp > Gradgq. Sei
ferner

=h+f,

p
q q

wobei Gradr < Grad q. Dann ist d genau dann ein gemeinsamer Teiler von

p und q, wenn d gemeinsamer Teiler von q und r ist.

e Sei f(x) = % eine rationale Funktion, wobei p und ¢ teilerfrei sind.
Dann haben p(z) und ¢(x) keine gemeinsamen Nullstellen und der maximale
Definitionsbereich der rationalen Funktion f ist gegeben durch

D(f)={z €R : q(x) # 0}. (2.28)
Sei b € R eine [-fache Nullstelle von ¢(z), d.h.
g(z) = (z = b)'q:(x),  mit g (b) # 0.

Dann nennt man b einen [-fachen Pol von f. Die Funktion f verhélt sich
wie

T) R~ . fiir  nahe b,
TO~0m w-v
und fiir |z| — +oo wie
a,z™(1 + paved) Un
f(m) = nbo 7
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2.3 Trigonometrische Funktionen

In Paragraph 1.3 Punkt 3.2 haben wir die Sinus- und die Cosinusfunktion
definiert. Aus der Definition erhélt man sofort folgende Eigenschaften:

—1 <cosz <1,
cos(—x) = cosz (gerade Funktion), (3.1)
cos(xz + 2km) = cosz (2m-periodisch),
—1 <sinx <1,
sin(—z) = —sinz (ungerade Funktion), (3.2)
sin(z + 2km) = sinz (27-periodisch),
cosz =0 & i%w, :I:%ﬂ', igw, ceey (3.3)
sinz =0 & 0, 4w, +2m, ... . )
3.4 Satz (Additionstheorem). Fir alle x,y € R gilt:
cos(x + y) = cosz cosy — sinx sin y, (3.5)
sin(z 4+ y) = sinz cosy + cos T siny. '
e Der Spezialfall y = 7,bzw. y = —7F impliziert:
sin (z + ) = cos z, (3.6)

cos (x — %) =sinz,
d.h. wenn man die Sinuskurve nach links um 5 verschiebt erhilt man

die Cosinuskurve.

e In Formelsammlungen gibt es zahlreiche Identitéiten, die sich aus (3.5)
herleiten lassen. Hier einige Beispiele:

cos(z — y) = cosz cosy + sinzsin y,

. . . (3.7)
sin(x — y) = sinz cosy — cos x sin y,
sinz + siny = 2sin £3¥ cos &Y,
=9 T+y -y (38)
COSZ + COSY = 2C€0S —~ €O0S —5~,
cos(2z) = cos® & — sin’ x = 2cos® x — 1,
(3.9)

sin 2z = 2sinz cosz,
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2.3 Trigonometrische Funktionen 29

14 cosz = 2cos® Z,
(3.10)

?

N8 o

1 —cosy = 2sin?
Achtung: sin? z := (sin(z))?

3.11 Definition. Die Tangens- und Cotangensfunktionen sind defi-
niert durch

tan r := 502 mit x # (2k +1)5,k € Z,

COos T

cosT 1= 20 mit x # km, k € Z.

e Wir erhalten sofort folgende Eigenschaften:

tan(—z) = — tan z, (ungerade Funktion), (3.12)
cos(—z) = —cos z, (ungerade Funktion), '
tan(x + 7) = tanz, (m-periodisch), (3.13)

cos(z + m) = cos z, (m-periodisch), '
t t
tan(z +y) = anT +tany fiir ,erlaubte* z, y. (3.14)

1 —tanztany’

3.15 Polardarstellung komplexer Zahlen. Die Menge der komplezen
Zahlen ist C = {z = z +1iy; z,y € R}. Man kann jede komplexe Zahl z
auch als ,Zeiger” auffassen und deshalb ist z eindeutig bestimmt durch den
Winkel ¢ und den Betrag |z|.

e Man nennt ¢ das Argument von z, ¢ =: argz. Falls -7 < o < 7
heifit ¢ Haupwert von arg z

e Wir haben zwei Mdoglichkeiten eine komplexe Zahl anzugeben:
z=x+ 1y mit x =Rez, y =Imz,

oder durch Angabe des Betrages = |z| und des Arguments ¢ = arg z.
Aber wir wissen, dass x = rcos ¢, y = rsin ¢ und somit erhalten wir

z=r(cosp+isingp). (3.16)
Diese Form der Darstellung von z heifit Polardarstellung.
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30 Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

e Die folgende abkiirzende Schreibwiese ist sinnvoll
e¥ :=cosp+ising, ¢€R (3.17)
Sie heifit Euler-Formel.
3.18 Umrechnungen.

1) Sei z € C, mit z # 0, gegeben in der Form: z = z + iy, z,y € R. Dann
setzen wir

r=z2+9?,
{ arccos% falls y > 0,
(p:

— arccos falls y < 0.

Wir erhalten die Polardarstellung z = re”.
2) Sei z € C in der Polardarstellung z = re® gegeben. Dann setzen wir
T =Trcosp, Yy=rsinp
und erhalten die Darstellung z = x + 1y.

3.19 Satz (De Moivre). Flir alle o, € R gilt,

a) eiPei — ei(¢+<p),

b) ()" = e neN,
ip

— i — L

c) e i

e Die Multiplikation und Division komplexer Zahlen ldsst sich besonders
einfach in der Polardarstellung berechnen. Sei z = |z[e’’ und w = |w|e®?,
dann gilt:

z-w = |z||w| elet)

- % ev=v) falls w # 0.

3.21 Definition. Fine Funktion f : R — R heifit periodisch mit einer
Periode 21, wenn

(3.20)

€ |w

flz+2l) = f(z) Vz € R.
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3.22 Definition. Als Schwingung, bezeichnet man einen Vorgang, der
durch eine periodische Funktion eines ,Zeitparameters® t € R beschrieben
wird. Fine durch

s(t) =Acos(wt+a), teR

mit festem A,w,a € R dargestellte Schwingung heifit harmonisch. A heifst

Amplitude, wt+a die Phase, o die Nullphase und w die Kreisfrequenz.

Die Periode betrigt T = 27” und die Frequenz v = % = .

e Die Uberlagerung s(t) zweier Schwingungen s:(t), so(t) ist punkt-
weise definiert, d.h. die Auslenkungen addieren sich

s(t) : = s1(t) + s2(2).
Die Uberlagerung s(t) ist im Allgemeinen nicht mehr periodisch.

e Die Behandlung von harmonischen Schwingungen s(¢) vereinfacht sich,
wenn man komplexe Schwingungen z(t) einfiihrt. Sei

s(t) = Acos(wt + ),
dann definiert man
z(t) : = Acos(wt + a) + iAsin(wt + «)
= Ae!WtHe) (3.23)
= qe™?,

Hierbei ist a gegeben durch a := Ae® und heifit komplexe Amplitu-
de.

3.24 Satz. Besitzen zwei harmonische Schwingungen die gleiche Kreisfre-
quenz, d.h.

s1(t) = Ajcos(wt + ay), $2(t) = Ay cos(wt + o),

so ist ihre Uberlagerung (Superposition) s(t) wieder eine harmonische
Schwingung, die gegeben ist durch

s(t) := s1(t) + s2(t) = A cos(wt + )
mit A= +u?+v?, cosa =%, sina = %, wobei

u:= A;cosay + Agcos ag, v:= Ajsinog + A, sin as.
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e Es gilt folgende Formel:

sin "TH(S sin gé
in 4
sin 3

sind +sin2§ + -« - +sinnd = (3.25)

o Auf Grund der Darstellungen w; = “3%2 4 €128 ynd o, = “fe

w222l 4Bt sich die Uberlagerung zweier komplexer Schwingungen im-
mer als Produkt

it iwol LW, jY2—w, iw1+w2t
a1e™t + aee™? = (a1 2 ' + age’ 2 e 2 (3.26)

darstellen. Man sagt dazu modulierte Schwingung mit modulier-
ter Amplitude.

e Im Allgemeinen ist eine modulierte Schwingung nicht periodisch. Ist
der Quotient 5—; = Z—; jedoch eine rationale Zahl, so ist die modulierte

Schwingung doch periodisch. In diesem Fall besitzen die Schwingungen
2mny

21(t) = a1e™** und z,(t) = ape™?* die gemeinsame Periode T := 2T =
, d.h. 21 (t) + 22(t) ist periodisch aber nicht notwendig harmonisch.
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