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6.3 Satz. Wenn g(z) < f(z) < h(z) fir alle x in der Nihe von a gilt (bzw.
fiir alle hinreichend groflen x) und wenn g(x) — c, h(z) — ¢ fir x — a
(bzw. x — 00), dann gilt auch lim f(z) = ¢ (bzw. lim f(z) = ¢).

T—ra T—»00

e Es gelten:
lim 22—, (6.4)
x—0 x
-1
lim S22 (6.5)
x—0 i

6.6 Asymptoten.

a) Man nennt die Gerade x = a eine vertikale Asymptote der Kurve
y = f(x), wenn beim Grenziibergang x — a™ oder x — a~ die Funktions-
werte f(z) gegen oo oder —oo streben.

b) Die Gerade y = c¢ heifit horizontale Asymptote der Kurve y = f(x),
wenn lim f(z) =c oder lim f(z) = c gill.
T—>00 T—>—00

c) Als schrige Asymptote der Kurve y = f(x) bezeichnet man die Gerade
y = pr+q, fallsp # 0 und f(x)—(pr+q) — 0 fir x — oo oder x — —oo.

6.7 Definition. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Die
Funktion f heifit im Punkt xy € I stetig, wenn lim f(x) = f(zo).
T—>T0
e Falls x5 ein Randpunkt des Intervalls ist, so ist der Grenzwert nur

einseitig zu verstehen.

e Die Funktion f heifit auf I stetig, wenn sie in jedem Punkt zy € I
stetig ist.

6.8 Satz.

a) Sind f und g auf einem Intervall I C R stetig, so gilt das auch fir f +g
und [ - g. Ferner ist § stetig in allen x € I mit g(x) # 0.

b) Sind f : I - R, g: D — R stetig mit g(D) C I, dann ist auch die
Komposition h : D — R, h = fog auf D stetig.
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38 Funktionen, Grenzwerte, Stetigkeit

6.9 Korollar.

TL .
a) Jedes Polynom p(z) = Y. a;z* ist auf ganz R stetig.
i=0
b) Seien p,q Polynome, die teilerfremd sind. Dann ist die rationale Funktion

flz) = f]% stetig in allen Punkten x € R mit q(x) # 0.

6.10 Satz. Fiir jede auf etnem abgeschlossenen beschrinkten Intervall
a < x < b stetige Funktion gilt:

a) Schrankensatz: Es gibt eine Schranke K mit |f(x)| < K fir alle x €
[a, b].
(Man sagt: f ist auf |a,b] beschrinkt.)

b) Satz vom Maximum und Minimum: Fs gibt stets Werte zg,z, €
[a,b], so dass f(xy) < f(zx) < f(z1) fir alle z € [a,b)].
(Man sagt: f nimmt auf [a,b] immer sein Minimum und sein Mazimum
an.)

c) Zwischenwertsatz: Zu jeder Zahl ¢ zwischen dem Minimum f(xy) und
dem Mazimum f(x,) gibt es wenigstens ein T € [a,b] mit f(T) = c.
(Man sagt: f nimmt jeden Wert zwischen seinem Minimum und Mazimum
an.)

d) Die gleichmiflige Stetigkeit: Zu jeder beliebig kleinen Zahl € > 0 gibt
es ein 0 > 0, so dass zwet Funktionswerte sich um hochstens € unter-

scheiden, sobald die Argumente weniger als § voneinander entfernt sind,
d.h.

Ve>0 36>0:( [z—2'[<6= |f(z)— f(a")|<e).

6.11 Korollar. Ist f : [a,b] — R stetig und haben f(a) und f(b) verschiede-
ne Vorzeichen, dann gibt es wenigstens eine Nullstelle T € (a,b) von f, d.h.
f(z) = 0.

e Bisektion Sei f : [a,b] — R eine Funktion so, dass f(b) - f(a) < 0. Dann
existiert nach Korollar 6.11 eine Nullstelle in [a, b]. Diese kann man durch
sukzessives Halbieren des Intervalls genauer bestimmen. Im Falle f (“TJ“”) .
f(b) < 0 liegt die Nullstelle im Intervall [%f2, b], sonst in [a, “}°]. Dieses
Verfahren kann beliebig oft wiederholt werden und somit kann die Nullstelle
beliebig genau bestimmt werden.
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Kapitel 3

Differentation

Die Differentialrechnung ist eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Mathe-
matik selbst und in der mathematischen Behandlung von Problemen aus
Wissenschaft und Technik. Insbesondere wird sie in diesem Kapitel zur Kur-
vendiskussion und zur Extremwertbestimmung benutzt.

3.1 Die Ableitung

1.1 Definition. Die Funktion f seit auf dem Intervall I C R definiert und
es sei xy € I. Man sagt, f ist in zy differenzierbar, wenn der Grenzwert

ezistiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird mit f'(zo) bezeichnet.

e Man nennt Ai(f) =1 (:”OHL,Z*f (0) jen Differenzenquotienten. Man

kann (1.2) auch durch lim £&S@0) orgetzen.
T—T0 Z—To

e andere Bezeichnungen: %, %
e Falls f in jedem Punkt xy € I differenzierbar ist, sagt man dass f auf I
differenzierbar ist. Die so definierte Funktion f': I - R: z — f(x)

heiflt Ableitung von f.
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40 Differentation

Beispiele:
flz) | f'(=)
c 0
ar+b| a (1.3)
z® |nz™ ! firneN
1 .
Nz 55 firz>0
1.4 Geometrische Interpretation. Sei y = f(z) eine gegebene Funk-
tion. Dann ist tan @ = ﬁ—z der Anstieg der Sekante durch die Punkte
(2o, f(20)), (z, f(x))-
)+
ol ,4‘”
w X
Der Grenzwert lim % ist der Anstieg der Tangente an y = f(z) im Punkt

Az—0
(xo, f(x0)), d.h. die Tangente des Graphen y = f(x) hat im Punkt (xo, f(z0))
die Formel

y = ['(m0) (x — z0) + f(z0)- (1.5)

1.6 Analytische Interpretation.
Sei y = f(x) eine gegebene Funktion und (zg, f(zo)) ein Punkt. Wir suchen
die ,,beste“ lineare Approximation von f in der Nahe von z¢, d.h. eine lineare
Funktion g(x), so dass

ToT0 T — T
d.h. der Fehler f(z) — g(z) strebt schneller gegen Null als z — zy. Die Funk-
tion g ist linear und somit gegeben durch g(z) = m(z — zo) + f(x0). Aus
(*) erhalten wir m = f'(z,), d.h. die Tangente (1.5) ist die ”beste” lineare
Approximation von f(z) nahe (zq, f(zo)).
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3.1 Die Ableitung 41

1.7 Satz. Jede in xy € I differenzierbare Funktion f : I — R ist in xq auch
stetig.

e Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit!

1.8 Satz. Sind Funktionen f,g: 1 — R wm Punkt x € I differenzierbar, so
gilt:

a) (f(z)+9(x)) = f'(z) + ¢'(2),

b) (f(z)-g(x)) = f'(x)g(z) + f(z)g'(2),

! "(z)g(z)—f(z) ¢’ (z
ﬂ;) — PG @@ s g(z) # 0,

! 'z
) =58, falls g(x) # 0.

e Fiir Polynome p(z) = ) a; z; gilt:
i=0

p(z) = Z ia; ' (1.9)

e Wir haben folgenden Spezialfall von Satz 1.8 d)

1y -
(_> = xnfl neN, z#0. (1.10)

xTL

1.11 Satz. Die Sinus- und die Cosinusfunktionen sind auf R differenzierbar
und es gilt:

¢) (tan z)' = —4— r# 2k+1)%, k€,

d) (cot x)' = == r#krn, ke
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42 Differentation

1.12 Satz. (Kettenregel) Die Komposition x — f(g(x)) zweier differen-
zierbarer Funktionen ist differenzierbar und es gilt

(flg(@) = f'(9(z)) - g"(2). (1.13)

1.14 Hohere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von f bezeichnen
wir, falls sie existiert, mit f" oder % f(zx). Allgemein definieren wir

fO(2) = f(z)
fO(z) = f'(=)
_

d
M) () .= 2 fn=1) () —
FO() = [0 ) = T f ().
Hierbei heifft f™(x) die n-te Ableitung von f und f heifit n-mal diffe-
renzierbar wenn die n-te Ableitung eristiert.
e Mit Hilfe der Eulerschen Formel Kapitel 2 (3.17) und Satz 1.11 kann man
zeigen, dass

d . .
7 et = jwe™", teR (1.15)

3.2 Anwendungen der Differentation

2.1 Maxima und Minima.

Man sagt, eine auf D C R erklidrte Funktion f hat in @ € D ein globales
Maximum, wenn f(z) < f(a) fiir alle z € D gilt. Die Zahl b € D heifit
lokales Maximum von f, wenn es eine e-Umgebung (b — e,b+ ¢) von b
gibt, so dass f(z) < f(b) fiir alle z € DN (b —¢€,b+ ¢). Analog definiert
man globales Minimum, lokales Minimum. Jedes Minimum und jedes
Maximum heifit Extremum.

2.2 Satz. Ist f in einem offenen Intervall I differenzierbar, so gilt:
zg € I ist lokales Extremum = f'(zo) = 0.
e Aus Satz 2.2 und den Bemerkungen folgt, dass

1) Randpunkte von D,
2) Punkte, wo f nicht differenzierbar ist, und (2.3)
3) stationire Punkte, d.h. Punkte wo f'(z) = 0 ist,

Kandidaten fiir Extrema sind.
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