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1.14 Hohere Ableitungen. Die Ableitung der Ableitung von f bezeichnen
wir, falls sie existiert, mit f" oder % f(zx). Allgemein definieren wir

fO(z) = f(2)
fO(z) = f'(x)
A

f(n) (z) := % f(”_l)(a:) — dxnf(x)

Hierbei heifst f™)(z) die n-te Ableitung von f und f heifit n-mal diffe-
renzierbar wenn die n-te Ableitung existiert.

e Mit Hilfe der Eulerschen Formel Kapitel 2 (3.17) und Satz 1.11 kann man
zeigen, dass

d .
pr et = qwe™", teR (1.15)

3.2 Anwendungen der Differentation

2.1 Maxima und Minima. Man sagt, eine auf D C R erklirte Funktion
f hat in a € D ein globales Maximum, wenn f(z) < f(a) fir alle x € D
gilt. Die Zahl b € D heifit lokales Maximum von f, wenn es eine &-
Umgebung (b—e,b+¢) von b gibt, so dass f(z) < f(b) fir allex € DN (b—
g,b+ ¢€). Analog definiert man globales Minimum, lokales Minimum.
Jedes Minimum und jedes Mazimum heifit Extremum.

2.2 Satz. Ist f in einem offenen Intervall I differenzierbar, so gilt:
zg € I ist lokales Extremum = f'(zq) = 0.

e Aus Satz 2.2 und den Bemerkungen folgt, dass

1) Randpunkte von D,
2) Punkte, wo f nicht differenzierbar ist, und (2.3)
3) stationire Punkte, d.h. Punkte wo f'(z) = 0 ist,

Kandidaten fiir Extrema sind.

2.4 Satz (Mittelwertsatz). Ist die Funktion f auf |a,b] stetig und auf
(a,b) differenzierbar, dann gibt es einen Punkt xo € (a,b) mit

fb) = fla)

Flwo) = b—a
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3.2 Anwendungen der Differentation 43

2.5 Satz. Fiir eine auf dem Intervall I C R differenzierbare Funktion f gilt:

a) fl(x) >0 auf I = f ist auf I echt monoton wachsend,

b) f'(x

(
( 0 auf I f st auf I echt monoton fallend,
(
(

c) f'(z

)
)
)
d) f'(x) <0 auf I

< =
>0aufl << f ist auf I monoton wachsend,
& f st auf I monoton fallend,

e) fllx) =0 aufI << [ ist konstant auf I.

2.6 Satz. Fine auf (a,b) differenzierbare Funktion f hat im stationdren
Punkt xy € (a,b) ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), wenn es
ein € > 0 gibt, so dass die Ableitung f'(z) im Intervall (zo — €, x¢) positiv
und im Intervall (xo, o + €) negativ ist (bzw. in (vg — &, %) negativ und in
(%o, o + €) positiv).

2.7 Satz. Ist f auf (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xy € (a,b) ein
stationdrer Punkt, dann gilt:

a) f"(z0) <0 = f hat in zo ein lokales Mazimum,
b) f"(zo) >0 = f hat in zy ein lokales Minimum.

2.8 Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit
konvex, wenn fir alle 1,25 € I und alle A € (0,1) gilt:

fOz + (1= XNzo) < Af(z1) + (1= A) f(ze).
Die Funktion heifit konkav, wenn —f konvez ist.
2.9 Satz. Sei f auf einem Intervall I zweimal differenzierbar, dann gilt:
a) f">0aufI = f ist konvez,
b) f"<0aufI = f ist konkav.

2.10 Definition. Sei f : D — R eine Funktion. Der Punkt xq € D
heiffit Wendepunkt, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f auf dem Intervall
(xo — €, m0) konvex (bzw. konkav) ist und auf dem Intervall (xy, —¢, o) dem
Intervall (xg, xo + €) konkav (bzw. konvex) ist.
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44 Differentation

2.11 Satz. Sei f : I — R zweimal differenzierbar. Sei ferner xy € I ein
Punkt, so dass f"(xo) = 0 ist und die zweite Ableitung im Punkt xy ihr
Vorzeichen wechselt. Dann ist Ty ein Wendepunkt.

2.12 Satz. Sind f,g in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist
g'(z) # 0 fir alle x € (a,b), dann gibt es einen Punkt zo € (a,b), mit
f(b) — f(a) . [ (o)

g(b) —g(a)  g'(wo)

2.13 Satz (de I’Hospital). Sind f, g auf (a,b) differenzierbare Funktionen,
g'(z) # 0 fir alle x € (a,b), mit den Eigenschaften

a) f(z) = 0,9(x) = 0 oder f(x) — 00, g(x) = oo firxz —b".

b) lim £& = I € RU{+o0}, dann gilt:

T—b~ 9'(z)

!
lim M = lim / (a:)
asb- g(x)  z-b ¢'(x)
Entsprechendes gilt fir xt — a~ und x — £o0.

2.14 Kurvendiskussion. Um eine Vorstellung von der Gestalt des Gra-
phen y = f(x) zu bekommen fihrt man eine Kurvendiskussion durch, d.h.

1) Mazimalen Definitions- und Wertebereich bestimmen,

2) Symmetrie, Periodizitit testen,

3) Stetigkeit und Differenzierbarkeit priifen,

4) Nullstellen und Vorzeichen bestimmen,

5) Extremwerte ermitteln,

6) Monotoniebereiche ermitteln,

7) Wendepunkte suchen,

8) Konvezitit, Konkavitit untersuchen,

9) Asymptoten, Grenzwerte bestimmen, |x| — oo,z — ,kritische Stellen”,

10) Skizze.

44



3.2 Anwendungen der Differentation 45

2.15 Nullstellen und Fixpunkte. Oftmals bendtigt man die Nullstellen
einer Funktion. Jedoch kann man nur selten eine explizite Ldsung ange-
ben. Deshalb bestimmt man Folgen von Ndherungslésungen der Gleichung
f(z) =0, d.h. man konstruiert eine Folge (xn)n>0, so dass f(z,) — 0. Das
Finden von Nullstellen von f ist dquivalent zum Finden von Fixpunkten von
g(z) = f(z) +=.

Sei die Funktion f auf [a,b] definiert, dann heifit x € [a,b] Fixpunkt von
f, wenn f(z*) = x*.

2.16 Satz. Hat eine auf [a,b] stetig differenzierbare Funktion f folgende Ei-
genschaften

a) a < f(x) <b  fir alle x € [a,b],
b) es gibt eine Konstante K mit |f'(z)| < K <1 fiir alle x € [a,b],
dann gilt:
1) Es gibt genau ein x* € [a,b] mit f(z*) = z*.
2) Die Iterationsfolge
Tni1 = f(zn), n €Ny (2.17)
mit beliebigen Startwert xo € [a,b] konvergiert gegen den Fixpunkt x*.

3) Es gilt die Abschdtzung:

K

[T — 2" < 5% [Tn — Tn_1] fir alle n € N.

2.18 Newton Verfahren. Man sucht die Nullstellen f(x) = 0 einer gege-
benen Funktion mit Hilfe einer Fizpunktiteration fir die Hilfsfunktion

flz
F(z)=2 — f’((x)) ,
unter der Voraussetzung f'(z) # 0 auf [a,b]. Wir erhalten die Iterationsfolge
Tpi1 = Tp — ff,((a;")), xy € [a, b]. (2.19)
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46 Differentation

2.20 Satz. Seiz* € [a,b] eine Nullstelle der zweimal stetig differenzierbaren
Funktion f. Falls f'(z*) # 0 ist, gibt es ein kleines Intervall I, welches x*
enthdlt, so dass die in (2.19) definierte Iterationsfolge x, fir Startwerte x
aus diesem Intervall I gegen x* konvergiert. Weiterhin gilt

[Tny1-2"| < M |z, — 277,

= max{|f(@);vel}
wobei M = <5 vFia)zel} -
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