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Die Wahl x = Ina liefert also

a’ = e" lna'

Auf Grund der Stetigkeit der e-Funktion definiert man in Analogie zu (4.5)
a® = emlne fir alle x € Ria >0 (4.19)
Man nennt x — a* die Exponentialfunktion zur Basis a.

4.20 Satz. Fir die Exponentialfunktion zur Basis a, mit a > 0, gilt fir alle
z,y € Rundb>0

a®a¥ = a*tY
’ (4.21)
(ab)® = a” b",
(@) = a®, (4.22)
In(a”) = zln q,
d
. a® =a” Ina. (4.23)

e Nun konnen wir auch Potenzen von z fiir beliebige o € R definieren.
Aus (4.19) folgt fir £ > 0 und « € R

g% = e*'n 7. (4.24)
Man berechnet sofort
(xa)l — (ealna:)l = % In w% — Od.Tail. (4.25)
e Fiir alle @ > 0,a # 1, ist die Funktion a® umkehrbar, denn die Glei-
chung y = e®'"¢ hat fiir y > 0 die eindeutige Losung z = }E—g Die
Umkehrfunktion heifit Logarithmus zur Basis a und ist definiert
durch:
In, : (0,00) = R
( ) (4.26)
y=In,(z) & a=uz.
Es gelten :
In,(zy) = Ing(x) + Ing(y),
(zy) 1( ) () (4.27)

d —
dz lna(x) ~ zlna’
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52 Differentation

4.28 Definition. Die Hyperbelfunktionen sinushyperbolicus, cosinushy-
perbolicus und tangenshyperbolicus sind fiir alle x € R definiert durch

T —T

e’ —e
inh(z) := —
sinh(z) 5
T —X
cosh(zx) := %,
inh T __ T
tanh(z) = sinhz e” —e

coshz e*+4+e2’

e Aus der Definition 4.28 und den Eigenschaften der e-Funktion erhélt
man folgende Rechenregeln:

sinh (—z) = —sinh (z)

cosh (—x) = cosh (z) (4.29)
sinh(z + y) = sinh (z) cosh (y) + cosh () sinh (y),
cosh(z + y) = cosh () cosh (y) + sinh (z) sinh (y), (4:30)
(cosh(z))? — (sinh(z))* = 1. (4.31)
Fiir die Ableitungen gilt:
sinh(z)" = cosh(z),
cosh(z) = sinh(x), (4.32)
;o 1
tanh(z) = 7cosh2(a:)'

e Die Funktion sinh (z) ist auf R strikt monoton wachsend, also existiert
eine Umkehrfunktion. Diese heif3t areasinushyperbolicus und wird
mit arsinh () bezeichnet. Die Funktion cosh () ist auf R} strikt mono-
ton wachsend. Die Umkehrfunktion heifit areacosinushyperbolicus
und wird mit arcosh (z) bezeichnet. Es gilt:

arsinh(z) = In (1: +Var? + 1) , z€R,

(4.33)
arcosh(z) = In (:c +Vva? — 1) , z>1
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3.4 Exponential- und Logarithmusfunktion 53
e Die Kettenregel und (4.33) liefern:
) 1
— arsinh(z) = , z€R,
dx 1+ T2
4 ) (4.34)
% arCOSh(x) = \/ﬁ, x> 1.
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Kapitel 4

Integration

Die Integration ist die Umkehroperation zur Differentation. Es wird also das
Problem behandelt, wie man aus der Kenntnis der Ableitung einer Funktion
die Funktion selbst wiederherstellt. Eine entscheidende Rolle bei der Lésung
dieser Aufgabe spielt der Mittelwertsatz. Es wird sich zeigen, dass das In-
tegral das geeignete Mittel zur Berechnung von Flichen- und Rauminhalten
ist.

4.1 Das bestimmte Integral

e Motivation: Sei ¢ = 2y < 21 < -+ < Tp_1 < 1z, = b eine Zerle-
gung von [a, b], dann existieren nach dem Mittelwertsatz (Kapitel 3 Satz 2.4)
fi € (xi_l,xi) mit

f(@i) = f(zie1) = £ (&) (T — 2im1)-
Demzufolge gilt:

n

FO) = f@) =) f' (&) (xi — zia). ()

i=1

Wenn die Zerlegung fein genug ist, kann man &; durch einen beliebigen
Punkt in Intervall [z; 1, ;] ersetzen und erhilt eine gute Approximation von
f(b) — f(a), d.h. die rechte Seite von (*) ist eine gute Approximation des
Integrals von f'(x).

1.1 Die Definition des bestimmten Integrals. Se: f eine auf dem In-
tervall [a,b] definierte, beschrinkte Funktion, die an hochstens endlich vielen
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56 Integration

Stellen nicht stetig ist. Solche Funktionen nennt man stiickweise stetig.
Sei durch

0= <11 << xp 1 <xTp=>0

eine Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle [z;_1,x;] gegeben und seien
& € [ri1,x;] beliebige Zwischenpunkte. Dann heifit

Zy = Z f (&) (z; — io1) (1.2)

die Riemannsche Summe von f. Der Grenzwert der Folge (Z,)n,>1 exi-
stiert, sofern die mazimale Linge der Teilintervalle [z;-q,x;] mit n — oo
gegen Null strebt. Weiterhin ist der Grenzwert unabhdngig von der gewdhliten
Zerlequng des Intervalls [a,b] und der Zwischenpunkte &;. Der Grenzwert der
Folge (Z,)n>1 heifst das bestimmte Integral von f iiber [a,b] und wird

mit fabf(x) dx bezeichnet, d.h.

[ f@)do= tim Y07 (€ (5 - i) (1.3

i=1

e Um Fuallunterscheidungen zu vermeiden setzen wir

/af(fv) dz =0,
aa b (1.4)
[ == [ 1@ v>a

1.5 Geometrische Interpretation. Die Riemannsche Summe eine positi-
ven Funktion f ist eine Summe von Rechteckflichen, die die Fliche I unter
dem Graph von f immer genauer approximiert. Also gilt

b
I= / f(z) dx.
Genau genommen wird erst durch das Integral der Flicheninhalt definiert.
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4.1 Das bestimmte Integral 57

1.6 Satz. Seien f,g stickweise stetige Funktion auf [a,b] und o, 8 € R und
¢ € [a,b]. Es gelten:

a) fb(af(x)-l-ﬁg(a:)) dr = « fbf(x) dz + 8 fbg(a:) dr,
b [ f@)de= [ f()de+ [ f(x)da.

9 F@) < g0) = [I@ds< [ glx)de.

1.7 Satz. Sei f auf [a,b] stickweise stetig.
a) Aus m < f(x) < M fiir alle z € [a,b] folgt

b

m(b—a) < /f(a:)d:c < Mb-a).

a

b) Es gilt die Ungleichung

| / fla)de| < / 7@ da.

1.8 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f auf [a, b] stetig
und g auf [a,b] nichtnegativ und stickweise stetig. Dann gibt es ein & € |a, b]
mil

/b f@(@)do = £) [ oo

e Der Spezialfall g(z) = 1 zeigt, dass es ein £ € [a, b] gibt, so dass

b

/ f(@)de = [ (€) (b—a). (1.9)

a

o7



58 Integration

1.10 Definition. Man nennt eine auf dem Intervall I differenzierbare Funk-
tion F' eine Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fir alle z € I gilt.

1.11 Satz (Haupsatz der Differential und Integralrechnung).
Ist f eine auf dem Intervall I stetige Funktion, dann gilt:

a) Die durch

F, (z) := /f(t)dt a,z €1

definierte Funktion ist eine Stammgfunktion von f, d.h.

% /f(t)dt ~ f(x). (1.12)

Jede andere Stammfunktion F von f hat die Form F(z) = F,(z)+c,c € R.

b) Mit einer beliebigen Stammfunktion F von f gilt:

b

/ f@)de = F(z)| == F(b) — F(a). (1.13)

a

e Berechung des bestimmten Integrals:
1) Berechne die Stammfunktion F von f, d.h. F' = f.

2) [ f(x)dv = F(t) - F(a)

1.14 Definition. Die Menge aller Stammfunktionen von f wird mit [ f dx
bezeichnet und heifft unbestimmtes Integral von f.

e Nach Satz 1.11 a) gilt

/f(a:)dx:F+c,

wobei ¢ € R eine Konstante ist und F eine feste Stammfunktion von f. Somit
haben wir

/f(a:)dx:F—i-c &S F=f. (1.15)
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4.2 Integrationsregeln 59

e Aus den Differentationsformeln folgen somit folgende Integrationsformeln:

F(x) f(z) = F'(z) Bemerkungen
n—il Tl " n#—1

In |z| z! z#0
—Cos T sin x

sin x cos T

tan I r# (k+3)m kel

cot x Si;QIE x#km, kel
arcsin 11—;52 lz| <1
arctan x ﬁ

é L L a ?é 0
cosh z sinh x

sinh cosh x
Lo iz ol <1

In(z + V1 +2?) ﬁ

4.2 Integrationsregeln

2.1 Linearitit. Aus F' = f,G' = g folgt af + bg = aF' + bG". Somit gilt
fur das unbestimmte Integral

/ (af(z) +bg(z)) dz = a/f(x) de+b /g(x) dz. (2.2)

2.3 Partielle Integration. Die Produktregel (uv) = u'v + uv' liefert, dass
uwv eine Stammfunktion von u'v + uv' ist, d.h.

/u'(x)v(x) dr = uv — /u(a:)v'(x) d. (2.4)

Fiir das bestimmte Integral erhalten wir

a

/b W vds = u(z)v(z)| — /b w! da. (2.5)
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o Aus (2.4) folgt mit v’ =1

/v(x) dr =zv — /xv'(w) dr,

insbesondere also:

(2.6)

1
/ln:vd:r:xlnx—/x—dx:x(lnx—1)+c. (2.7)

Zz
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