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2) Sei o € R\ {1}.

®d L fallsa >1
/ o gim L (1- L) =Je T YT gy
1 @ ¢ oo, fallsa < 1.

Udz 0o, fallsa>1
== lim L (UL 1) = ’ 4.5
/0 Sor a1 (C ' ) L fallsa < 1. (4.5)

4.6 Satz. Ist [ auf [a,00) und g auf (0,b] stickweise stetig und sind
a, K € R, dann gilt:

a) |f(z)] < KL, a<z<o00, 1< = [ f(z)dz konvergiert,

b) |f(z)] < K=, 0<2z<b 0<a<l = fobf(x)dx konvergiert.

4.7 Definition. Sei f : (a,0) > R, a € RU{—00}, b € RU {00} eine auf
jedem abgeschlossenen Teilintervall o, B], a < a < < b stiickweise stetige
Funktion und sei ¢ € (a,b). Falls die beiden uneigentlichen Integrale

/f(x)dx: lim, cf(:r)dx,

a—a

/be(x) dz = lim /jﬂf(x) da

B—b—

konvergieren, heifit das uneigentliche Integral fab f(z) dx konvergent und
st definiert durch

/abf(:r) iz = /:f(x) do + /be(x) dz.

4.8 Ausnahmestellen im Innern. Sei f auf [a,b] definiert und sei ¢ €
(a,b) ein Punkt so, dass f auf [a,c) und (c,b] stickweise stetig ist. Falls die

uneigentlichen Integrale [ f(x) dz und fcb f(z) dx konvergieren setzen wir

/abf(x) dx := /acf(:v) dm—i—/cbf(:c) dx.

Analog wird der Fall endlich vieler solcher ,Ausnahmepunkte” x; € |[a,b]
behandelt.
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4.5 Kurven-, Lingen- und Flichenmessung 67

4.9 Cauchyscher Hauptwert. Es kann passieren, dass die beiden unei-
gentlichen Integrale aus 4.8 divergieren, aber dass der Grenzwert

lim <JCC_Ef(x)dm + cigf(x)dx) (4.10)

e—0t

ezistiert. In diesem Fall wird der Grenzwert in (4.10) Cauchyscher Haupt-
wert genannt und mit

CHW/bf(x) dx

bezeichnet.

4.5 Kurven-, Lingen- und Flichenmessung

5.1 Definition. Unter einer Kurve versteht man eine differenzierbare Ab-
bildung eines Intervalls I in die Ebene. Sei der R? mit einem festen kar-
tesischen Koordinatensystem versehen. Dann nennt man die vektorwertige
Funktion

Fﬂmﬂ—>w:n+(ﬁg), (5.2)

wobei x : [a,b] — Ry :[a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen sind,
eine Parameterdarstellung der Kurve, t den Parameter und [a,b] das
Parameterintervall.

e Die Darstellung (5.2) ist dquivalent zu den Gleichungen
T = .Z'(t), Y= y(t)a te [a: b] : (53)
e Jede Kurve besitzt unendlich viele Parameterdarstellungen.

e Ein Kreis K mit Radius r rollt auf der x-Achse. Der Punkt P mit
Abstand a vom Kreismittelpunkt beschreibt eine Zykloide, die die
Parameterdarstellung

Tz =1t—asint,

Yy=T —acost,

hat, wobei t der Rollwinkel ist.
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68 Integration

5.4 Definition. Zu jeder Parameterdarstellung 7(t) = (x(t),y(t))" einer
Kurve K definiert man den Tangentialvektor

#(t) = lim %(m +h) - () = ( (1) ) , (5.5)

h—0

wobei der Punkt die Ableitung nach t bedeutet.

e Wenn 7(t) die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kurve be-
schreibt, dann beschreibt 7(t) die Geschwindigkeit des Punktes zum
Zeitpunkt ¢.

e Sei in einem Kurvenpunkt (z(t),y(t))" der Tangentialvektor 7(t) # 0.
Der Normalenvektor 7i(t) entsteht aus dem Tangentialvektor durch
Drehung um 90° in positive Richtung, d.h.

fit) == ( _%;) : (5.6)

o 7Zum Zeitpunkt ¢ty haben die Tangente bzw. Normale an die Kurve K
die Darstellung

Tangente: z = x(s) = z(ty) + si(te), y=y(s)=ylte) + sy(to),
Normale : z = z(s) = i

wobei s € R der Geradenparameter ist.

5.7 Die Bogenlinge. Seia =1y <t <...<t, = b eine dquidistante Zer-
legung von [a,b], d.h. t; —t;_1 = At, Vi =1,... ,n. Die Kurve K wird durch
die Sekanten, die (x(t;),y(t;)) und (z(tiz1),y(tiz1)) verbinden, angendihert.
Die Linge dieser Approximation ist

Po:= ) |I7(t:) = 7t
i=1
Falls der Grenzwert n — oo der Folge (P,)n>1 ezitstiert wird er Linge der

Kurve K genannt.

5.8 Definition. FEine Parameterdarstellung x = z(t), y = y(t), t € [a,b]
einer Kurve heifit reguldr, wenn die Funktionen t — x(t), t — y(t) stetig
differenzierbar sind und 2(t) +y*(t) # 0 fir alle t € [a,b] gilt, dabei sind die
Ableitungen in den Endpunkten einseitige Ableitungen.
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4.5 Kurven-, Lingen- und Flichenmessung 69

5.9 Satz. Die Ldinge L einer Kurve mit requldrer Parameterdarstellung
z=x(t), y=y(t), 2*(t) + 9*(t) # 0, a <t < b, betrdgt

L= / V) + 20 dt. (5.10)

5.11 Folgerung. Der Graph y = f(z) einer stetig differenzierbaren Funkti-
on f:[a,b] = R hat die Linge

L= /\/1 + (f(x))? da. (5.12)

5.13 Krilmmung. Es sei 7(t) = (z(t),y(t))" eine regulire, zweimal diffe-
renzierbare Parameterdarstellung einer Kurve. Mit ¢(t) bezeichnen wir den
positiv gemessenen Winkel zwischen der positiven x-Achse und dem Tangen-
tialvektor T, sei s(t) := fat 32(1) + 9?(7) dr die Linge des Kurvenstiicks
tiber dem Parameterintervall [a,t]. Die Anderung A bezogen auf die Ande-
rung der Ldnge As ist ein Maf$ fir die durchschnittliche Krimmung der
Kurve. Demzufolge definiert man die Kriimmung der Kurve im Punkt

P = (z(1),y(1))" als

oo Ae() e(t)
() = A, As(t) — s(t)

$(t)
5.14 Satz. Die Kriimmung einer Kurve mit requldrer, zweimal differenzier-

barer Parameterdarstellung x = z(t), y = y(t), t € [a,b], betrigt im Kur-
venpunkt P(t) = (z(t),y(t))"

K(t) = o(t)§(t) — g)(t):}igt) |
(@2(t) + 92(t))*

5.16 Folgerung. Die Kriimmung des Graphen y = f(z) einer zweimal dif-
ferenzierbaren Funktion f : [a,b] — R im Punkt (x, f(z)) betrdgt

P
(Vi+ ')
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K(z) =

(5.17)



70 Integration

e Einen durch den Kurvenpunkt P = (z(¢),y(t))" gehenden Kreis nennt man
Kriimmungskreis der Kurve in P, wenn er dieselbe Kriimmung und densel-
ben Tangentialvektor wie die Kurve besitzt. Der Radius r des Kriimmungs-
kreises heif3t Kriimmungsradius in P und ist gegeben durch:

5.18 Polardarstellung einer Kurve. Analog zu den kompleren Zahlen
kann man fir eine mit einem kartesischen Koordinatensystem versehene Ebe-
ne Polarkoordinaten einfihren. Sei P = (x,y) ein Punkt in der Ebene, dann
sind der Abstand r des Punktes vom Ursprung und der Drehwinkel ¢, der den
Punkt (r,0) in (x,y) dberfihrt, die Polarkoordinaten von P. Wir haben
folgende Beziehungen:

a) T =T7Ccosp, y = rsin @,
arccos %, falls y > 0,
b) r=+v22+y?, p= 27r—arccos§, falls y < 0,
unbestimmt, falls r = 0.

e Wenn ein Zeiger mit Fulpunkt im Ursprung, der seine Linge dndert, sich
um den Ursprung bewegt, erhalten wir eine Kurve. Die Parameterdarstellung

r=r(p), a<p<p
der Kurve mit Parameter ¢ heifit Polardarstellung, wobei der Winkel ¢
von der positiven z-Achse aus gemessen wird. Aus der Polardarstellung r(y),

¢ € [a, f] erhdlt man folgende Parameterdarstellung mit dem Polarwinkel ¢
als Parameter

z=r(p)cosp, y=r(p)sing, ¢ € a,f] (5.19)

Aus Satz 5.9 erhilt man fiir die Linge der Kurve r(p), ¢ € [a, 3]

= o (52
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5.20 Satz. Sind f,g : [a,b] — R stetig, a < b, dann betrigt der Inhalt der
von den vier Kurven y = f(z), y = g(z), * = a, * = b berandeten Fliche

F= / (@) - g(x)| do. (5.21)

5.22 Satz. Ist r : o, 8] = R stetig, « < B, dann betrdgt der Inhalt der
von den drei Kurven r =r(p), ¢ =a, ¢ = [ berandeten Sektorfliche

5.23 Satz. Ist x = z(t), y = y(t), a < t < b eine stickweise stetig differen-
zierbare Parameterdarstellung einer Kurve K, die von jedem Ursprungsstrahl

hdochstens einmal getroffen wird, dann betrdigt der Inhalt der durch K begrenz-
ten Sektorfliche

F =

N | =

/ (2()i(t) — (D) (1)) dt] .
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